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EUGEN SLUTSKY. 

Ueber stochastische Asymptoten und Grenzwerte" 

Einleitung. 

Den Ausgangspunkt dieser Studie ùildeten einige terminolog;sche 
Ueberlegungen inbetreff einer in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
sich so oft darbietenden Wortverbindung: «Die Versuchsznhl (n) 

kann so gross gemacht werdell, dass ùieW ahrscheinlichkeit fiir die 
Grosse x zwischell deu Grenzen (] - E und (] + E, wo E eine beliebig 
kleine positive GI'osRe ist, entha.Iten zu sein, dem WeI'th 1, somit 
del' Gewissheit beliebig nahe kommt» (1). Es kann schwel'lich irgend 
eine Meinungsverschiedenheit daI'iiber bestehen, dass die Notwendig· 
keit, eine sol che oder ihI' ahnliche Wendung bei jeder Gelegenheit 
zu wierlerholen in demselben Masse unI'ationel ist, als wenn man 
statt von «Limes », « Ableitung », « IntegraI» u. s. w. zu l'eden, 
bzw., ihre symbolische Bezeichnungen zu gebrauchen sich ihrer vollen 
Definitionen zu bedienen hatte (2). 

Die Bemiihllngen um eine schaI'feI'e Fassung des Begriffs des 
GI'enzwertes im Sinne der Wahrscheinlichkaitstheorie, odeI', wie mal .... 
kUrzer sagen kann, cles stochastischen (3) GrenzweI'tsbegriffs haben 

(1) Fast "ortlich uach L. v. BORTKIEWICZ, Die Iterationen, Berlin, 1917, p. 42. 

(2) Diese Ueberlegungell wurden durch Prof. W. ROMANOWSKY'S Bezeichnungs

weise: «x = c, modo Bernoulliano» angeregt, der ich aber nicht beistimmell 

konnte, da es hier in erster Lillie nicht die Analogie mit dem Gleichheits-, « SOIl

derll mit dem Limesverhi:i1tuisse durch die logische Struktur entsprechender Saeh

verhalte nahegelegt wird. (W. RO:YIANOWSKY, ù"ber lineare KorreLation zweier GroB-

8en, Westnik Statistiki, Bd. XII, Moskau, 1923, p. 25, passi m, rUBsisch). Bielle 

Ubrigens S. D. POISSON, Recherches SUl" La pl'obabiUté des jugerltent8, Paris, 1837, 
p. 139, 143. 

(3) Diesen Terminl18 gebranche ich in dern Sinna VOIl « Wahrscheinlichkeits

theoretisch ». Vergl. J. BERNOULLI, A1's conjectandi, Basileae, 1713, p. 213; L. v. 

BORTKIEWICZ, Die·Iterationen, Berlill, 1917, p. 3; AL. A. TSCHl:PHOW, On the 'lJ~athe~ 
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mich dann auf eine Begriffsanalyse del' betreffenden Sach ve l'h alte 
gefiihrt, bis ich einsah, dass der gelaufige obwohl bis dahin namenlose 
Begriff einer Erweiterung und Verallgemeinerung nach verschiedenen 
Richtungen bediirftig und fahig ist. So entstand der Begriff der 
stochast.ischen Asymptote und es eroffnete s1ch e1ne Reihe von Fragen 
iiber die Beschaffenheiten dieser stochastisohen Gebilde. _Ausser dem 
Bediirfniss, verschiedenen bekannten Satzen der Wahrscheinlich
keitsrechnung eine allgemeinere Formulierung zu geben, entstanden 
dabei ganz neue Aufgaben. So wurde durch die Analogie mit dem 
gewohnlichen Grenzwertsbegriff die Frage nahegelegt, ob die Summe 
(geometrische, bzw., algebraische) zweier oder mehrerer stochastischen 
Grenzwerte (bzw. Asymptoten) wieder ein stochastischer Grenzwert 
(oder Asymptote) einer Summe von entsprechenden zufalligen Grossen 
sein muss; dann eine ahuliche Frage iiber Funktionen der stochas· 
tischen Grenzwerte iiberhaupt, u. s. f. Die Natur der Grossen, bzw., 
del' Funktionen, die zu einer gegebenen zufalligen Variablen in einem 
GrenzweI"t-, . bzw., Asymptotenverbaltniss im stochastischen Sinne 
stehen konnen, bildete eiu anderes Thema, das zur Zeit, m. W., nicht 
eininal gesteIlt wurde. Dazu gesellte sich weiter die Frage iiber die 
hinreichenden und notwendigen Bedingungen des Bestandes stochas· 
tischer Asymptoten und Grenzwerte, und es gelang mir auch in diesem 
mehr untersuchten Problem einige weitere Schritte zu machen. So 
kam diese Studie als eine vorlaufige Skitze eines auch fiir die theo· 
retische Statistik wichtigen Kapitels del' "T ahrscheinlichkeitsrechnung 
zu Stande, das bis jetzt, 1ll. E., noch niemals als ein besonderer 
Zweig diesel' Disziplin betrachtet und ausgelegt wurde. 

Diese Arbeit war scbon in ihren Grundziigen recht vorgescbritten 
(jetzige Kapiteln I-III und die Satze 14, 16 a, 16 d des Kap. IV), als 
ioh einige Schriften von F. P. CAN'l'ELLI kennen lernte, die sich auf 

, dasselbe Thema des stochastischen Gl'enzwerts beziehen (1). Obgleich 

1ltatiC'a~ expeotation of the n~011tents of frequenay di8tributions in the case of o01'related 

observations, «,Metron», voI. II, n. 3, 4, p. 461; AL. A.. TSCHUPIWW, Zie~e und Wege 

del' stQohastisohen Grundlegu..ng del' statiBtisohen l'heorie, «Nordisk Statistisk Tidskrift». 
Dd. III, S.' 435. Auf die wicMige aher ziemlioh subtile Frage tiber verschiedene 
Nuancierungen, dil'l mit diesem Terminus. in der neueren Literatur sich verbinden, 
kann ich chier nicbt eiugehen. Siehe tibrigens nooh unten ~ 5. 

(1) Vergl. F. P. CANTELLI: (1) La tendenza ad un limite ne~ senso deL oa~oo~o 

delle probabilità «Rendiconti del circolo matem. di Palermo», t. 41,. 1916; (2) 
Sulla legge dei grandi nU1neri • Memorie della Reale Academia dei Lincei», Serie 5, 
voI. 11, 1916; (3) Sndue applicazioni di 'Un teore'l/ta di G. Boole alla statistioa n~ate

rnatioa « Atti d. R. Ac. d. Lincei », SeI'. 5, Rendiconti, Classe di scienze fisiche, 

--

~' 
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ùie Priorìtat in Betreff ùer Idee des stochastischen Grenzwerts 
unzweifelhaft Herrn F. P. OANl'ELLI zukommt, darf ich doch glauben, 
dass meine ReslIltate keinesfalls vollstandig durch diejenigen seiner 
Untersuchung'en gedeckt werden. 

1m ersten Rapitel werden die Begrifre del' stocbasti schen A syrnp
tote und des stochastischeu Grenzwerts eingefiihrt und del' Versuch 
gemacht ihre Beziehungen zu dern sogenannten «Gesetz der grossen 
Zahlen» einigermassen klar z u legen. Das zweite Rapitel (liber ma
thernatische Erwartungen) wird dern mathematischen Hilfsapparat 
gewidmet. Das dritte bis flinfte KapHel enthalteu eine Reihe von 
Satzen liber stochastische Asymptoten und GI'enzwerte. 

Die Darstellung wurde ganz elementar gehaIten, und schon del' 
Umstand, dass es mit so einfachen Hilfsmitteln moglich war, einige 
zum Teil ganz nene Ergebnisse zn erhalten, scheint· mir del' sellIa
gendste Beweis zu sein, dass wir uns hier wirklich anf einem noch 
wenig bebauten Gebiete befinden. Vielleicht wircl auch mancher Leser 
mit clem Verfasser diesel' Zeilen den Uedanken teilen, dass dadurch 
auch eine alI gemei nere Einsicht bekraftigt wird, namlich di~jenige, 

dass del' Narne kein blosser Schall ist und dass ein namenloses 
Wesen sich keine r normalen .wxistenz erfreuen kann (1 ). 

Erstes I{apitel. 

Die stochastische ASy'J1tptote 1J;nd «das Gesetz der grossen Zahlen ». 

1. - Fangen wir mit del' Einfiihrung einiger Bezeichnungen 
ano Es sei <He Wahrscheinlichkeit del' Erflillung einer Bedingung A 

mit P ~A~ bezeichnet ~2). Dann setze man: 

mat. e natur., voI, XXVI 10 sem., 1917; (4) SltLla p)~obabiLità come limite dena 1"e

quenza (ibid.); (5) 8una o8cilLazione delle freqnenze intorno alta probabilità, «Metron », 

vol. III, n. 2, 1923. Von diesen Schriften, auf die ich durch frenndliche Mit
teilung von Prof. AL. A, 'l'SCIIuPRowaufmerksam gemacht wurde, konnte ich bis 
jetzt in die erste noch nicht Einblick bekommell. 

(1) Ich benutze diese Gelegenheit nm llleinen herzlichstell Dank Herrn Prof. 
Al, A. TSCHUPROW auszusprechell, del' die Freundlichkeit hatte, im Sommer 1923 die 
erste Skitze dieser Arbeit zlllesen und nachher in einem privaten Briefwechsel 
eine Reihe kritischer Bemerkungen ZII machen, die sich fiiI' Illich vom grossten 
Werte erwieseu haben. Al. A. TSCHUPROW'S Berufung in einigen seiner letzten 
Schriften auf meine nngedruckte Arbeit: «Ueher die notwendigen und hinrei
chendeu Bedingnngen del' Existenz del' BERNOULLI'schell Asymptote, bzw., des 
BERNOULLI'schen Grenzwertes» bezieht sich auf die obengenannte erste Redaktion 
diesel' Arbeit. 

(2) W. RO.MANOWSKY, op. cito, p. 26. 
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(1) und 

Geniigt eine reele Grosse (x) irgend einer von diesen acht BAdin
gungen: a, < x < !i, a < x <b, u. s. f., so sagen wir, dass ihr \Vert 
dem entsprechenden lntervall gehort. Die allgemeine Bezeichnung 
eines Illtervalls sei Ja!' Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass;:c einen 
zu Ja! gelJorenden Wert annehme, sei die Wahl'scheiulichkeit des 

lnter'valls .fa! genannt und mit P ~ J x ~ bezeiehnet. Einzellle \Verte 
lassen sich aueh unter den Intervallsbegriff subsumieren, da die 
Bedingung: x == a der Bedingnng: a < x <a gleichkommt. 

Wird jedem Intervall einer Grosse (x) die ihm zukommeIlde 
Wahl'scbeinlichkeit zugeordIlet, so nenIle ieh die in solcher Weise 
geordnete Menge der Wahrscheinlichkeitswerte die Wahrsche/:nlich· 
keitsvertéilung von x, kurz, die lV.- V. von x, oder eIliptisch die Ver
teilung schlechthin und bezeichne sie mit Px (1). Eine Grosse, die 
eine bestimmte W.-V. hat, nenne ich die zllfiillige Va1'Ì(tble (2). Alle 
Werte, die sie annehmen kalln, sind ih1'e moylichen Werte. Die 
Wahrscheinlichkeit jedes unmoglichen Wertes, Bzw., Intervalls ist 
gleich Null (3). 

(1) Eiu SeiteniìtUl'k zu ùer W.- V, bild~t die Verteilung von empirischen 

Haungkeitiìwerteu (knrz H.- V.). Unter ùer VerteìlulIg shlechtbin (nicht in ellipti

seller Redeweise) kann man also lediglich das mathematisch for1l1alisierte Gebilde 

verstehell, das dllrelt ~eine l'eill fOl'mellen del' W.- V. ebenso wie del' H,- V. 
gemeinsamen Eigellschaften de:fioiert wird, VergL GJWRG POLYA, Uebe1' den zentraleu 

G,'enzwel'tsatz del' Walwscheinlichkeitsl'echltlmg und das Montentenpl'oblent. «Math. 

Zeitschr. », ~d. 8, Heft 3-4, 1920, p. 173. 
(2) Dieser Terminlls findet sieh Zllel'st, m. W., bei P. A. NEKRASSOW, Neue 

G.rundlagen.del' Leh1'e von Wah1'scheinlichkeiten dM' Sntnrnen und del' Durohschnittswel'te 

«Matematitscltesky Zbornik », 'rom XXI-XXII, Moskan, 1901, p. 9 (l'ussisch). 

Abel' zum Grundpfeiler .. aller Begriff~konstrnktionell del' theoretisehen ~tatistik 

wurde diesel' Begriff erst vou Prof. A. A. 'rSCHUPROW erlto ben. 

(3) Bekanntlich gilt. da,I'! Entgegengesetzte nicht: aio moglicher Wert kalln die 

Wahl'scheinlicl1keit O haben. Das gleiche gilt anelI von del' Wahl'scheilllichkeit 1. 

Anf diese und ahnliche snbtile Fragen kann ieh hier uicht eingehen. Siehe S. N. 

BERNSTEIN, Vers/leh einer axiontatischen Beg1'iindung del' Waltrscheinliohkeitstheo1'ie, 
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Zerlegt man ein Intervall in Teilintervalle, von denen jede zwei 
keinen Wert gemei n haben, so ist nach einem Grundsatze del' 
Wahrscheinlichkeitsrechnang die Summe del' Wahrscheinlichkeiten 
alleI' Teilintervalle gleich del' Wahrsoheinlichkeit des ganzen Inter
valls. Darum wird es stets moglioh sein ein solches Teilsystem von J n· 
tervallen zu bilden, dasa, erstens, die darin eingehenden Intervalle den 
Werten der gegebenen zufalligen Variablen eineindeutig zugeordnet, 
und, zweitens, die Wahrsoheinliohkeiten iibriger Intervalle durch die 
WahrscheinlilJhkeiten del' Intervalle des Systerns in eindeutiger Weise 
bestimmt werden. Die WahrscheinlÌchkeit einea zum System gehorigen 
Iutervalla wird dabei eine eindeutige Funktion desWertea del' zu
falligen Variablen sein. Ioh nenne sie die VC}·teil~tngsf~(,nktion de')" 

Wahrscheinlichkeiten, oder elliptisch die Vel'teilungsfanktion schlecht· 
hin. Jede zufallige Variable hat eine und zwar h~diglich eine be
stimmte Verteilung; doch was die Verteilungsfunktionen anbelangt, 
die zu ihr gehoren, so gibt es del'en eine uneudliche Menge; jede von 
ihnen ist alle n andel'en aq ai valent und kann, den Besonderheiten 
einea Falls entspreohend, ala Untersuchungsgrundlage gewahlt werden. 

Es gibt verschiede Typen der Verteilungsfunktionen. Der erste 
kann duroh die Funktion 

(XI 

P tx) == TY (x) 
-00 

reprasentiert wel'den. Sie ist monoton, ancI zwar Ilioht abnehmend, 
von rechts stetig und im ganzen Gebiet del' l'eelen Wel'te von --- éX 

bis + co definiert; es gilt fiir sie: lim, lV(x) == o und l,:m W (x) == 1. 
x -+ -- ex; x -+ +- ex; 

J edwede Verteilang: stetige, ebenso wie unstetige wird durch sie 
00 

eindeutig bestimmt. Ahnliches gilt fiir die Fanktion P (x) und noch 
(XI 

fiir einige andere Modalitaten desselben Typus. Zar Darstellang del' 
Verteilungen, bei denen die Menge moglicher vVerte endlich, oder 
unendlich abzahlba,r ist, kanu noch die Verteilungsfunktion des zweiten 
Typus dienen: 

l' == ìl' (X) , 
X 

wo rnit Px die Wa,hrscheinlichkeit P {x == a~ bezeichnet wird. Fiir 

Mitteilungen der «Matlt. Gesellschaft zu Charkow»; Charko w, 1917, (russisch), 
p. 239 ff. CH. LAGRANGI<i, Etude du p,·incipe de la liTnite, « Bull. de l'Acad. roy. 
ùe Belgique }), élasse des sciences, 1l.08 9-10, Bruxelles, 1901. 



unmogliclle Werte der zllfalligen Variahlen ist sie gleioh 0, fiir die 
mogliehen Werte; Xi ' m2 , ••• (bzw. , ..... X ,x ,xo ' mi , x 2 , ••••• ) 

-2 -1 

gibt sie deren Wahrseheinlichkeiten: P i , P2 , ••• (bzw. , .... p ,p , 
-2 -1 

Po , PI , P2 , ....• ). Sie kann aneh in der Form eines 8ehemas, z. B.: 

~ XI' X 2 , 

filI, 1'2' 

gesehrieben werden (l )-

•• Xi, •• ( 

l'i , . ~ 

Rine zufallige Variable (m) unti eine ullabhangige Variable (q») 

konnen sieh manehmal in einem besonderen Verhaltllisse befinden) 
das d~u'in besteht, dass jedem Werte der letzteren eine bestimmfe 
Wahrseheillliehkeitsverteilung der ersteren eindeutig zugeordnet 
wird. So entspricht jeder Versuehsnummer in einer Versuchsserie eine 
bestimmte W.- V., die je naeh der Anordnnng entweder bei allen 
Versuehen eine und diesel be oder, von Versueh zu Versueh, aueb 
eine andere sein kann. Dieser Sachverbalt Iasst si eh aueh so aus
driieken, dass die W.- V. einer zufaHigen Varia,ble (x) eine Funktion 
eineJ." unabhangigen Vadablen (cp) ist, oder noch kiirzer, dass X mit 
~ stocha,stisch ve1"òunden ist. Wird dabei die n .-V. von X bei allen 
Werten von cp eine npd diesel be sein, so sagell wir, dass x von ep 
stochastisch 'ltnauhangig 'ist, im entgegengesetzten Falle abeI', dass x 
von ~ stochastisch abhiingt (2). 

Was die Natur der unabhangigen Variabie betrifft, so ist es fiir 
obige Feststellungen ganzlieh gleichgliltig, ob sie eine zufallige, oder 
eine niehtznfàllige ist. Nur so viei sei gesagt, dass, wenn es eine 

(l) Iu obigen Definitìonen dieses Paragraphell wird der Versuch gemacht 

einige Kons{,rnktionen von R. v. Mises mit den Begriffsbestimmullgen von Al. A. 

TSCHUPROW in organieche Verbindullg zu bringen. Von einer Auseinandersetznng 

Uber verscbiedene Divergellzpunkte illuse ich hier aua Raumriicksichten absehen. 

Einiges. betreffen(l lDeiner Ablehnung des R. v. MISEs'schen Wabrscheinlichkeits

begrifts siehe Ilntell 9 4. VergI. AL. A. 'l'SCHUPROW:, ZIU' Theorie dM' Stabilitat 

statistischer Reih'en (<< Skandinavisk' Aktllarietidskrift », 19l8, p. 2021; Ueber die 

KorrylatiQn8jliiche deral'ithmetisclten Dltt'chschnitte (<< Metron », VoI. 1, n. 4, 1921, 
p. 41); Grnndbeg1'iffe, und Grundproblerne del' Korrelationstheorie «\ N ordisk statisti8k 

Tidskrift», Bd. 3, H. 2-31 1924, p. 183 fi.). R. V. MISES: Fundarnentalsiitze del' 

WalwscheinlichkeitBrechnung (<< Math. Zeitschr.», Bd. 4, H. 1-2., 1919, p. 70 ff.; 

Gt'undlagen del' Wahrscheinlichkeitsrecltnnng, (<< J\latII. Zeitschr.", Bd. 5, H. 1-2, 1919, 
p. 52 ff., 66 ff., passim). .. 

(2) Vergl. AL. A. TSCHUPROW, Grnndbegriffe und Grnndprobleme dM' KO/'l'elations

theol'ie (loc. cit., p. 188 ff., 198). 
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zufallige Variable ist, die die RoBe einer nnabhangigen spielt, so 
bleibt ihr Charakter als einer zufalligen bei del' Beurteilung obiger 
Verhaltnisse in erster Linie ganz oh ne Belang, da ihre Werte dabei 
lediglich als bestimmt vorgegebene, nicht aber als wahrscheinliche, 
in Betracht kommen. Fiir die Zwecke diesel' Arbeit ist es nicht notig 
in weitere Problematik stochastischer Zusammenhangs-bzw. Abhan
gigkeitsverha,ltnisse einzugehen. 

2. - Gehen wir nnn zur Definition der Begriffe del' stochastischen 
Àsymptote und des stochastischen Grenzwerts iiber. 

Es sei {1) eine zufa,llige Variable, die mit einer unabhallgigen Va
riablen (P stochastisch verbunden ist, und . es sei v == f «p) eine 
eindeutige Funktion derselben. Wir wollell bei verschiedenen Werten 
von cp die Wahrscheinlichkeit betrachteu, dass {1) die Werte annehme, 
deren Abweichungen von v, ihren absoluten Grossen nach, eine 
beliebige positive Grosse E nicht iibertreffen. Es sei: <p t , Cf:! , ••• CPi , ••• 
eine unbegrenzte Folge von Cf - Werten und 

(e) (E) (E) 

P I 3': -- L"l I ,P I X ---li 2 i , . . . p l X ~ Vi I , . . . 
(o) (o) (o) 

die ihr entsprechende unbegrenzte Folge von Wahrscheinlichkeiten. 
Wenn bei beliebig kleinen 'Verten s und 11 es ein CPi gibt, so dass 
bei allen weiteren epk (k > i) clie Uugleichung 

( El 

1 -- I) I x - l' i < 11 
(o) 

gilt, so Iasst sich sagen, Jass, bei jedem gegehellen beliebig kleinen 
positiven E, 

(2) ..... 
(e) 

lim P I X 

Cf! I , Cf!~ , • •• (o) 

v I =:: 1 

ist. Die Grosse v:=.l Ccp) , die diesen Bedingungen geniigt, nenne ich 
die stochastische oder die Bernonlli'sche Asymptote der zufalligen Va
riable {1) fiir die gegebene Fo]ge: 'fii' (P2"" und schreibe 

(3) ..... aSE (x) == v , (q)! , CP2 , ••• ), 

wo dus symbol aSB eine Verkiirzung von «asymptota Bernoulliana » 
ist, die Bezeichnung aber del' unbegrenzten Folge: cP l' ep2"" in 
entsprechenden Fallen auch durch Symbole cp -)'00, bzw., Cf -+CPo 
ersetzt, oder, wenn kein Missverstandniss zu befiirchten ist, auch 
ganzIich weggelassen werden kann. 
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Bd v~= (((V) = c (on.~t.), so fienne icll die entsprechende stochas~ 
tische Asymptote fIen stochastisohen oder den BernoulUsohen Gt·e1".~wert 
und sehl'eibe 

(4) lim (x):::~= C , 

cri , ep2 , .•• B 

wo das Symbol lim die A bkiirzung von « limes Bernoullianlls » ist (1). 
B 

Denselbeu Sach verhalt kann man auch so ausdrlicken, dasa eine 
zllfallige Variable x gegen f(ffJ), bzw., c stochastisch (oder «'modo 
BernolLlliano ») konvergiere, was sich sym bolisch mit 

(5) ..... 

bzw., mit 

(5)' ..... 

x·-+ f(ep) , (rpi' ('P2 , ••• ), 
(B) 

x'-* c , (ffJi, ffJ2J"') 
(B) 

schreiben Iasst. Von del' zufalligen Variablen, die eine stochastische 
Asymptote, bzw. einen stochastisohen Grenzwert hat, kann gesagt 
werden, dass sie stocha~tisch kon1..'ergent ist. 

Es ware ein Leicutes alle diese Begriffe auch auf mehrdimensio
nelle zllfallige Grossen auszudehnen, doch sei dies bis zu einer wei
terenStelle allfgeschoben (siehe unten Rap. IV, § 18). 

In UIlseren Definitionen erkennt man leicht die formelle Erwei· 
terung eines seit J. BERNOULLI'8 Zeiten wohlbekannteu, obschon na· 
menlos gebliebenen, Begriffs. Dass das Verdienst des genialen For
schers nicht lediglich darin bestand, dass ef fiir seinen beriihmten 
Satz einen strengell Beweis eL'brachte, sondern, nicht im geringel'en 
Masse, auch in del' richtigen Auffassung del' ganzen Sachlage und 
im Auffinden del' ganzen stodlastischen Struktur des entsprechenden 
Verhaltnisses, - das kann, m. E., nicht bestritten werden; man lese 

~ Ilur die bekannten Ausfiihrungeu nach, mit denen del' Verfasser den 
'Beweis seines Satzes eingeleitet hat (2). 80 ist es, glaube ich, eine 
8.ache del' geschichtlichen Gerechtigkeit J. BgRNOULLI'S Urheberrechte 

(1) Dem Vorsch-lage F. P. CANTELLI'S den gewohnlichen Grellzwert mit dem 

Simbol «lini», den stochastischen dagegell mit dem Symbol « Lim» zn bezeichllell 
kann ich nicht beistimmen, da der ullterschiedslose Gebranch beider Bezeichllungeu 

zum festgewurzelten Brauch gewordell ist, so dass ihre Differenziernug wohl kaum 

die Chaucen hat, sich Zll behaupten, UlUSO weniger da ihre gruphische Eigenart 
in keiner Beziehung Zll de~ zuunterscheideullell Begriffen ste11t. 

(2) JACOBI BERNOULLI, Als conjectanili, Basileae, 1713, p. 225·226 (Die Ueber· 
Betzun~ siehe in OSTWALb's «Klas'siker der exaktell Wissenschafteu », N° 108, Lpz., 
1899, p. 90-92). 
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nicht lediglich auf das seineu N amen tragende Theorem, sondern 
auch auf, das ihr zu Grande liegende stochastische Verhaltniss an
zuerkennen und durch die Gestaltung del' entsprechen(lell Symbole 
festzuhalten (1 ). 

3. - Bei unsere l' Formulierullg des Begriffs del' stochastischen 
Asymptote ist eine Reihe von Momenten des ursprungliellell Begrift's 
durch den Erweiterrmgs-und Formalisiernngsprozess betrofl'en worden. 

(1). Allstatt von der Hanfigkeit, wie bei J. BERNOULLL selbst, mIeI' 
vom arithmetischen DurchscllIlitt, wie bei meisten VeralIgemeine· 
rungen seines Satzes, 8011 man von einer zufalligen Variablen liber
haupt sprechen. Das ist aber eigentlich keine Neuerung, da in del' 
betreffenden l~iteratur bekanntlich schon manchmal die Frage von 
dem stochastischen Grenzwert verschiedeller Funktiol1en zufalliger 
Variablen erortert worden ist, <iie selbst zufallige Variablen, doch 
keine arithmetischen Durchscbnittswerte sind. So 1St del' empirisehe 
Korl'elationskoeffizient, del' empirischen Mittelfehler, del' Divergenzkoef
fizient und mehrere andere Gl'ossea keine Durchschnitt,swerte, doc11 
haben sie meistens ihre stocbastischen Grenzwerte, gegen welche sie 
mit unbegrenzt wachsender VersuchszahI «modo Bernoul1iano » con
vergieren. 

(2). Dass in die allgemeine .Definition des stochastischen Grenz
werts del' Begriff del' mathematischen Erwartung llicbt eingeschlossen 

(1) Eine VOli del' ooen besprochenell verschiodene stochastische Rolation findet 

sich bei G. BOHL:\'IANS, FOl'mnUe}'ung nnd Begl'iindullg zweiel' [fitf.siitze del' '/')~athernatil!Chen 
Stati8tik, «Mat,h. Annalen », Bd, 74, 191:-~, p. 345, 386, pas8i1n. Detiniert man, wia 
gewohnlich, <Iie Aequivalellz zwei(~r GroHsen mit,t,elst del' Gleichung 

. i x I 
~7n~ \-f( (= 1 , ('Pl , cp." ' •• ) , 

( ep)) -

80 kann die von G. BOHL:VIASS allgowandte Relatiou durch ùie Gleichuug 

~hn ~_x_, (= 1 , (q)! '(Pz' .•. ) 
B' f((l) ~ 

defilliert nnd die 8tocha8tische Aeqldvatenz geuannt werdell. Nach Analogie mit del' 
gewohulicheu Bezeichllllng Hisst sie sich dUI'ch das Symbol 

x cv f(ep) , ((P I '(P:l" .. ) 
{Bl 

wiedergeben. Die Uutersllchnug dieses Verhiiltllisses schliesse ich ans weiteren 
Darlegnngen ausi nnr so vie l sei gesagt, ùass es dem Umfange nach mit dem 
st.ochast,ischen Asymptot,en verhiiltllisH keillesfalIs zusammenfallt. So ist, z, B., bei 

Voraussetzungen des Bel'nolllli'schen Satzes dia Ereigniszahl (n~) ihrer mathema

tischen Erwart.ung. (n p) Htochast.isch ii.q uivalent, doch ste!lt np bekanntlich keinell 

stochastischen Grellzwert von 1/t dar. 
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werden darf, versteht sich von selbst. Denn nicht zum begriffsmassigen 
Gefitgè diesel' Konstruktionen, sondern zum theoretischen Inhalt del' 
IJehre VOll stochast,ischen Grenzwerten gehort das Entscheiden del' 
Fl'age, welche Grossen es sind, die in diesel' Rolle fungieren miissen, 
bzw., ob im Falle des Bestandes eines stoCh:lstischen Gl'enzwertes 
diesel' letztere mit del' betl'effenden mathematischen Erwartung wirklich 
stets zusammenfallen miisse. Wil' werden sehen, dass dies keineswegs 
immer del' Fall ist. 

(3). 1m Begriff des stochastischen Grenzwerts, bzw., del' stocha· 
stischen Asymptote so11 seine Beziehung zu einer unabhangigen Va· 
riablen iiberhaupt, nicht aber lediglich zu einer Versuchszahl ausge
druckt wel'den. Denn es ist dieselbe formelle Relation, die eine zu
fal1ige Variable sowohl mit einer VersllchszahI, wie mit mancher 
~"nderen Grosse, 80 mit einer Entfernung im Raum oder Zeit, mit 
einel' Wahrscheinlichkeit u. s. f. verbinden kann. Es lassen sich, 
z. B., stocbastisch-physikalische VOl'aussetzungen aufstellen, bei 
welcben die mathematische Erwartllng del' Dichtigkeit del' Materie 
eine stetig abIiehmende Funktion del' Entfernung von einem Punkte 
im Raum ware. Die Dichtigkeit selbst wurde dann eine zutallige Va· 
riable sein, die mit unbegrenzt wachsender Entfel'nung sich lediglich 
im stochastischen Sinne dem Grenzwert O nahern musste. Bctrachten 
wir noch cin Beispiel. Nimmt die Wahl'scheinlichkeit des Eintreffens 
eines Ereignisses bei jedem einzelnen Versnch unbegrenzt zu, so wird 
bei jeder konstanten Vel'suchszahl C'n) diese letztere ein stochastischer 
Grenzwert del' Ereigniszahl (m) sein, oder in Symbolen: lim'B(m) == n. 

p--+l 

Erreicht p niemals seinen Grenzwert, so darf diese Gleichung nie 
dUl'ch eine schlichte: m == n ersetzt werden. 

(4). Dieses Beispiel illustriert noch einen weiteren Umstand, den 
namlich 1 dàSS eine unabbangige Variable nicht nur ins Uneudliche 
wachsen, sondern auch in einer anderen Weise eine unbegrenzte Folge 
von Werten durchlaufen kann. 

(5). Nun del' letzte Pllnkt, Dass wir uns, mit dero Begriff eines 
Grenzwerts nicht begniigen' konneu

j 
sondern die Annaberung an eine 

va:r;.iable Grosse als einen allgemeineren Fall betrachten mussen, liegt 
ebenfalls in del' Sache seJbst wesenhaft begrundet. Um auch diese 
Idee an eìnem Beispiel klar zu machen, wollen wir annehmen, dass 
<tn einer unbegrenzten ,Reihe von stochastisch unabhangigen Varia
blen: x t , x 2 , ••• xn , ••• .. eine unbegrenzte Reihe von Vel'suchen ge
macht wird: del' erste an dei' ersten, del' zweite an del' zweiten Va
riablen u. s. f., die uns del' Reihe nach empirische Werte: x/, 
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X
2

' , ••• Xn' , ••. geben. Bezeichnet man die rnathematische Erwartung 
mit dem Symbol E, und setzt man 

(6) .... 

so hat man bekanntlich: 

(7) .... 

(8) .... 

1 n 
.E X(n) == -- .:E E Xi , 

n i=l 

~2 (n) == E (X(n) - E X(n»)2 == -- -- .:E ~L2 \. 
1 Il n (i») 

n ']l, i=l \ 

Haben nun alle Streuungen (~.t2(l), r.t z(2), ••• ~2(n), • •• ) eine feste obere 
Grenze, so geht die Streuung des arithmetischen Durchschllitts (f,l,2(n) 

mit unbegrenzt wachsender Versuchszahl gegén den Grenzwert 0, 
woher bekanntlich der Schluss folgt, dass bei jedem beliebig kleinen 
positiven E 

(E) 
lirn P I X(n) - E X(n) I == 1 

n-+oo (o) 

ist (1). Man erkennt leicht, dass dieses Resultat in unserer Schreib
weise auch mit 

(9) ..... lim (:.rtn) - E x(n») == O 
n-+oo B 

bezeichnet werden kann, sowie auch, dass der Satz ganz unabhangig 
davon gilt, ob die Grosse 

1 n 
E x(n) == -~ .:E E Xi 

n i=l 

bei unbegrenzt wachsendem n einen Grenzwert hat oder nicht. 
Nimmt man, z. B., aus del' grossen «Urne der Natur» (2) stets 
grossere dafiir a,ber meistens heterogenere Stichproben, so wird man 
oft auf derartige Erfahrungen stossen. Will man also die Relation 
von x(n) zu E x(n) direkt ausdriicken, so ist man unvermeidlich auf 
den stochastischen Asymptotenbegriff angewiesen. Die Formel (9) 
gibt dànn ganz allgemein 

(lO) . . . . aSB (x(n») == E x(n) • 
n -+ eXJ 

(1) A. A. MARKOW, WahrscheinUchkeits1"echnung, 4 Anfl., 1924, p. 116-118 (russisch). 
(2) Nach dem trefflichen Ausdruck VO!l C. STUMPF, Ueber den Begriff dm' 'lI~a

the'lltatischen Wah1"BclteinUchkeit, Sitz'ungsberichte de,. philos. philol. u. hist. Classe der k. b. 

« Akademie der Wissenschaften zu Mi.inchell», 1892, Heft I, p. 111. 
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Hat nnn E x(n) einen GrenzweI't, so ist dann und lediglich dann 

lim B (;:r(n)~-= Ilm _E x(n) 
n~oo n~(Xl 

und nui' in dem Fall, wo E XCII) eine Konstante ist, kann schlicht 

UmB (x(n») == E x(n) 
n~ (Xl 

geschrieben werden. 
Diese EI'gebnisse sind anch aut' die IHiufigkeit des Eintreffens 

irgelld eines Ereignisses A in einer Reihe nnabhangiger Versuche 
anzuwenden. Man verstehe nni' unter 1; \i) clie Ereigniszahl bei dem 
i-ten Versueh, mit moglichen WeI'ten 1, wenn A eintrifft, O, wenn 
es 3usbleibt, und entsprechenden Wa,hI'scheinlichkeiten 11(i) und Pi • 

Dann geht del' aritbmetiscbe Durchscbnitt x~n) in die Haufigkeit 
m/n und seine matbematiscbe Erwartung in clie Durchschnittswahr-

1 
scheinlichkeit Pln) == --- Cp! -t- }J2 + ... + pn) libero Da die Streu-

. n 

nngen von Xl' x:z,... ([lI qp P 2 Q2' ••• ) eine feste obere Grenze 
. haben (1/4) die zufalligen Variablen selbst aber voraussetzungsgemass 
unàbhangig sind. so hat man del' Formel (9) zufolge: 

(] 1) .... hm B -' ---]J =:= O (m) 
n~>- x n (n) 

und 

(12) .... ((8n -- == }l(n) (Il. ( 'Hl) 
n-7X ,1/ 

Man erkennt leicbt in (9) und (lO), bzw. (11) und (12) die 
bekanntell Satze von POISSON liber aritbmetiscbe DurcbschniUe, bzw. 
"Durcbschnittswahrscheinlicbkeiten bei unabbangigen Versuchen, die 
an beliebig wechselnden zufaUigen Variablen, bzw", Wahrscbeinlich
keiten angestellt werden, nUf dass sie von ihm in ganz anderer 
Weise bewiesen wurden (2). Bleiben wir qer Ktirze halber beim 
Satz (12), so 'ftnden wir, dass man cIen Sinn und die Tragweite dieses 
hochst alIgemeinen Satzes, del' uur von MARKOFF'S Untersuchungen 

(1) A. A. MARKOFF, op. cit., p. 98-101. 
(2) S. D. POISSON, Recherches SlW la p1'obabilité des juge1nents, Paris, 1837, p. 246-

254, 254-272. «Considérolls U1J,fl séri.e de ~t ou 1n + n épreu ves successives, pendallt 

laqnelle les challlles des ~lel1x événements contraires E et F variellt d'une manière 

quelcouque» (p. 2-16). «Soit mainteuant .A une chose quelcouque, susceptible de 

plnsienrs valeurs positives ou négatives ... Non seulement, à chaqne éprenve qua 
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iiber stochastisch zusammenhangende Grossen (1) liberholt wurde, 
verkennt, wenn man die Leistung POISSON'S als eine den ,Fall einer 
konstantzusammengesetzten Wabrscbeinlichkeit betre.ffendeauslegt(2). 
'ViU man fiir diesen Fall einen besonderen Namen habeu, so kanu 
es der Fall der beliebig ZUSa1J1menge,'Ietzten Wahrsoheinliohkeit heissen. 
Wir haben gesehen) dass der zur angemessenen Formulierung <ler hier 

1'011 fera POUl' det.erminer A, toutes Ies valeurs possibles seront inégalement pro

bables, mais on snpposera, pour plns de généralité, qne la ohance d'une meme 

valeur varie d'une épreuve à une autre» (p. 254). Diese Festset-zullgen sind im 

weiterell Verlaufe del' Beweisgange durch keine restriktive Voraussetzungen 

riickgangig gemacbt worden, und so baben die bewiesenen Siitze (p. 254, p. 271-272) 

genau den SiIm, del' durch umere Formeln (11) und (12), bzw., (9) und (10) 

ausgetlriickt wird. 

(l) In einer Reihe von Abbandlllngen, derell el'ste: A. A. MARKOFF, E1'weite1''lLng 

des Gesetzes der grossen Zahlen attj t'on eirwndtr abhiingige G1'ossen in « Mitt. d. Phys. 

Matb. Ges.» zu Rasan (1907, SeI'. 2, XV, N. 4, rnssisch) erschien. Sielle aueh 

seine Wahl'scheilllichkeitsrechnung, 4-te po~t,hume, VOIll Verfasser urugeal'beitete 

und erweiterte Ausgabe ] 924 (russisch), p. 121 ff. Vergl. AI,. A. THCHUPIWW Znr 

Theorie del' Stabilitiit statist,iscber Heiben, Erste Abhandlnng, Ueber den l'ltittleren 

Fehler des Durchschnittes von gegenseitig llicbt uwtbhallgigen « Grossen. Skaudi

navisk Aktnarietidskl'ift», 1919 . .AL. A. TSCHCPRcnv, 011 tlte matltematical expectotion 
oj the rnornents oj jrequency dist1'ibutio1/8 in tlle ca8e oj correl(tted ob8ert'ations. 

«Metroll », VoI. II, N. 3-4, 1923, p. 19. M. WATANABE, Extensions oj theo1'erns oJ Bel'-

1touUi, Poisson and lchebychejf, «The T()hoku Mathelllatieai JOIll'1lal» VoI. 12, No~. 

1-2, 1917. 

(2) L. V. BORTKIEWIC7, K1"itische Betrachtungen zur theo1'etisclten Statistik, Erster 

Artikel, « J alll'b. f. N at. Oekon. u. Stato 3 Folge », 8 Bd. 1894, p. 652; Die Ht~

mtionell, p. 53 ff. In dernselben Sinne inteJ'pretiert IdeI' Prof. L. V. BORTKIEWICZ 

auch die MARKOFF'sche Urnformung des POJSsoN'schen Satzes, wo wegen del' durch

sichtigen Gedrangt.heit del' Ableitung das Missverstltndniss besonders klar anf

tritt: «Was MARKOFF anlangt, so stellt er, wie die anderen, den Sachverhalt fiiI

schlich so dar, als ob POISSO~ mit dem Ansdrnck» Gesetz del' grosse n Zahleu den 

Hilfsatz, betreffend die konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, gemeint 

hatte» (p. 53). UllS interessiert hier IedigIich, dasa in obigen Worten unzweifelhaft 

die Ableitung des Satzes: 

lim B (~; - _~L+ .p~-=~ ·_=-_·-.:.-t~_ ) = O 

gemeillt winl, die i m ~ 15 del' 3 Anflage del' WahI'scbeinliohkeitsreobnnng» von 

A. A. MARKOFF enthaIten ist,. Die klaren DnrIegnngen MARKOF'F'S (p. 71-72) lassell 

aber keiuen Zweifel dal'iiber bestellell, claSA hier in die Reihe der Wahrscheinlich

keiten: Pu Pz'" • ganz beliebigelWerte eingehell, keinesfalls,dass es bestimmte Werte 
iu jeststeheuden Proportionen siud (verg. Die Iterationen pago 55). Dia Auffassnng des 

MARKOFF'sehen Satzcs, als eines, del' «die konstantzusammengesetzte \VahI'schein

lichkeit» betrifft,· is"t daI'llm llnzllHissig. Diesel' Satz fallt aber mit dem entspre

chenden Satze POISSON'S (Rechet'ches, p. 246-254) zusammen. 
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obwaltenden Sachverhaltes notige Begriff der stochastischen Asym
ptote schon von dem beriihmten Verfasser von « Recherches », obschon 
lloch implicite und ohne bewusste Hervorhebung, gebraucht wurde. 
Dass es dabei nicht zu seiner spraehIichen Formulierung gekommen 
ist, andert nichts an der Sache. Desto notwendiger is't es jetzt das 
Versaumte nacbzuholen. 

4. - Es klafft zwischen dem gewohnlichen llnd dem stochastischen 
Grenzwertbegriffen eine wahre logiche Kluft, die ohne den Wahr
scheinlichkeitsbegriff nicht iiberbriickbar isto Die ungliickIiche Idee, 
die Wabrscheinlichkeit selbst mittelst des gewohnlichen Grenzwerts· 
begriffs aus den Haufigkeiten abzuleiten, ist darum vom Grund aus 
verkehrt und undurchfiihrbaro Um dies am deutlichsten einzusehen, 
wollen wil' von der scharfsinnigen Frage ausgehen, mit welcher F. P. 
CAN'l'lJJLLI eine seiner interessante n Studien eingeleitet hat (1), uml 
zwar: Ist die ldee de't Walwschdnliehkeit als eincs G'tenzwc'tts iler 
Hiinfigkcit mit den Gnmdsiitzen de't" Wahr8cheinlichlceit81"echn~~ng ver

ein&ar ? 
. Es sei eine unbegrenzt fortsetzbare Reihe unabhangiger Versuche 

gegeben', und es sei p die konstante Wahrseheilllichkeit cines El" 
einisses bei jedem einzelnen Versuch. Die Ereigniszahl in n Versuchen 
sei mit rn und die entsprechende Haufigkeit mit m/n bezeichnet. Diese 
VoraussetzlÌngen sind die des BERNour~LI'scheu Theorems, das nun in 
unserer Schreibweise dUl'ch die Gleichullg 

(13) .... (
']}l) l'imB - == p 

n-+oo 1/ 

ausgedL'iickt wird. Es fragt sich, ob die Relatioll 

(14). o o • l . (m) '1m - ==p 
n-+oo n 

mit der ersteren vereinbar ist. Was bedeutet aber die Idee des 
Gre'nzwerts' Es ist klar: wenn die zweJte Gleichung mit Recht 
bestiinde, so konnte mano' bei jedem vorgegebenen beliebig kleinen E 

eine VersuchszahI no auswahlen, so gross, dass bei jedem n > no die 
Differenz 

sein miissteo Und dies ·istes eben, was mit den Voraussetzungen 

(1) F, P. CANTELLI, SuLla probabilità con~e lillbite deUa frequenza. 100. cit., p. 40. 
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der Aufgabe unvereinbar ist. In der Tat, es wiirde bedeuten, dass 
bei n> n,o (He Wahrscheinlichkeit 

pj I-'H-- - p I ~ €~ = 1 

und die Wahrscheinlicbkeit 

I~\I~-]JI>EI==o I n I ) 

sein miisste, was bekanntlich bei keinem endlicltell n del' Fall ist. 
Sind also die einzelnen Versuche VOll einander unabhangig, so ist 
die Gleiehung (14) ein Widersinn; besteht die Gleichung (14) mit 
Recht, so konnen die Versuche nicbt nnabhangig sein. Will man 
al so die Wahrschein1ichkeit als einen Grenzwert del' iUi.ufigkeit dar
stellen, so solI man zuel'st die UnmoglichkeH (ler Unabhangigkeit 
der Vel'suche postulierell oder beweisen, und zwar als eine reine à 
priori'sche Unmljglichkeit, was natiirlich wiederum ein Nonsens ist (1). 

Aehnliche Gedanken treten bisweilen in einem Gewand auf, in 
dem man sie nicht so leicht erkennen kann. Es wiirde sich (leshalb 
lohnen die Auffassung des Gesetzes del' grossen Zahlen zu anali8ieren, 
die von Prof. AL. A. T~CHUPROW aufgestellt und auf A. COURNOT'S 

Ansichten zuriickgefiibrt worde~ ist. (2) Dns wesentliche hier gipfelt 
in del' Behauptung, dass die Ableitung des Gesetzes del' grossen 
Zahlen nicht lediglich auf den bekannten Satzen der Wahrscheinlich
keitsrechnung (von BIi;RNOULLI, PurSSON u. s. f.), sondern noch auf 
einem besonderen Lemma sich begriindet, kraft welchem es eigentlich 
erst moglich wird «aus der Welt del' Wahrscheinlichkeiten ob gross, 
oder klein, sich in die Welt der Haufigkeiten hiniiberzutragen » (3). 
Diese Voraussetzung stelI t «die Tatsache des zwiachen kleiner Wahr
scheinlichkeit und Seltenheit obwaltenden Zusammenhanges» fest, 
indem sie behauptet, dass «die Ereignisse, deren Wahrscheinlichkei
ten sehr ~lein sind, sich nicht oft wiederholen werden (4). 

Will man diesen Satz ala einen nomologischen betrachten, so 
kommt man wieder zum Widerspruch mit del' Wahrscheinlichkeits-

(1) J. V. KRIES, Die Pl'incipien dm' Wahl'scheinUchkeitsreohmmg, 1886, p. 18-23. 
L. v. BORTKIEWICZ, WahrscheinLichkeitstheorie und EtfaMung, «Zeitschr. f. Philos, n. 
philos. Kritik», Bd. 121, 1903. p. 82. 

(2) AL. A, TSCHUPROW, Abhand~wngen aus del' Theol'ie der Stati8tik, 2 Anf!. 1910, 
(rnssisch), p. 227 tf. 

(3) Ibid., p. 23@. 
(4) Ibid., p. 230~ 227. 

Metro" - VoI. V. n. 3. 2 
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lehre. Es sei die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses so klein, wie 
ma,n will, in einer Reihe unabhiingiger Verauehe kann es dennoch 
beliebig viele Mal hintereinander auftreten. So ist, z. B., die Wabr
soheinliohkeit, dass im Roulette zehntausend millionen Mal hinterei
nander Rot fallt, nicht die Unmoglichkeit, sondern eine zwar ausserst 
geringe doch von N ulI verschiedene Wahrscheinlichkeit, und bei eÌller 
hinreichend grossen Anzahl von Reihen zu je 10(0 Wlirfen darf das 
relativ so und so haufige A uftreten solcher Reihen, in welchen 
aUe l()IO Male Rot taUt, mit grosster Sicherheit erwartet werden. 
« Auch die minimalste Wahrscheinlichkeit ist von del' Unmoglichkeit 
noch fundamental unterschieden; und diese Kluft konnen wir nicht 
liberbrlicken,. mogen wiI' die Zahlen auch noch so sehr 31nwachsen 
lassen »(1). Nui' so viel ist wahr, dass die Wahrscheinlichkeit daflir, 
dass ein sehr wenig wahrscheinliches Ereigniss hii'ufig auftreten 
wird, eine sehr kIeine Grosse weit hoherer Ordnung ist, aIs die seines 
einmaligen Eintretens. Dass eine solche Auffassung keine A ussage 
Uber Haufigkeiten selbst enthalt, dlirfte, m. E., gerade von dem 
Standpunkt von A. OOUH,NO'l' aus nicht behauptet werden, denn seine 
Ansichten gehen gerade dar~\Uf aus, dass je(le Behauptung liber 
Wahrscheinlichkeiten von Haufigkeitell eine Behauptung liber diese 
letzteren selbst ist (2). Dm das einzu~ehen braucht man sich in keine 
physikalischen, bzw.; ontologischen Spekulationen f:'inzulassen, sondern 
nur den schlichten Sinn del' entsprechenden Slitze del' Wahrschein
lichkeitstheorie sich zur Klarheit zu bringen. Dann sieht man, dass 
bei betreffenden Voraussetzungen (BERNOULLI'schen, POlssoN'schen, 
MAHKOFF'schen) einefast volle Gewisheit besteht, dass « die Ereignisse, 
deren Wahrscheinlichkeiten sehI' klein sind, sich nicht oft wieder
holen werden »_ Streicht man hier das Wortchen «fast », so erhalt 
manidas OOURNoT'sche Lemma, deren Unterschied von dem ersten 
Satze lIicht also in dem Inhalt, sondern lediglich in der Jl10daUtiit de'I' 

(1) J. V. KRIES, op. cit., p. 21. 
(2) «La' probabilité mathe-matique devient alors la mesure de la P088ibilité phy

sjJ:Jne. " L;avantage de celle-ci c'est d'indiquer nettement l'existance d'un rapo 
port, .•. qui subs.iste entre les choses méme: rapport, que la nature maintient et 

que l'observationmani.feste lorsque les épreuves se répètenll assez ». A. COUHNOT, 

Essai sur les fonilerneni8 iles nos connaissances, Nonvelle édition, Paris, 1912, p. 45 

(Sperrdrnck cles. Verfassers). Ueber dell fiir sein gallzes System charakteril!!tischen, 

docll nichts weniger all'l bis ~um Ende gekHirten Begl'iff « d'impossibilité physique» 
(oder «d'impossibilité de fait» L sielle seille Exposition de la théorie de8 chances et 
de8 pl'obabilités Paris, 1843, p. 79-80, 437-438. Vergl. J. V. KRIES, Uebel' ilen Beg1'iff 

elel' objektil'en Moglichkeii, «Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos.», 12 Jahrg., 1888. 
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Behauptung besteht: was diesel' uur mit jl'tst voller Gewissheit be
hauptet, das will das Lemma fitr eine a.bsolut sichel'e Erkenntniss 
ausg-eben. Und das ist hei unsereu Voraussetzullgen sicher falsch. 

Nun zu einer alldereu Interpretationsmoglichkeit. Obiges Lemma 
kann noch als ein idiographischer Satz angesehen werden, aIs eine 
Behauptung iiber die tatsachIiche Struktnr del' Welt, bzw., ihres uns 
umgebenrleu Teiles (1). Es wiirde danu besageu, dass obgleich es 
zwischen allen moglichen Konstellationen del' \Yeltelemente auch 
solche gibt, die uns allerseltsamste Ereignisse vorspielen miissten, 
so dass, z. B., alle Zufallsspiele ",vie vou einer damonischen Kraft 
vermlscht, warme Korper durch kalte erhitzt, Menschengeschicke 
durch Sterne geleitet erscheinen wiiI'den u. s. f., - doch unseI'e\Velt 
ist keine von diesen Ausu!l,hmewelten, sondern eiDe so zu sagen 
orilinare lVelt (2). Man kann diese Voraussetzung fitr eine vielleicht 
wohlbegriiudete halten, doch so viei ist wahr, dass von den Tatsachen 
del' Vergang-euheit des chaotischeu Gescllebens auf seiue ZUkUllft 
kein Licht fiUlt. AIs ein nOlllologischer \YaI' del' Satz falseh, als ein 
idiographischer ist er nutzIos. Ueber die zukiinftigen Geschicke del' 
Welt belehrt er uns nicht, gegen die Moglichkeit eines Sprnnges in 
das Wunderreich del' stoclmstischen Allsnahmezustande ge\rahrt er 
uns keine Biirgschaft. 'Venu \ViI' doeh (lavor keine gro~se Angst 
fithlen, so ist del' Grund ein f:\ch cleri dass \ViI' diesel' Mijglichkeit 
lllU' eine unermasslich kleine \Vahrseheinlichkeit anznerkennen geneigt 
sind. Nicht die Hypothese del' stochastischen Ordin:lritat del' \Velt 
begritndet also das Gesetz del' grossen Zahlen, sondern letzteres 
schafft erst die logische Moglichkeit, del' ersteren fiir die Zukunft 
Glauben zu schenken, da anf del' Grundlage alles UJlseres atochastisch
nomologischen Wissens ihr eine "\Vahrseheinlichkeit znkommt, die 
del' absoluteu Gewissheit praktisch aquivalent ist. 

5. - Durch obige Ausfiihrungen scheint del' Gedanke nahegelegt 
zu werden, dass del' Begriff del' stochastisehen Asymptote <len lo
gischeu Kernpunkt des Gesetzes del' grossen Zahlen bildet, soferu 
diesern letzteren eine entsprechend \reite A usdehnung und Formu
lierung gegeben ist_ 

(1) Vielleicht kann AL. A. 'fsClIUPHOW'S StaudpllIlkt in dieHem Siulle verstand611 

werdeu: AbhandlulIgen alts der Thcoric dM' Statisti7c,2 Aufl., S. 231, (rnasiseh). 
(2) Vergl. ZILSEL, Vers1tch eine}' ncnen Gr1mdlegltng del' statistischen ffIechanik «Mo

natshefte ftir Math. ulld Physik» \Vien, 192], Bd. XXXI, p. 153-154. Seine " ver

allgemeinel'te AllagodenhYPoUlese» ist del' Hypothese del' OrdinarWit del' Welt 
aqnivalellt. Der Verfasser irrt sich aber, i'lofern er glaubt. dass seille KOllstruk
tiollen einen stochai'lt,ischen Standpunkt elltbellrlich machen. 
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J ede Verallgemeinerllng des BernouIlischen Satzes, wo die Ver
suchszahl die Rolle einer unabhangigen Variable spielt, ist von der 
Form: 

(15) .... aSB (x) ~f (n). 
n,"+x 

Jst hier x eine bestimmte zufallige Va.riable undf(n) eine bestimmte 
Funktion von n, so ist (15) eia Satz, del' entweder wahr oder falseh 
ist. Lasst man aber x und f(n) unbestimmt bleiben, so wird (15) 
eine pure logische Form sei n, die alle giiltigen Satze, denen sie 
zukommt, zu einer logisch einheitlichen Gruppe zusammeIlschIiesst. 
U nd so kann, glaube ich, «tlas Gesetz der grosen Z(thlen» als ein 
allgemeiner Name fur jeden gultigen allgemeine'l~ Satz aufgefat;st werden, 
der darin besteht, das8 eine so ltnd so bescha.ffene zufiitlige Variable 
bei unbegrenzt waohsender Versuonszanl (bzw. -- zahlen) eine stocnasti
sene Asymptote nato Alle Veral1gemeinerungen auf mehrdimensionelle 
Grossen und auf andere zusammengesetzten Gebilde seien dabei auch 
hierin einge-sohlossen (siehe unten § 18). 

In ganz ahnlichem Sinne gebraucht man schon das vV ort « Gesetz ,> 
in den \Vendungen, wie: «Naturgesetz », «Ka.usalgesetz », «\Ve
sen~gesetz », « Strukturgesetz » u. s. w" durch welche kein bestimmtes 
Gesetz bezeichnet, sondern ganze Kategorien von solchen umspannt 
werden. 1m Sinne unserer Defini tion kann man also von verschiedenen 
Gesetzen del' grossen Zahlen l'eden, so von dem Bernoulli'schen, von 
den Poisson'schen, von den MaI'koff' achen u. s. f. (l). Gibt es aber 
fiir eine zufallige Variable weder einen stochastischen GI'enzwert, 
noch eine stochastische Asymptote, so darf man elliptisch sagen, dass 
sie dem Hesetz der grossen Zablen nicht unterworfen ist (2). 

(1) «Am besten wiire es vielleicht, del' Hingst eingewurzelten Gewohnheit 
gemass, die zu verandern jetzt fast unmoglich ware, den Namen des Gesetz8d 
der grosseu Zahlen als eine allgemeine Benennung fiir mehrere Theoreme del' 
Wahrscheinlichkeitsrechuung, bei denen eine grosse Zahl gewisser Bedingnngen 
oder Versuche eine wesentliche Rolle spielt, bestehen zu lassen ". W. ROMANOWSKY, 
Die Wahrsckeinlichkeitund die Sta~i8tik « Tt'"e8tnik Statistiki», Bd. XVII, Moskau, 1924:, p. 
15, Fussn. 1. 

(2) Unsere Auffassung des Gesetzes del' grossen Zahlen kann man als eine 
partielle Legitimierung der heutigen ziemlich laxen Verwendung dieses TerminuB 
ansehen,nachdem alle Versuche ihm einen bestimmten einheitlichen lnhalt zu 
verleihen nicht zu allgemeiner Anerkennung gelangt sind. Am besten orientiert 
man sich in dieser Frage nach AL. A. TSCHUPROW, Abhanmungen aU8 de?' Theorie 

dm' Statistik, 2 Aufl., UHO (rt'lssisch) und J. M. KEYNES, A Treatise on Probability 1921. 

Biehe femer L. v. BORTKIEWICZ; Die Iterationen, 1917,p. 4:2 ff. E. SLUTSKY Zur Frage 

von de'llt Gesetze de?' gro88e?J Zahlen, (russisch), «Westik Stastiki », Bd. XX, 1925, 

, 
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Der rechte Sinn dieser Auffassung des Gesetzes del' grossen 
Zahlen wiirde ganz missverstanden werden, solIte man seinen Inhalt 
als eint'ln lediglich rein mathematischen auffassen (1). Reine Mathe
matik weiss beileibe nichts von Ereig-nissen, Versucben, vom Zufall, 
VOIl del' Wahrscheinlicbkeit. Diese Begriffe in ihrem sacbhaltigen, 
materiellen Inha,lt sind del' wesenbaft auf Formelles eingestellten 
reinen Ma.thematik ebenso fremd, wie Elektronen, Licbtwellen, Rim
melskorper, Raum und Zeit. Gruppen, Mengen, Substitutionen, Zahlen, 
das Formal·Logische iiberhaupt -- das ist reine Mathematik. Nach 
allem Bemiiben der letzten Dezenniell um die axiomatischen Grund
lagen del' Mathematik solIte dies schon - vollstalldig klar sein (2). 
Was mit del' Geometrie geschehen ist, ist besonders lehrreich. Die 
« Geometrie» del' RILllERT'schen «Grllndlagen» (3) ist schon keine 
Geometrie mehr, keine Lehre vom RaumlicheÌl; ihre Punkte, Geradell, 
Flachen sind «Punkte », «Geraden », «Flacben» in Auffii.hrungs
zeichen- reine Symbole fiir unbestimmt gedachte Gegenstande im 
Sinne eines logischen ,( Et,yas ». Nun ,vare es ja richtiger eine solche 
Disziplin nicht mehr Geometrie zu nennen, sondern Mannigfaltigkeits
lehre, um so mehr als der richtige N ame schon da ist. Die Geome
trie, als die Leht'e vom Raum ist eine Naturlebre geworden; das ist 
eine del' grossten Leistungen der modernen Pbysik (4.). 

p. 1-55. Was dia heutige Verwendung des 'ferminus «Gesetz dar groAsen Zahleu» 
betrifit, so siehe, z. B. A. MARKOFF, Wahrsoheinliohkeitsreohnung, 4 Aufl.., 1924, p. 116, 
117, 121, 134, 173, 174; R v. MISES, Grnndlagen dm' Wah1'soheinliohkeitsreohnung, 
« Math. Zeitschr,» Bd. 5, 1919, p. 91 ff. (Vergl. hier die von unserem Standpnnkt 
bezeicbl1ellde Ueber~chrin des § 6: Die Gesetze der grosse n Zahlen); F. P. CAN
TELLI, Sulla legge dei grandi n'un~eri, loc. eit. (Siehe oben p, 4, Fassn. 4). Sogal' bei AL. 
A, 'l'SCHUPROW :findet sich gelegentlieheine mit unserer Anffassnng ganz vereinbare 
Ausdrucksweise, so z. B. Zur Theorie de1' Stabilitiit 8tatistische1' Reihen, Erste Abb., 

loc. cit" p. 208. 
(1) «Es ist hierans ersicbtlicb, dass die Bezeichnung «Gesetz del' grossen 

Zahlen» eine sehr wenig zutrefiende ist. Denn es liegt im Grnnde nichts Anderes 
vor als ein mathematischer Satz» : J. v. KRIES, Die Principien der TVahrscheinliohkeits

reohnung, 1886, p. 91, Fusall. 1. Siehe dazll noch eine zustimmende Bernerknng 
von L. v. BORTKIEWICZ, Kritisohe Betraohtungen, loo. oit., p. 665, Fllssn. 2. Vergl. 
AL. A. TSCHUPROW, Abhandlnngen aus der Theorie der Statistik, 2 Allfl.., 1910, p. 229; 

« Sie (Satze von BERNOULLI, POISSON U. s. f.) sind lediglich S11tze der Kombinatorik », 
(2) E. HussERL, Logisohe Untenmohungen, I Bd., 2 Aufl.., 1913, p. 247 fi.; DER· 

SELBE, Ideen zu einer reinen Phiinonterwlogie und phiinon~enologisohen Phiwsophie, « J ahrbuch 
f, Philos. u. phanomenologiscbe Forsehung », I Bd., Teil 1, 1913 (aueh eine Son

derausgabe, 1922) p. 20-23. 

(3) D. HILBERT, Grunàlagen der Geo'metrie, Lpz. 2 Auf!. 1913. 

(4) Die Ge01hetrie im Sinne der Lehre von dem Raume der reinen Ansehan

ung ist wohl kaum im Entstehen begriften. 
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Wollte man also an die Anwendungsprobleme del' «( Wahrschein· 
lichkeitsrechuung» mit sachgemasser Griindlichkeit herantreten, so 
ware es an erster Stelle unbedingt notwendig sie nach dem VorbiIde 
der Hilbert'schen Leistung einer vollstandigen Formalisierung zu 
unterwerfen. Keine « Versllche », keine « Ereignisse », keine «Wahr
scheinlichkeit », wenn nicht in Auffiihrungszeichen. Die Alternative im 
Sinne eines Sach verhaltes, dessen Glieder leere «Etwas» sind, die 
in del' Relation del' vollen Disjunktion stehen (( es besteht entweder 
A, oder B, ... oder O ») und denen bestimmte Zahlen (Valenzen) zu
georùnet sind, so kann man sich da s Grundgebilde dieser Lehl'e 
vorstellen. Eine Axiomenreihe iiber Operationen an mannigfaltig sich 
kreuzenden und ineinanderschachtelnden Alternativen (1), eine andere 
Axiomenreihe iiber Helationen von Valenzen verschiedenartig zu· 
sammenhangender Alternativen, - das sind. die Grundlagen del' foro 
malisiertenWahrscheinlichkeitsrechnung, aIs einer rein mathema
tischen Disziplin (2). Aller hergebrachte 1nhalt del' traditionellen 
« Wahrl3cheinlichkeitslehre », - sofern er ein rein mathematischer 
ist, - wirdhier seinen PIatz und seine Begriindung finden. Doch 
w.ird es keine Wahrscheinlichkeitslehre im eigentlichen Sinne sein, 
da sie 'keine Lehren iiber lVa,hrscheinlichkeit, obgleich eine Reihe von 
solchen enthalten \vinl, die auf Wahrseheinliehkeiten ange',yandt 
,yerden konnen, in demselben Sinne,wie Arithrnetik auf Gegenstande 
der Statistik und Mannigfaltigkeitslehre anf Raumgegenstande auge. 
wandt werden. 1ch gehe dieser kiinftigen Disziplin, einen vorlaufigen 
Namen: die DisjunkUonsrechnung (3). 

Die "Va hrscheinlichkeitsLheorie" als Lehre vom zufiUligen Ge
schehen, ist die Stochastik, - wenn man diesen von Prof. L. v. BORT· 

KLEWIOZ neuerdings zum neuen Leben erweckten Bernoulli'schen 
Terminus in diesem Sinne gebrauchen darf (siehe oben p. 3: Fussn. 3). 
Es Iasst sich glauben, dass die richtige Ahnung ùes tiefen Unter
schieds zwischen del' Disjunktionsrechnung und del' Stochastik sehon 

(1) Den 'verdienstlichen Vorstoss in dieser Richtnng bildet die R. v. MISES' 

Lehre von Grlludoperationen (Grund~agen dm' TVahrscheinUchkeitB1'echnung, 10c. cit., 

p. 73 ff.). 

(2) Siehe S. N. BEHNSTEI~, Versuch einm' axioll~atischen Beg1'undung der HaMschein

Uchkeitstheorie, «Mitt. de'r Math. Ges. zu Charkow», ]917 (rnssisch), p. 209-274, Diese 

Arbeit verdient recht griindlich studierr. zn werden. 
(3) E. SLUTSKY, ZU1' Frage von den logisohen Grundlagen dm· TVah1'scheinlichkeitsrech· 

nung, (russisch), «Westnik ~tatistiki ", Bd. XII, Moskau, 1922, p. 13-21. Die Name 
der Disjunktionsrechllung wurde mir dallO in einem privaten Briefwechsel von 

Prof. L. Y. BORTKIEWICZ frenndlil'h vorgeschlagen, 
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von jehe1' in der Doppelheit der Benennungen « Wahrscheinlichkeits· 
recbnung» und «Wahrscheinliohkeitstheorie» si eh einen Ausdl'uck 
fand. ""Vas den Standpunkt von J. BERNOULLI selbst betrifft, so war 
er durch und durch stochastisch, - ill unserem Sin ne. «Ars con
jectandi sive stochastice» war i11m « die Kunst, so genau als moglich 
die 'Vabrscheinliehkeiten del' Dinge zu messen » (1). Diese Definition 
Illusa aber, in der gesehiehtliehen Pe1'spektive beurteilt, der Tatsache 
1,reichen, dass das ganze \Verk BgRNOULLI'S mit del' «Kunst» nur in 
A.n wendungen etwas zu tun hat und dass es seiner ganzen Anlage 
nach eine systematiseh geordnete Darstellung der Lehre von V{ ahr
sc11einliehkeiten von Ereignissen, bzw., von- Ul'teilen ist (2). Nieht le
diglieh l'ein mathematische Saehverhalte, sondern «infinitam varie· 
tatem, quae cum in naturae opel'ibus, tum in actionibus mortalium 
elucet, quaeque praecipuam hujus Universi' pulchritudinem eonsti
tuit »(3), batte er in Auge als e1' sein \Verk schrieb. 'Venn el' in 
« Pl'oremium » zum zweiten Teile seines Buches sagt, dass er «totam 
Doetrinam ... ex primis fUlldamentis erllere» (4) bestrebt Wàr, so ist 
es fiiI' die Eigenart seines gauzen \Verkes, charakteristisoh. Sein 
berlihmtes Theorem \var ihm darum keinesfalls lediglieh ein Satz aus 
der Permutationslehl'e. Dort, wo e1' wirklieh die mathematisehen 
Grundlagen dieses Satzes in formelle1' Reinheit ausarbeiten \vi11, 
kennzeichnet e1' selbst diesen logischen Sehritt in unzweideutigen 
,~T orte n : «conabor omnia redueel'e ad abstraetam Mathesin» (5). 
'Venn wir also Ars eonjeetandi und somit aueh die Stochastik del' 
'Vahrscheinlichkeitstheorie im oben erlauterten Sjnne gleichsetzen, so 
ist es zum Teil eine tl'eue \Viedergabe, zum Teil eine natiirliche 
Fortentwieklung der Auffassung von J. BERNOULLI selbst. 

Diese notwendigerweise zu kul'Z gefassten Darlegungen werdell 
<1och, moehten wir hoffen, den Grundgedanken unserer Auffassullg 
des Gesetzes der grossen Zaltlen vel'standlich machen. Spricht man 
von Gesetzen, so kann man gewiss vernlinftiger 'Yeise nieht von rein 
hypothetisch·formel1en 8atzen del' Disjunktionsrecbnung l'eden, sondern 
uur von sachhaltigen stochastischen Satzen, iiber deren Begl'lindung 
man noch so viel st1'eiten moge (ob empirisch, oder apriorisch u. s. w.), 

(1) Ars conjeclandi, p. 213. 

(2) Vel'gleiche lloch die Bezeichnullg «a1'8 combinatoria », was unzweifelhaft 
uichts anderes ats « Permutatious lehre» bedelltell solI. Op. cit., p. 73. 

(3) lbid., p. 72. 
(4) Ibid., p .• 73. 

(5) Ibid., p. 228. 
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die aber jedenfalls als Gesetze des zufalligen GeschehenR gedacht 
werden miissen. Die Meinung (1), dass es keine Gesetze in diesem 
Sinne sein konnen, da sie nicht von Hallfigkeiten, sondern lediglic~ 
von \Vahrscheinlicùkeiten etwas allssagen, haben wir schon abgelehnt. 
«Das vollkommenste Kennzeichen der Richtigkeit (des gefallten 
Urteils), sagt EDMUND HUSS]i~RL (2), ist die Evidenz, es gilt uns als 
unmittelbares Innewerden del' \Vahrheit selbst. In der unvergleich
lichen Mehrheit del' Falle entbehren wir dieser absoluten Erkenntnis 
del' 'Vahrheit, statt ihrer dient uns ... die Evidenz fiir die mebr oder 
minder hohe \Vahrscheinlichkeit des Sachverhalts, an welch~ sich 
bei entsprechend «erheblichen» \Vahrscheinlichkeitsgraden das fest 
entschiedene Urteil anzuscùliessen pflegt. Alles empirische \,Vissen 
ist ein \Yissen lediglich in diesem weiteren Sin ne : direkt liber Wahr
cheinlichkeiten, indirekt iiber entsprechende Bachverhalte (3). 

6. - Der neuerdings von Prof. L. V. BORTKIEWICZ vertretenen 
Auffassung des Gesetzes del' grossen Zahlen, als einer Tatsaohe del' 
mehr oder weniger grossen Stabilitat der statistischen Haufigkeiten, 
welche unter der Bedingung del' Unveranderlichkeit, bzw., del' schwa
chen Veranderlichkeit allgemeinerer Bedingungen statt hat «sofern 
ihnen hinreichend grosse Ereigniszahlen zugrunde liegen» (4), kanu 
ich nicht beistimmep, und zwar in erster Linie wegen del', m. E., 
logisch unzuUi.ssigen Gleichsetzung von «Tatsacbe» und «Gesetz». 
Es besteht auch kein terminologisches Bediirfniss danach, da die geo 
nanllte Tatsache in dem schlichten Ausdruck «die statilltische Stabilitiit» 
eine ganz passende Benennung hat. Wenn L. V. BORTK[EWICZ dabei 

(l) BieLe oben. 17, Fusan. 2, 3. 
,2) Logische Untersuchungen, I Bd" 2 Auft., 1913, p. 13, 
(3) Biehe noch ibid. p. 14, 254·257. Ich will hier lloch bemerkell, dass die 

HUSSERL'sche Idee «del' reinen Wahrscheinlichkeitslebre als reiller Theorie del' 
ErfahI'ullgse1'kenntnis» (loc. cit., Ueberschrift des § 72) mit unserer Auftassung des 
Gesetzes del' grossen Zahlen nicht unvereillbar ist, doch kann ich hie1' auf diesa 
Frage nicht eingehell. Nu1' andentungsweise sei allf die Analogie mit deu obersten 
logischen Gesetzen hingewiesen, denen schon Ari'3toteles neben einer logischen (im 
eJlgeren Sinne del' apophantischen Logik) noch eine ontologisehe Formulierung zu 
geben wusste (Vergl., Z. B., ALOIS. HOFLER; Logik, 2 Auft' J 1922, p. 546). Jedes 
ontologische 'Vesell ab.er ist «eine blo88e lt'è8ensforn~, die zwaI' ein Wesen, aber 
ein vollig «lem'es» ist, ein Wesen, ' , . das in seiner fOl'malell Al1gemeinheit alle, 
auch die hochsten materialell Allgemeinheiten unter sich hat und ihnen dm'ch 
die ihI' zllgehorigen formalep. Wahrheiten Gesetze voI'schreibt}) (EDMUND HUSSERL, 
lbide'm .•• p. 21, SperI'druck des Verfassers). 

(4) L. v. BORTKlRWICZ, Die lterationen, p. 56-57. 
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sich auf POISSON beruft, bei dem «das Gesetz del' grossen Zahlen 
seinem Wortlaut nach nichts anderes als die StabiliUi.t del' betreffenden 
statistischen Zahlenwerte und zwar ohne nahere Angabe des Grades 
diesel' Stabilitat» (1) bedeuten solle, so kann ich mich dieser Ansicht 
nioht anschliessen. POISSON'S Ausdrucksweise ist in ziemlich fahrHi,s
sigem, bei weitemnicht strengem Stil gehalten, so dass man seine 
einzelnen Aussprii.che eben nicht ihrem Wortlant nach, sondern stets 
nur im vollen Kontext mit anrleren zu demselben Thema beziigli
ohen Stellen beurteilen darf. Den besten Beweis dafiir liefert uns ge
rade die Definition cles Gesetzes del' grossen Zahlen. Liest man die 
Erklarung: 

« Maintenant, la loi ùes grands nombres réside daus ces deux 
équations 

m m 
, 

s s' 
(16) .... - , 

!l !l' !l Il! 

applicables à tous les cas d'éventualité des choses pnysiques et des 
choses morales» (2), (wo mit Il, bzw., Il' die Versuchszahlen in zwei 
Versuchsserien, mit mi Il und m'I p,' entsprechende Haufigkeiten und 
mit si Il; bzw., 8'1 p,' die Durchschnittswerte irgend einer zufalligen 
Variable bezeichnet sind), so verfallt man vielleicht del' Versuchung 
diese Formulierungen fiir gewohnliche approximative Gleichungen zu 
halten. Doch nichts dergleichen! Vier Sei teu t'riiher liest mall, dass 
fiir sehr grosse Versuchszahle~ !l und ~': "on aura, à très peu p1'ès 
et très pl'obablement, 

~ == ~ , "(3) 
Il !l. 

woller es folgt, class der Verfasser damit nicht eine gewohnliche, 
sondern eine stochastisch approximative Gleicbung gemeint hat. Nimmt 
man noch andere dazu beziiglichen Stellen in Betracht, so wird es 
ganz klar, dass diese Formulierungen des Gesetzes del' grossen ZahJen 
nichts anderes als die stochastischen Grenzwei..tgleicbungen 

(17) .... 

bedeuten konnen. 

(1) lbid., p. 58. 
(2) Reohm'ohe8,. p. 143. 
(3) lbid., p. 139 C~on mir ge'3perrt). 
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Umsomehr vorsichtiger muss man natiirlich bei der Interpreta
tion der vorHiufigen ErkUtrungen POISSON'S in der Einleitung' (Préa"ln
bu,le) sein. 1ch erlaube mir eine solche Stelle in extenso anzu
fiibren (l): 

Les choses de toutes natures sont. soumises à une Ioi universelle 
qu'on peut appeler la loi des grands nombres. Elle consiste en ce que, 
sì 1'0n observe des nombres très considérables d'événements d'une 
méme nature, dépendallts de causes constantes et de causes qui va
rient irrégulièrement, tantòt dans un sens, tantòt dans l'autre, c'est· 
à-dire sans que leur variation soit progressive dans aucun sens dé
terminé, on trouvera, entre ces nombres, des rapports à très peu près 
constants. Pour chaque nature de choses, ces rapports auront une 
valeur spéciale dont il s'éca,rteront de moins en moins, à mesure que la 

sé'riedes évéllC'lnents observés augmentera davantage, et qu'ils attein
draient rigoureusement s'il était possible de prolonger cette série à 
l'inflni. Urteilt man wieder «dem WortIaut nacb », so kann man 
glauben, dass in den gesperrten W orten ein Satz von der Form 

li1n (x) == c 
n >+ ex,) 

anonciert 'Yird, so., dass das Gesetz der grossen Zablen durch den 
gewohnlichen Grenz_wertbegriff ausgedriickt erscheint. Liest man a ber 
weiter die ErHiuterullgen iiber die Rolle der Wahrscbeinlichkeitsrech
nUllg bei del' Intel'pretation der Versuchsergebnisse (p. 8), und 
noch weiter das Versprechen des Verfassers das Gesetz der grossen 
Zahlen in weiteren Tei1en seines Werkes zu beweisen (p. 12), so 
erkennt man, dass hier wieder eine ungenaue FOl'tnulierullg vorliegt. 
Was gemeint ist, ist wieder ein stochast.isclles Grenzverhaltniss, das 
sich in unsere n Symbolen als die Gleichung 

Zil1lB (x) == c 
n --+ ex,) 

schreiben Iasst. 
Das Gesetz der grossen Zahlen ist aI~o fiir POlSSON ein Natur

gesetz, das fiir alies zntallige Geschehen (p. 8), sowohl physikaIischer, 
wie auch morétlischer Natur gelten muss (p. 7, 12, passitn). Es ist 
aus den Grundsatzen der W'ahrscheinlichkeitslehre à prim"i ableitbar 
(p. 143) und, obschon in der Erfabrung bestatigt (p. 12), docb durch 
die Erfahrung nicht. widerlegbar, da alle Unstimmigkeiten in empi
riscben Data auf etwaJgè Veranderllngen in den einer unrnittelbaren 

1) lbill .. p. 'I (Di e erste Stelle vom Verfasser, die zweite VOIl mi!' gesperrt). 
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Beobaehtung unzuganglichen «Chancen» zuriiekgefiihrt ",erden kon
nen (p. 8, passim). 

Wenn diese Grundintentionen des genialen Mathellwtikers im spe
ziellen Teile seines Werkes keine ganz adaquate Erftillung gefunden 
haben, so tragt daran sein allzugrosses Vertrauen in die Allgemein
gi.iltigkeit seines Schemas der «Durchschnitts\vahl'scheinlichkeit im 
eigentlichen Sinne» die Schuld. Nicht diese, die sch",achste, Seite 
sei nel' Lebren, sondern seine grossen Intentionen sollen ftir uns 
massgebend sein. Ieh glaube, dass die obige Auffassung des Geset.zes 
del' grossen Zahlen mindestells dem wesenhaften Kel'ne seiner Idee 
treu bleibt. 

Zweites Kapitel. 

U ebm' mat he matische Erw(1,1'tungen. 

7. - In diesem Rapitel habeu wir uns mit einigen Hilfsmitteln 
zu befassen, deren wir uns weiter bedienen mtissen. Ich fange mit 
der mathematischen Erwartung an, deren Grundeigensehaften als 
wohlbekannt vorausgesetzt werden konnen, deren Begriff aber hier 
in erweiterter an beliebige Verteilungen angepasster Form entwickelt 
werden soll (1). 

Kann eine zufallige Variable x eiue endIiche Anzahl diskreter 

Werte (xu x 2" •• Xk) mit Wahrscheinlichkeiten (Pi' 1'2"" Pk) ano 
nehmen, so definiert man bekanntlich die mathematische Erwartung 
einer reelen Funktion J (x) als 

(l) .... 
k 

E {(xl == .I l)i.t (Xi) 
i=l 

Sind mogliche Werte von x diskret und abzahlbar ( .... ~h,. , . 
~2' ~1' x o' X" x 2 , • •• xl<, •... ) ebenso wie ihuen zugeordnete Wahrs· 
cheinlichkeiten, so wird die mathematische Erwartung von f (x) durch 

k 

('.~) .... Ef(x\ == lin1- ~ Pi f(Xi) , (- li -+-- ~ ; le -+~) 
i=-h 

definiert, vorausgesetzt, dass die entsprechende Summe aueh wirklich 
einen Grenzwert (+ co und - co eventuell eingereehnet) hat, del' 
Von del' Ordnung des Summierens unabhangig ist (2). 

(1) Vergl. R. v. MISES, Grundlagen der WàhrscheinUchkeits1"echnung, « Math. Zeit-

8chr.» 5 Bd, 1-2 .H., 1919, § 3, p. 66 ff. 
(2) Durch eine Modifizierllng des PeterAburger Problems erha,lt man eine zu-
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Der Definition del' mathematischen Erwartung' im allgemeineren 
Falle kann die Verteilungsfunktion 

(;1) . . . . j>!x) (x) == W (x) 
-00 

zugrunde gelegt werden (ihre Eigenschaften siehe oben § 1). Die 
Wahrschein1ichkeit jedes von oben geschlossenen Intervalls ergibt 
sich daraus von selbst. So setze man 

(Xl + à X) 

(4) .... PXl (x) == d W(x, + d x) == W(x t + d x) - W (x,). 

Beginnen wir mit dem Fall einer zufalligen Variable, deren 
mogli che Werte in einem endlichen Intervall (a < re < b) enthalten 
sind. Teilt man die Lange des ganzen Intervalls (b - a) in n gleiche 
Teile und setzt man (b - (L): n == .1 x, so entsteht eine Reihe von 
oben geschlossener Intervalle: 

(a, a + .1 x> ) (a + ,1 x, a + 2 .1 x> , ... (a + n-l A x , a + n .1 x > , 
denen die Wahrscheinlichkeiten 

d W (a + ~ re) } ~ TV (a + 2 .1 x) , ... Ll W (a + n ~ x) 

zugeo,rdnet werden. Hat nun die Summe 

(5) .... 
n , 

~ f (a + ,i Ll x) Ll lV (a + i L\ re) 
(=1 

oder in einer kiirzeren Schreibweise 
(b) 

(5)' . . . . 2: f(x).1 W (x) 
a 

bei unbegrenzt wachsendem n und gegen NulI konvergierendem ~ x 

einen Grenzwert, so wird die mathematische Erwartung von f (x) 
definiert, iudem man 

(b) 

(G) .... Ef(x) == lim.:E f(x) ~ W(x) 
~x~o a 

fall~ge Variable mi t der folgendeu Verteilung: 

X: •••• - 2h, .•. - 2~ , - 23 , - !!2, 22., 23 ,24 , ••• 2k , .•.• 
'1 l'l 1111 1 

p: .... 2h' ... 24 'V' 2il' Y' -23' 2T' .... 2k , .... 

Man iiberzeugt sich leicht, dass es hier kèine mathematische Erwartung Ex gibt, 
da dem Symbol 

l' ~ h 1 3 1 2 1 I a l + 23 1 + + 2k ~ ì 
1nt - 2 ']t - ... ....,.... 2 • 23 ~ 2 • 2'l T 2 . W . 23 . . . . 2k' 

h-+oo 2 , 

k-+ 00 

keine bestimmte Bedeutung beigelegt werdell kalln. Dia mathematisehe Erwartung 
von x2 aber hat einen bestirumten Sinn und zwar + 00. 
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setzt. Sind weiter mogliche Werte von x in keinem endlichen Intervall 
enthalten, so bestimme man eine ahnliche Grosse zuerst fiir einen 
beliebigen Intervall und suche dann ihren Grenzwert bei unbegrenzter 
Erweiterung der Intervallsgrenzen. Erweist sich dieser Grenzwert 
von der Summierungsordnung unabhangig, so setze man 

(b) 

(7) o o o o Ef(x) == lim, \. Unt.I f(x) /1 W{x)) (1). 
b~oo ì~x~o a ~ 
a~-oo . I 

Man beachte dabei, dass die Definitionen (6) und (7) die einfa
che re n Falle (1) und (2) auch mitumfasseno 

Die mathematische Erwartung einer FuIiktion mehrerer zufalligen 
Variablen kann in ganz ahnlicher Weise definiert werden. Es seien 
Xu x;], o . o x" zufallige Variablen, deren mogli che ·Werte im Intervall 
al < Xi < bi, Ci == 1, 2, o . o n) enthalten ·sindo Bezeichnet man 
(bi - ai): Si == /1 Xi, so hat man S( S'J o o. Sn Teilintervalle, von 
denen jeder durch n Bedingungen 

(8). .. . . ~2:- (~'2 ~~)~. "".~ "'2 .< ~2 ~ '~2 ~ "'~ j 
ai + (le( - l) /1 XI < XI <:::: al + lei /1 XI 

an + (kn - ]) /1 X n < X n <:::: an + Irn Ll X n 

gegeben wird, wo jedes ki von Si Werten: 1, 2, o o . Si jeden beliebigen 
annehmen kann. Bezeichnet man weiter die Wahrscheinlichkeit der 
Erfiillung von (8) mit ~ W (X n X:l' o . o x n ), so wird die mathematische 
Erwartung einer Funktion f (Xl) x;], o o o x n ) durch die Gleichung 

(9) o o . o 
81 8~ 8n == lim .I .I " . .I {(ai + /t'I /1 Xl , a2 + k2 L1 X2 , ••• 

k i = 1 k~ = 1 k'l = 1 

an + kn /1 x n) /1 W (Xi' X 2, ••• X n), /1 Xi ~ O , /1 X 2 == O , . o o /1 X n --+ O 

oder in einer kiirzeren Schreibweise durch die Gleichung 

(lO). o o o Ef(x1 , x 2 , •• o x n ) == 
(bi) 

=litn,If(xi , X2,o.oX n)/1 W(x i ,x2 , ... x,,),(i==1,2, ... n),~Xi ~O 
ai 

(1) Die Ausdrlicke rechts in (6) und (7) sind 80g. STIELTJES'sche Integrale 

(b) 00 

lf(x) d W(x) , bzw., l f (x) d W (x) . 

a -00 

Wie weitere Ausftihrungen zeigen 8011en, kann man die dadurch dennierte ver
allgemeinerte Auffassung der mathematischen Erwartung in ganz elementare 
Beweisgange einftlhren, 9hne dasa man diese Symbole zu benlitzen òraucht. 
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definiert. Bei <Uskreten Verteilungen geht (10) wieder in gewohnliche 
(n· fa che) Summen diskreter Werte, bei stetigen in gewohuliche 
(n - fache) Integrale libero Die Voraussetzung der Endlichkeit des 
Wertbereiches kann in obiger Weise riickgaI;lgig gemacht werden. 

8. - J ede mathematische Erwartung ist von der Ordn ung des 
8nmmierens unabhangig. Bei endlichen Anzahlen moglicher Werte 
ist diese Eigenschaft trivial, in anderen Fallen ber uht sie einfach 
anf clem Umstande, dasa bei Abhangigkeit entsprechender Grenzwerte 
von der Ordnung des Snmmierens von einer mathematischen Erwartung 
definitionsgemass keine Rede sein kann. 

Auf diesem Grunde sind die Vorschl'iften des vorigen Paragraphs 
liber Einteilung des Bereiches moglicher Werte, Summenbildung und 
Grenziibergange lecliglich als exemplarische zu betrachten; jede 
Aufgabe kann dariiber ihre eigene E~ordel'nngen aufstellen. Diese 
Betrachtungen will ich auf einem Beispiel verdeutlichen, indem ich 
eine fue spateren Gebrauch llotwendige Ungleichung ableite. 

Es seien, G, (,0), G ~ (.=-), ••• eindeutige, stetige, nicht abnehmende, 
gerade Funktionen, die fiir alle reellen Werte von z definiert sind. 

, :\'Vir _ betrachten zuerst zwei zufallige Variablen x und y mit ihren 
}1""unktionell GI (x - c,) und G3 (y - c~), wo c, und c~ beliebige 
Konstanten sind. 

Es sei ~ == x - cl' 11 == Y - c~. Dann setze man: 

c:.\ ~ == Ll1) > () , ~i == !~\ ~ , ~2 == :.:; j. 1; , ~3 == 3 -~" 1;, ... ; 

-~i == ,'\ 11 , 112 == 2 L\ l) , 11::, == 3 1 T] , •••• 

Die ganze Koordinatenebene t~, 11) teilen wir in quadratisohe 
Streifen ein, deren erster mit dem inneren Quadrat zwischen 
(+ ç" + T]I) zusammenfallt, der i - te aber zwisohen dem Quadrat 
(+ ~i - ,,+ T]i - {) und dem Ql!adrat (+ çi , + T]i ) liegt. Es sei mit 
L1 W (~i , 11t ) die Wahrscheinlichkeit sowohl im inneren Raume des 
i - ten Streifens, wie aueh auf dem ausseren Rande desselben bezei
chnet .• T eder Streifen sei weiter noch nach einer sachgemassen Vorschrift 
in Si elementare Quadrate eingeteilt, von denen jedem einer seiner 
Eckpunckte (;ik' T]ik) zugeordnet wird, unel es sei ~ W (~ik, T]id die 
-Wahrscheinlichkeit sowohl im inneren Raume des k - ten Quadrats 
des i -: ten Streifens, wie auch an zwei in clem genannten Eckpunkte 
8ioh kreuzenden Seiten. Man hat dabei 

Bi 

(11) . . . . L1 lVi1;i , l1i) == .E .:.\ lV (; i, k , 11 i, k) • 
k=l 

Weiter bezeielmen wir die Wahrsehein1ichkeit beider unendliohen 
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Streifen, ùie durch U ngleichung 

~ i - l < I ; I :::; ~i 
definiert werden, mit ~ Wl (~i ); eine analoge Wahrscheinlichkeit fiir 
die zweite Variable sei L1 W:] (Y]i ). Unter ù l'VI (~I) verstehe man dabei 
die Wahrscheinlichkeit in ùem Streifen 

- ;1 :=; ~ :S: çl 
und ahnlich fiiI' ;\ W 2 ('111)' Es ergibt sich dann eine evidente Be
ziehung 

(12) ... 

Nun bestimmt sich die mathematische Erwartung von dem Pro
dukt GI (x - Cf) G~ (y - cJ, wie folgt: 

(13). . . E Oi (x - Ci) G2 (y .- 'C 2) == 
00 Si 

wo ùas rechte Smnmenzeichen sich auf kleinere Qnadrate desi - len 

Streifens, ùas linke aber sich auf die unendliehe Folge alleI' quadra, 
tischen Streifen: i ~ 1, 2,... bezieht und ùas Limeszeichen das 
Grenzverfahren bedeutet, bei welchem 8 ~ UllÙ 81] gegen Null kon
vergieren. 

Setzt man nun in alle Summanden, ùie zum i --- ten Streifen ge
horen, statt çi ,k' lli , k die Grossen çi , 1]i , als die grossteu zwischeu 
ihnen, ein, unù erinnert man sich, dass G I und G:! nicht abnehmende 
gerade Funktionen sinù, so hat man, mlCh Massgabe del' Formel 
(11), ùie Ungleichung 

(14) ... 
Si 

~ Gi (~i, k) G2 ('lli, k) ~ lV(çi, k, 1]i, k) < 
k=l 

< Gi (~i) G2 (11i) L'i W(~,i , 11i) , 

woher unter del' Beriicksichtigung ùer Gleichung ~i == 1]i und del' 
Formel (12) zufolge sich die Beziehung 

Si 

(15).... ~ Gl(~i,k) G2(1ji,k)~ W(~i.k,1]i,k)< 
k=l 

< G1 (çi) G 2 (;d.:l lV[ (~i) + G1 (11i) G 2 (11i) 8 W2 (11,) 

ergibt. Setzt man den Ausdruck rechts in die Formel (13) ein, so 
erhalt man gleich die gesuchte Ungleicllllng: 

(16) . . . E Gl. (x - Ci) G2 (y - c2 ):S: E 01 (x - Ci) G2 (x - cJ + 
• +EG1 (y-c Z)G2 (y-cz)· 
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Fiir einen praktisch wichtigsten Fall hat man daraus: 

(17) . . . . E I x- C i I l' l y - C'l, I 8 < E l x - Cf I r + 8 + 
E I y - C~) r + 8 • 

Es Jeuchtet ein, da~s diese Ungleichungen in derselben Weise 
auch auf beliebig viele Variablen verallgemeinert werden konnen. 
Sodann hat man: 

(18) . . . E , Xi - Ci I 1'1 I x 2 - 02 I 1'2 ••• I X n _. en I rn < 
< E I Xi - C1 I B + E I Xz - c2 I B+ ... + E I X n - Cn I B , 

wo R == l'l + r~ + ... + rn ist, und à fortiori: 

(19) . . . E (Xi - c{)r1 (x 2 - C2 )1'2 ••• (xn - Cri) Tn < 
<Elxt-CtIB+Elx2-c2IR+ ... Elxn-cn IR. 

9. - Ich willjetzt den Begriff der pa'ftiellen ma,thematischen Erwar
tU1tg einfiihren. Ich definiere sie als eine Summe oder den Grenzwert 
einer Sumrne, die nach oben angegebenen Vorschritten gebildet, doch 
lediglich iiher ein Teilintel'vall moglicher Werte einel' zufalligen Va
l'iable ausgedehnt wird. Die parti elle mathematische Erwartllng von 
f (x) im Intervall 

seimit 
(hl 

E f(x) 
a 

bezeichnet und ahnlich fiir Intervalle anderer Typen (siehe § 1). Teilt 
man den ganzen Wertbereich einer zufalligen Variable (X) in Teilin
tervaUe ein, die weder Teile, noch Punkte gemein haben, so wird 
auch die volle mathematische Erwa.rtung E f(x) in eine Summe von 
partiellen zerlegt, z. B., 

(- 8) (8) ex) 

(19)' ... Ef(x)=Ef(x) + Ef(x) + Ef(x) . 
-00 -8 

Es sei nun G (x) eine gerade, eindeutige, stetige, zunehmende 
- Funktion, die fiir alle reellen Werte ihres Arguments definiert ist. 

Dann 'ist sie' in jedem Intervall a < X <b grosser als G (a) und 
" (h) 

nicht grosser als G (b). Kann E G (x) als eine Summe von einer 
a 

endlichen Anzahl v~n Summanden definiert werden, so hat man 
gleich nach dem Einsetz.en der Intervallsgrenzen statt alleI' einzelnen 
Werte von re die U ngleichungen : 
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(b) (b) 

(20) .•.. E G(x»G(a)P(x) 
a a 

und 
(b) (b) 

(21) ... E G(X)< G(b)P(x) 
a a 

Kann aber E G (x) nur als der Grenzwert einer Summe definiert 
werden, so beachte man, dass bei jedem Werte von ~x (siehe die 
Formel 6) die entsprechenden Werte der Summe 

(b) 

2: G (x) i\ lY (x) 
a 

denselben Beziehungen wie (20) und (21) unterworfen werden; darum 
mussen diese letzteren auch fue den Grenzw(3rt (bei ~x -+ O) gelten 
Da:mit sind al80 die Ung'leichungen (20) nud (21) auch im allgemei· 
neren Falle bewiesen. 

Dazu noch eine Bemerkung. In weiteren Darlegungen werden wir 
uns meistens mit mathematisehen Envartnngen befassen, als deren 
Argumente die Grossen vom Typus (x - o), bzw, I x - o I betrachtet 
werden konnen. Dabei werden \ViI' den ganzen Wertbereich in Tei!· 
intervalle nach dem Schema 

{22} ... l 
!x-cl<s 

E<x-cl<ll 
H<lx--cl<(X) 

einteilen. Es sei da rum im voraus jestgestellt, dass die Grenzen bei 
dem Symbol einer partiellen ntathematisohen Erwal'tung von dem Typus 
Ej (x - o) naoh Massgabe des Schema (22) gesohrieben we'rden, wenn 
iiber sie nioht in eine1' anderen Weise a1tsd1'iloklioh v erjiig t wird. So 
bedeutet uns also 

(8) X - c::; 8 

Ef(x - c) === E f(x - c) 
(o) X-C2-8 

(23) ... 
(H) x - c < - 8 

Ef(x -_ .. o) == E f(x - o) + 
8 X -- c~- H 

Xl x-c<-H 
Ef(x- c)== E f(x-o+ 
H x-c~-oo 

a:-c~H 

E- f(x-c) 
x-c >8 
x-c~oo 

E- f(x-c) , 
x-c>H 

wo die erlauternden Bezeichnungen rechts, obgleich schwerfallig, 
doch, glaube ich, selbstverstandlich sind. 

Metron -- VoI. V. n. 3. 3 
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Die Ungleiohungen (20), bzw, (21) sollen hier noch in del' Form 
geschI'ieben werden, in der sie weiter zum wirklichen GebI'auoh 
kommeno Es sei G das Symbol einer géraden Funktion von del' oben 
angegebenen Art. Wendet man die Ungleichungen (20) und (21) an 
die zufallige Variable I x - c I an, so hat lllan unmittelbar 

(b) (bi 

(24) ... E G (x - c)::> G (a) P I x - c I 
a a 

und 
rb) (b) 

(25) o o o E G(x C) ::;; G (b) P , x -- C I <: G (b) 
a a 

wo das zweite Gleichungszeiohen in (25\ wegfallt, wenn die partielle 
mathematische Erwartung nicht mit der vollen identisch ist. 

lO. - Die mathematischen El'wartungen von einigen bestimmten 
Typen nennt man gewohlllich Momente o Diesen Namen werde ich in 
einem erweiterten Sinne gebrauchen. 

Unter einer G, bzwo, D -Funktion verstehe man eine (1)' gerade, 
. bzw., (1)" ungerade Funktion, die (2) 'im ganzen reellen Wertgebiet ihres 
Argumentes definiert, (3) ilberall stetig, (4) einde~ltig und (5) znnehmend 
ist, und die (6) filr den Nullwert ihres Argwments selbst zu Null wird. 
Die mathematische Erwartung 

E G (x - v) , bzw. , E U (x --- 'l:) 

nenne ich den G, bzw., U 11{oment, die Funktionen G (x-v), bzw., 
U (x-v) ihre Gntndfunktionen und die Grosse v den Bez lIgslcet't. 
Genligt ein Bezugswert (v o) eines geraden Moments del' Bedingnng 

( ..... o o ')6) E G (x - vo) <: E G (x - v) 

bei jedem beliebigen Werte von v, bzw., genligt ein Bezugswert eines 
nngeraden Moments del' Bedingung 

(27) .. o 

so nenne ich va den zentralen Bezugswe't·t und den darauf bezogenen 
_ J\:loment den wohlzentrierten G, bzw., U-Momento . 

Es' verste-ht sich von selbst, dass diese Bezeichnungen auch anf 
Falle anzuwenden sind, wo Grundfunktionen einigen VOll obenaufge
zahlten Requisiten. nicht genligen (so sehe z. Bo untell den Moment 
u.), doch werden bei eil1er alIgemeineren Rede von G, hzw., U - Mo-

" menten keine solchen, so zu sagen, ausge~lrteten Typen mi tgemeint. 
Gehen wir jetzt zu bestimmteren Gebilden libero Man betrachtet 
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gewohnlich gerade, bzw., ungerade Momente von der Art: 

wozu noch mancbmal sirh die die Reihe der geraden Mornente ver
vollstandigenden Grossen 

Elx-V[2r+l 

hinzugesellen; die Reihe der ungeraden :Mornente aber bleibt zur 
Zeit noch, m. W., liickenbaft. 

Unter einem ger(tden Moment vom Grade 1', wo r eine beliebige 
reelle nicht negative Zahl ist, verstehe ich eine Grosse 

(28) . . . gr == E I x - v r 

die auch gr (x, 1)) notigenfalls geschrieben wird, und unter einem 
ungeraden jlfoment vom Gl'ade 1', wo r wieder den obigen Bedingungen 
geniigt, die Grosse 

(2H) . . . U r == E S!/U fj (x --- v) i X 'i' I r 

oder in ausfiihrlicherer Schreibweise U r (x, v). Dabei verstehe ieh 
unter sgn(3 (z), mit einer Abweichnng von der iiblichen von KRONECK"}jJR 

starnrnenden Definition des Symbols sgn (z), die Grosse: 

l 
-- l bei z < O 

(aO) ... sgn (z) == 1:==;(j~ z==O 
O 

l z>O 
In der graphischen Darstellung stel1t sgnfJ (z) einen unnnterbrochenen 
Linienzug dar, der ans drei geradlinigen Stiicken besteht, deren zwei 
der z-Axe parallel von - co bis O und von O bis co auf der Rohe - 1, 
bzw., + 1 verlaufen, der dritte aber sie durch einen zur z-Axe senk
rechten von - 1 bis zu 1 durch O gehenden ebenso geradIinigen 
Zug verbindet. Das KU,ONEcKEn'sche Symbol sgn (z) aber hat bekannt
lich die Bedeutungen --- 1, O und + i, je naehdem z < O, bzw., == O, 

oder> O ist. 
Diese Abweichung wird uns durch die A usnahrnestellung des 

ungeraden Mornents vorn Grade O 

(:H) ... 

,mfgedrangt, die dadurch gewissermassen ausgernerzt wird. Wir 
miissen darurn dieser Grosse einige Betraebtungen widrnen. 

Definitionsmassig hat man 

u,,) (x , v) == E sgn O ( x·· 1.:) I x - v ! o 



36 

Bei x § v ist I x -v I ° == 1, bei x == v hat man aber eine U nbestimmt
heitsstelle 0°, die dadurch unschadlich gemacht wird, dass die Grosse 
sgnfj (O) ebenfalls mehrdeutig (von der Machtigkeit des Kontinuums) 
ist. So darf a180 (X-VIO fdr den ganze n reellen Wertbereich gleich l 

gesetzt werden und 80 hat man ais die Definition von Uo (x, v) die 
Formei (31). 

Man bemerkt leicht weiter, dassjeder ungerade Moment Ur (x, v), bei 

r> O eine stetige, dabei monotone und zwar abnehnemende Funktion 
von v ist. Darum hat die Gleichung 

lt r(x, v) == O 

stets eine und dabei lediglieh eine reelle W urzel, den Fall ausgenommen 
wo U r bei jedem Werte von v unendIich ist. Was die Gleichung 
U o (x, v) = o betrifft, so kann sie bei der Definition mittelst des 
KRONECKEl~'sehen Symbols sgn in einigen Fallen der unstetigen Ver
teilung gar keine Wurzel haben. In der Tat, ist 

o ex) 

(32) ... E sgn(x-v) I x-v IO == -- p(x-v) + o .p" -r- P(x -- v) == 
-oc o 

ti ex) 

= - p (x) + P(x) 
- ex) ti 

1st die Wahrscheinlichkeit ]Jk von Xk von Null verschieden, so 
vermindert sich Esgn C x - v) I x - v I o bei m U e bergang von v < Xk zu 
V = ;Ck sprunghaft um Pk unti weiter macht sie noeh einmal den 
gleichen Sprung beim Uebergang von v = Xk ZU v> Xk • So kann 
sie auch von positiven zu negativen Werten iiberspringen, ohne dass 
sie bei irgend einem Werte von v gleich N ull wird. Definiert man 
aber Uo mittelst unseres Symbols sgnfj, so hat man 

(33) ... Esgn(x-v) i x--v I o::=Esgn(x-v)== 
o" ex) fj 

== - P(x)+6pv + P(x) . 
-ex) " 

Die Spriinge bleiben jetzt auf denseIben Unstetigkeitsstellen, wie 
_ vorher,. do eh Iauft die Grosse E sgnfj Cx - v) jedesmal einen ununter
brochenen Zqg durch von einem Niveau bis zu dem anderen. Geht 
sie dabei von PO§ìitiven zu negativen Werten iiber, so nimmt sie 
unterwegs aueh den Nullwert ano Darum muss also, bei unserer 
Definition, die Gleichung 

/il O (x, 1') = o 

stets mindestens eine WurzeIh aben. 1ch nenne sie, wie iiblieh, die 
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(theoretische) J.l!lediane von x. Bei unstetigen Verteilungen kann es 
vorkommen, dass diese Rolle allen Werten in einem Intervall 
Xi _ 1 < X < Xi zukommt. Dieser U mstand erweist sich fiir uns weiter 
ohne Belang (siehe Kap. III, Satz 6). 

11. - Betrachtet man die Momente gr und U r als Funktionen 
von 'V, so findet man, dass sie mindestens bei l' > 1 differenzierbar 
sind. Ihre Ableitungen findet man, wie folgt. 

Bei einer diskreten Verteilung, bei v == Xk und Xk < 'V 

< Xk + 1, hat man 

,=1 t=~+l 

k-l 
, 

gr (x, t') == ~i 11)i (l: - Xi)r +. i l'i (Xi 

(34) o o o l gr (X,: + /lo. vl =, !i. }I, ItO + /lo. v -- xi )' + 
f + ;E }Ii (X i -v - Ll 'v)T + l'k (.1 'Vt , 
\ i=k+l 

woher, bei Il' > 1, 

gr (x. v + ~ 'v) ----!Jr (x, v) k-l r-l 
(35) . . . Hm il v - r ;E l'i (v - Xi ) 

~v-+o i=l 

oder 

',36) ... 

n r-l 

-ì" ;E l'i (Xi - V) 
ic=k+l 

dgr 
-- -- -- fì" li 

di) - r-l 

In ganz ithnlicher Weise findet man 

(37) ... 
d-u r 
~==-rgr_l 

Durch Betrachtung der entsprechenden Grenzwerte (siehe oben § 7) 

iiberzeugt man sich, dass diese Formeln èluch in allgemeineren Fitllen 
richtig sind (1). 

Fiir g, findet man durch dasselbe Verfahren, im Fall einer 

(l) Mein geehrter Kollege Prof. M. KRAWTSCHUK weist mich auf den Umstand 
hin, dass die Formeln (36) und (37) sich noch dadurch beweisen lassen, dass man 
in dem Ausdruck entsprechender Momente den Exponent r als den Grenzwert 
eines rationellen Bruches darstellt und zwar fiir einen ungeraden Moment von der 

F 28 + 1 ..' 28 orm ')', = und fur emen geraden Ton der Form ~. = --~------- . In der 
2t + 1 2 2t + 1 

Tat gehen dann unflere Momente in 14. r I = E (x - v) r , und 9 r 2 = E (x - v) r 2 liber, 
woher das gesagte unmittelbar einleuchtet. 
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diskreten Vet'teilung und hei v == Xk , die rechte Ableitung 

l l k-l n 
(a8).. . (,91_ =. ~(~'E I X - 'l~ i == 2: ]Ji + Pk -- 2: Pi 

d'l~ dv i = 1 i = k + l 

und die linke Ableitung 

dg l d , k -1 n --== -- E I X - V i == 2; l'i ._- lJk --- 2; ]Ji' 
dv d'l' i = l i = k + l 

(39) ... 

Wollten wir die Cronecker'sohe Funktion (sgn) der Definition 
unserer Momente zugrunde legen, so hatten wir fiir die reohte, bzw., 
linke Ableitung die Ausdriioke 

---- Ho + Pk , 

bzw., 

gehabt, was wieder eine empfindliche Ausnahme aus der allgemeinen 
,Regel bilden wurde. Unsere Definition Iasst aber auch diese Ausnahme 

, wegfallen, doch ist dazu noch ein Kunstgriff notig. Und zwar, wollen 
wir die Ableitung von gi in jedem Punkte, wo sie einen Sprung 
macht, vervollstandigen, indem wir uns diesen lezteren, als einen 
ununterbrochenen denken und so zwischen der rechten und der linken 
Ableitung die ganze Menge aller Uebergangswerte als die Werte der 
Ableitung in diesem Punkte einreihen. So gehen die Formeln (38) 
und (39) in eine einzige 

li 91 k -,,,1 n., 
(40) . . . -.- == ..! Pi -1- 6 jJk - 2; pi, (- ] <::::: 6 <::::: ]), 

d1, i = l i = k + l 

iiber, was rnit Hilfe des Symbols sgnt) als 

dgl 
(41) . . . dv- ==--- E 8g1lt) (x - v) == -uo 

gesohrieben wird. Bemerkt man nooh, dass 

- 'dIII' il 
(42) ... --. == -- E(x-- v)==-E I x-v: o==-go==- l 

dv d,v 

ist, so sieht man, dass die Formeln (36) und (37) fiir alle gr , bzw., 
U r gelten, sofern r > 1 ist. 

Die GrundfunktioIt des geraden Momentes .qr (x, v) ist I x - v I r . 
Da sie als eine eindeutige definiert wird, indem wir lediglich ihre 
reellen und positiven Werte in Betraoht zieheu, so geniigt sie allen 

\' 
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Anforderungen, die oben in Betreff einer G-Funktion aufgestellt 
wurden, wodurch uns die Gruncllage fitr allgemeinere Betrachtun
gen des nachsten Kapitels geschaffen wird. 

Den zentralen Bezllgswert des geraden Moments gr (x, v) nenne 
ich den Zent1-alwert vom Gl'ade 'f und bezeichne mit Or (1). Die Zeno 
tralwerte zerfallen in zwei Klasseu, je nachdem r > 1, oder 0< ,- < 1 
ist. In obigen Ausfiihrullgen wnrden nnr die Grundlagen zur Be
handlung del' Zentralwerte del' ersten Klasse gelegt. Es wurde namlich 
gezeigt, dass der Zentralwert von gr, beir > 1, sich ans del' 
Gleichung U r -1 == o findet, woher es kommt, dass er mit dem Zen
tralwerte von 'Ur -1 ZUSn.mmenfallt und g~ zum Minimum macht. 
Allgemeinbekannt sind: 01' die Mediane, und O;], die mathematisehe 
Erwartung, die sich aus den Gleichungen: E sgno (x -- CJ == o, 
bzw., E (x - OJ == o bestimmen lassen ulld die geraden Momente: 
E I x - v I , bzw., E (x - 1,)2 minimalisieren. Was die letzte Grosse 
betl'ifft, so bezeichnet man sie gewohnlich, bei v == E x = C~, mit 
~2 == E (x - EX)2 und nennt sie Slreuung. In del' Beilte del' (nach 
K. Pearson) sog. zentralen Momente !Ir == E (x - E xt , (r = J, 2, ... ), 
ist die Streuung der einzige in unsel'em Sinne wohlzentriel'te Mo· 
mento Es wil'd sich irn Weitel'en hel'ausstellen, dass die l',:Iomente 
diesel' lezten Art fiiI' die Fol'mulierung und Begrulldung mancher 
allgemeineren Satze unersetzIich sind. 

Was die Zentralwel'te der zweiten Klasse (o <l' < 1) betrifft, 80 

werden sie in diesel' Schl'ift nicht nahel' betrachtet, was zul' Folge 
hat, dass einigen Satzen des nachstell Kapitels elltsprechende Ein· 
schl'allkungen auferlegt werden. 

Driftes Kapitel. 

Ueberr hiwreichende und nofwenrlige Bedingungen des Bestctudes dm' 

stochastischen A$ymptotenund Gl'enZlcel'te. 

12. - In del' folgenden Darstellung wird stets mit x eine eindimen· 
sionelle zufallige Variable und mit ep eine unabhangige Val'iable be· 

(1) Vergl. D. JACKSO::S-, Note on the 1nedian of lt 8ctof nuntber8, «Bull. Amer. 
Mathem. Soc. », VoI. XXVII, n. 4, 1921, untI von ùemselben Verfasser, ~Kote on 

quartile8 and allied ntea8Ure8, ibiù., Volo XXIX, n. 1, 1923. Der Verfasser beweist, 
dass in Fallen, wo Cl einen einzigen Wert hat, linL Cl + (J. = CI ist. Daher sein 

u.o+o 
Vorschlag: fiir die Falle, wo Cl mehrùeutig wirù, die Mediane als linL Cl +(J. 

(J.-+O 
zu definieren. In dieser Arbeit habe ich keine Veranlassnllg gehabt diesell Schritt 
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zeichnet, die mit der ersteren stochastisch verbunden ist. U ebersicht· 
lichkeitswegen wiederhole ich die Definition des § 2, um ihr weiter 
einige keines besonderen Beweises bedfirftigen Satze folgen zu lassen. 

Dejinil1~on 1. Ist x eine z'tt,fiillige VU1'iable, die mit einer unabhiin
gigen 17 al'ùlble cp stochastisch vel'bunden ist, und ist bei jedem gegebenen 
beliebig kleinen E 

(e) 
(1) ... limP(o) I X -f(cp): ==1, 

<p j I <P2 I ••• 

so 1'St 1 (cp) eine stochastische Asymptote von X, u'as mit aSB (x) == f (cp) 
bezeichnet wird. 

Dejinition 2. Ist aSB (x) ==1 (cp) == c (onst.), so ist C del' stochastische 
G'I'enzwert von x . .ll1an schretbe dann limB (x) == c. 

Folgesatz A. 1st)' aSB (x) ==1 (cp), und hat f (cp) einen Grenzwert 
<PII <P2" . 

!im f (cp) == c, so ist c == limB (x) . 
CPp CPZI' •• 

Folgesatz B. Die Bedingung (1) ist der Bedingung 

00 

(2) ... lim P e I X - f (cp) I == O 

aquivalent. 
Folgesafz O. 1st aSE (x) ==1 (cp), so ist limB lx-f(cp)~==O und 

CPp CPz' • • • cPp CP2' ••. 
vice versa. 

Bezeichnung. Besteht zwischen zwei Funktionen einer und derselben 
unabhangigen Variable die Beziehung lim jf(cp) - F (Cf)! == O, so 

cP" <Pz", . 
sind sie ffir einander Asymptoten. Sodann schreibe man : f (cp) == as F (cp). 

Folgesatz D. 1st v == aSB (x) und sind v l == as (x), v 2 == as (X), ••• 

Vk == as (x), so werden auch vn v z"" 'Vk stochastische Asymptoten 
von x sein. 1ch nenne sie die iiquivalenten stochastischen Asymptoten. 
Hat also eine zufallige Variable dne stochastische Asymptote, so hat 
sie auch eine unbegrenzte Menge von solchen, die ihr und zueinander 
aquivalent, keine aber die ihr nicht aquivalent sind. 

FvJgesalz E. Sind v l == eLsB (x) und v 2 == aSB (x), so ist lim (v I -

cPp <pz·· • • cpp <P2" • • CPp CP21 ••• 

v~) ----: 0, woher ,die Gleichunglim VI == lim V z folgt, wenn irgend eine 
von diesen Grossen einen Grenzwert hat. 

mitzumachen. D. JACKS~N'S Stalldpunkt ist ilbrigens VOll dem hier vertretenen l'echt 
verschieden; docù ziehe icli es vor das Urteil dariiber dem kompetenten Leser 
selbst ZIl itberlassen. 
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13. - Gehen wir nun zur Aufstellung del' Bedingungen itber, 
bei deren Erftilluur.: eine zufa,llige Variable (x) stochastische Asymp· 
toten besitzen muss, bzw., besitzen kann. Das Problem wird dabei 
nur in seinen allgemeinsten, mathematisch relevanten Ztigen aufge
fasst. 

Die Darstellung flingt miteinigen allgemeinen Slitzen an, dia 
weiter in gehorigel' Weise spezifiziert wel'den. Unter einer G-Fnnktion 
wil'd (wie SChOll oben in § lO) eine (1) im ganzen reeIen Wertgebiet 
ùefinierte, (2) gerade, (3) einùeutige, (4) stetige und (5) zunehmende 
Funktion gemeint, von del' Art, dass \ 6) G (O) == O ist. 

Satz 1. 1st eine zlj/iillige Variable (xl mit eùwr unctbhiing(qen Va
riable (cp) stochastisch ve1'bunden, und ist 

(3) • . . li'm E G (x - v) = O ,. 
crI , <PP'" 

wo v ==f(cp) ùt, 80 ist aSB (x) == v. 
Da bei jedem gegebenen beliebig kleinen E 

Xl 

E' G(x -v»E G(x-- v) 
E 

ist, so hat man del' Formei (24) cles 2 ten Kapitels zufolge, dass à 
fortiori 

E G(x - ii))> G(E)P l x - v 

ist, wohel' sieh die Ungleiehung 

(4) ... 
Xl ]{) G (x - IV) 
p I x -- 'v I <~-_._ .. ~--
E G (E) 

ergibt (1). Da G (f) bei jedem von O versehiedenell E seIbst von Null 

(1) Ersetzt man in MARKOFF'S UngleichuIlg 

P~D::=:;tEUJ>l-+ ' 

wo U> O ist, die Grosse U durch G (x - v), nml t E U durch t E G (x - t)) = G (E), 
so Irommt man leicht ZIl Ungleichung (4); ersetzt man in Ungleichung (4) die 
Grosse G (x - v) elnrch D, so kommt man wieeler zu MAHKOFF'schen Ungleichung. 
Ebeuso sind clie Ungleichullgen von TSCHl<~BYSCHEFF, V01l MEDOLAGHI, K. PJ<;ARSON, 
von P. CA::S-TELLI, C. LURQUI::S-, unel A. GULDBERG aus (4) abzllIeiten. A. MAHKOFF, 
1Vaht'8cheinUchkeitst'echnung, <1 Allfi. 1924, p. 86, MEDOLAGHI, Verhandlungen des IV 

Congress der Aktuarien, Wien 1909, VoI. I (zitiert llach l!'. VINCI, «Giorn. elegIe 
Economisti», 1921, XII), K. PEAHSON, «Biometrika », XII, p. 284, P. CANTELU, Ren

diconti della R. AccadetJ~ia dei Lincei, 1916, C. LURQUIN, COll~pte8 rendus, t. 175, 1922, 
p. 1035, (drei letzte Abhandlungen zitiere ich nach der folgellden), A. GULDBERG, 
Cornptes t'endus, t. 175, 1922, p. 1382, DERSELBE, «Metroll », VoI. Hl, N. 1, 1923. 
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verschieden ist und E G (x - 'V) vorausseizungsgemass den Grenzwert 
Null ha t, so hat man 

00 

li'm P j x -- v I == O 
cpp CP2" •• s 

und 

v == aSB(x) , 

was zu beweisen war. 
Folgesatz 1 a. Dd lim E G (x - V) == 0, so Ùlt au,ch det· zentrctle Be· 

CPI! CfJ21'" 

zugswel't V o == aSB (x). Die Gl'osse v 'ist dabei eine Asymptote von V o 

so, dass lim (v - vo) == ° ist. 
CPp CfJ2"" 

Diese Polgerung ist evident, da nach der Definition von va (§ lO) 

E G (x '-- vo) < E G (x -- V) 

ist. Konvergiert E G (x - v) gegen Null, so tut es auch E G (x -- vo ) 

Das Uebrige geht ans dem Satz 1 und dem Folgesatz E (§ 12) hervor. 
Folgesatz l b. KOll.vergiet·t ein gerader lJrloment gr (x, v) gégen Null,. 

'so s,ind sowohl sein Be,z1tgswert (v), wie au,ch der Zentralwert (Or) sto
chasfische Asymptoten von x. 

Erinnert man sich, dass [jl' (x, v) == E I x _. V I "., bei r> 0, ein 
G.Moment ist, so folgt aus der Bedingung: lim .r!r (X, v) == 0, dem 

CPu CfJ2 ••• 

Satz 1 zufolge, dass v == as R (x) ist, und, nach dem Polgesatz la, 
dass auch Cr == aSR (X) sein muss. 

Es seien zwei spezielle ]"Ialle hervorgehoben. (1) 1st Hm E lX-
CfJiI ep2" , , 

V)2 == 0, so ist auch lim E (x - EX)2 == O. Sowobl 'v, wie auch O2 == Ex 
CPp CP2" . , • 

sind dann stochastische Asymptoten von x. (2) 1st Hm E I x - v I == 0, 
CPII CP2" , • 

so ist auch lim E: x - O, I == 0, woher 'o == aSB (Xl und Ci == 
CfJ \I CfJ2' ' • , 

, Med. (x) == aSB (X). Besonders wichtig ist das Kriterium 

(5) ... li1Jt li) (x - E X )2 == O • 
CfJ I , CfJ2 , ••• 

Folgesatz 1 c. Konvergiert eù~ gerader 1110ment vom Grade r gegen 
Null une! hat ei;'" Zentralwert O". einen G,'enz1.()ert (bzw., ist Or kon

stant), so ist lim Or (bzw., O".) der stochast'isehe Grenzwert. Der Be

zugswert von gr m1./;sS- dann entweder mit lim Or (bzw., Cr ) zltsammen

fallen oder gegen' diese Grosse konvergieren. 

Nach allem friiheren ist der Satz keines Beweises bediirftig. 
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Dass die Bedingung des Sa,tzes 1 eine Iediglich hinreichende, 
nicht aber eine notwendige ist besagt del' 

Satz 2. Eine zuj'iillige Variable kann stochasfische Asymptote haben, 
'loenn auch alle darauf bezogenen geraden Mo'mente beliebigen positiven 
Grades (r> O) u11,begrenzt zu11,ehmen. 

Zum Beweise geniige ein Beispiel. Es sei die Wahr~cheinlichkeits
verteilung durch das Schema 

l 1 
) X:-lI , 11 

11 11 
(6) ... 

11: 21~n ' 
l l 1 1 1 
2 - 2lgll ' 2 21gn 

, ~ lyH ~ 
gegeben. Es ist klar, dass x einen stochastischen Grenzwert und 
zwar limB (x) == O hat. Doch wachst del' d~ùanf bezog'ene gerade 

Moment 

E !x o I u= -l~;;- + II

l
a (l -- Ig

1
" ) 

bei unbegrenzter Zunahme von n liber alle Grenzen hinaus, da na jlgn 
bekanntlich mit n unbegrenzt zunimmt, wie klein et auch sein moge(lj. 

Satz 3. 1st ei11,e G -Fu11,kUon vo11, der Art, dass lim G \z) == G (co) 

eine e11,dliche Grosse ist, so Wiì'd die Bedingung 

(7) . . . Hm E G (x- t'o) == O , 
CfJ I } CfJ2} ••• 

wo V o ein zent'raler Bezugswert ist, micht lediglich eine hint'el'chende 
sondern auch eine notwendige dafiir) dass x stochastische Asymptoten 

habe. Wird sie erfiillt, so wil'd 'vo == aSB (x). TVird sie nicht erfilllt, so 
hat x 7ceine stochastischen Asymptoten iiuerhaupt. 

Dass diese Bedingung hinreichend ist, wurde schon im Satz l 
bewiesen. Es 8011 l1lU' also dargetan werden, dass sie auch notwendig 
ist. Schreibt man 

(8) (Xl 

EG(x 'V ()) == E G (x -- 'v o) + E G (x -- cv J , 
(o) E 

(1) Die Satze 1 und 2 sind als in verschiedenen Richtungen vorgeuommene 
Verallgemeillerungen einiger schon bekannten entstanden. Vel'gl., z. B., A. MAR

KOFF, op. cit., p. 116-17, 120. Die El'weiterllug dieser S1itze auf beliebige Bezugs
werte halte ich besondel's von Wichtigkeit, da es damit der Entscheidung der 
Frage vorgearbeitet wil'd, ob die mathematische Erwartllug, die tiblicher Weise 
allein in diesem ~Ilsamlllenhange beriicksichtigt wi rd, stets eine stochastische 
Asymptote sein muss, wenn eine zufiillige Variable eine solche iiberhaupthat. 
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so hat man nach Massgabe der Formel 25 (Rap. II) 
Xl 

E G (x·· 'I) o) < G (8) + G (co) P X _ .. _- voi , 
E 

woher sich die Ungleichung 

(8) ... 

p-rgibt. 1st die Bedingung 

lim,EG(x -- vJ== O 
cpp <Jl2' ••• 

nicht erfiillt, so wird es injeder unbegrenzten Teilfolge cpno' C{Jno + 1 ... ' eine 
unbegrenzte Menge von solchen Werten C{Jn geben, dass E G (x - 1'0) 

nicht kleiner als eine konstante von O verschiedene positive 
Grosse c sein wird. Da aber bei geniigend kleinem E die Grosse 
G (f) beliebig klein und somit auch kleiner als c werden kann, so 

Xl 

wird also die Wahrscheinlichkeit P I x - Vo I nie dauernd unter eine 

pQsitive Grosse 
c - G (E) 

G(co) 

fallen konnen. Die Grosse V o ist daher keine stochastische Asymptote 
von x, und so hat x, dem Satz la zufolge, keine stochastischen 
Asymptoten iiberhaupt. 

Es sei nun erlaubt sich einer Bemerkung MARKOFF'S (1) zu erinnern, 
dass es schwerlich je geHngen werde in dieser, ebenso wie auch in 
manchen anderen Fragen, eine hinreichende und notwendige Bedingung 
aufzustelleJl. So kann dem Satz 3 eine prinzipielle Bedeutung nicht 
ganzlich abgesprochen werden. Vielleicht wird er in mathematisch 
mehr geschulten Handen auch zu irgend welchen weiteren Ergebnissen 
fiihren konnen. 

14. '- Betrachten wir nun den Fall einer zufalligen Variablen, 
- deren' mogliche Werte in eillem Intel'vall enthalten sind, dessen 

Lange eine' feste obere Grenze hat. Da gelten folgende Satze. 
Sàtz 4. Es S;]/, x ei,te zu,fiiJlige Variable, die m/:tel:ner unabhiingigen 

Variable C{J stocha.~.tisch verbnllden ist, tlnd es sei V ==f(c.p). Hat U1.l'il; 

die Differenz moglic4er Werte von X ulìd del' G1'osse v, ihrem absoluten 

(l) Op. cit., p. 116. 
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Werte nach, eine feste obere Grenze (H), 80 wird die Bedingung 

(9) . . . lirn]J: a (x - 'l') == o 
Cflt , Cfl2" •• 

nicht lediglich hinreichend, sondern auch notwendig dafiir, dass 
v == aSB (x) ist. 

Der Beweis gestaltet sich ganz ahnlioh dem des Satzes 3. Da 

(E) 00 

E O (x-- v) == E G (x --- 1') +]J: O (x - v) 
~) E 

ist, so hat man nach Massgabe der Formel 25 (Kap. II) 
H 

E O(x - v)< G(E)+ O(H)P I x-v l , 

woher sich die Ungleichung (1) 

00 H E G (x - v) - O (E) 
(lO)... EP I x v ==;); x - v I >---~Gfll-) -----

ergibt, die uns in derselben SOhlussweise, wie oben, zum Ergebnis 
fiihrt, dass, wenn die Bedingung (9) nicht erfiillt ist, auch die Be
dingung 

00 

lim P I x - v ' = O 
Cflt , Cfl2" • E 

nioht gélten kann. Unsere Bedingung \9) ist also eine llotwendige, 
nach dem Satz 1 aber ist sie auch hinreichend. 

Ais eine unmittelbare Folgerung des bewiesenen Satzes lIaben 
wir nun den wichtigen. 

Satz 5. Sind alle moglichen Werte einer zllfiilligen Variable (x) in 
eillern ll1te1'vall enthalten, dessen Liinge eine fèste obere Grenze (H) hat, 
so UJil'd die Oleichung 

(11) .•. limEO(x-vo)==O, 
Cfl! , Cfl2' - •• 

~()o Vo ein zentraler Bezltgswel't ist, cine sowohl hinreichende wie auch 
notwend'ige Bedingung ditfilr, dass X stochastische Asymptoten hat. 

Es ist wieder Bur die Notwendigkeit der Bedingung (11) festzu
stellen. Es sei angenommen, dass x eine stoohastische Asymptote 
habe, die wir mit v bezeichnen wollen. Dann wird sich solch ein 
Wert der unabhangigen Variable epk finden, dass bei jedem <pn (n> k) 

(1) A. A. MARKOFF, op. cit., p. 119-20; l!'. P. CANTELLI, SuUa Legge dei grandi 
n1uneri, 100. cit., p. 332. 
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(E) 

die Wahrseheinlichkeit p: x - 'I) i del' Einheit beliebig nahe wird, 
(O) 

wie klein E auch sein moge. Darum muss es also dann stets min
destens eillen solchen moglichen Wert von x geben, dass die Differenz, 
zwischen ihm und v, ihrel' absoluten Grosse nach, eine beliebig kleine 
positive Grosse E nioht iibertreffe; darllill wird auch die Differenz 
i x - v I ,fiir alle moglichen Werte von x, voraussetzungsgemass 

nicht grosser als eine endIiche Grosse H' == H + h sein konnen, wo h 

eine beliebige positive entlliche Grosse ist. Es folgt daher nach dem 
vorigen Satz 4, dass 

li in E G (x '- v) == O 
Cfll , <t>:l} ••• 

und nach dem Satz l a, dass auch 

Um E G(x - 'vo) == O 
Cfll } Cfl:j}'" 

sein muss, was zu beweisen war. 
Folgesatz 5 lI.. Sind alle moglichen Werte einer zufiilligen Va1'iable 

(re) in einem lnte'l'vall enthalten, dessen Liinge eine feste obel'e Grenze 
hat, so ist fii]' den Bestand stochttstischel' Asymptoten sowohl him'eichend, 
wie notwendig, dass 

(12) ... lim E I x -- Ck i r = O 
cri , Cfl:l} , • , 

isto 
Folgesatz 5 b, Hat eine. zufiillige Va1'iable, deren mogliche Werte 

den BerUngzmgen des vorigen Safzes ge71iigen, stochastische Asymptoten, 
80 gilt die Beziehung 

(13). o • Hm (Or - Cs ) == O , 
Cfl I } (j)2) ••• 

die sich in d1·e Gleichung 

. (V>a ) o • o 

Cfl I } Cfl~}' o • 

verwandelt, wenn irgend einer von den Zentrahverlen einen G1'enzwert hat. 
Nach dem Satz 1 ist die Bedingung (12) hinreiohend. Nach dem 

Sate; 5 ist jede Bedingllng von der Art: 

Hm g r (x , Or) == O 

notwendig. So sind also entweder alle Zentralwerte stochastische 
A.symptoten, oder es ist keiner von ihnen eine solche. Besitzt unsere 

i 

i 
I 
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zufiillige Variable stocbastische Asymptoten, so bat man: Or == aSn(X) 

und 0, == a8B(X), woher nach dem Folgesatz JJ) (§ 12) sich die Glei
chung (13), bzw., U3a) ergibt. Da aber die Abweiehungen moglieher 
Werte von einer stoehastisehen Asymptote, ibren absoluten Grossen 
naeh, bei den Voraussetzungell unsel'es Satzes eine obere Grenze 
haben miissen, so gilt, naeh dem Satz 4, auch die Gleiehung (12). 

Den besondeI'en Fall del' bewiesenell Satze bilden die Bedingungen: 

lim E I x - E x I =0 , Hm E (x - E ;r)~ == O , 
Hm E I x --- li) x : ;; == O , '.' 

sowohl aueh: 

lim, E I x- Ci ==0, lùnE'(x - CJ2==O 
li'ln E I x --- C\ I ;; == O , ". 

von denen jede fiir si eh bei obigen Voraussetiungen hinreiehend und 
notwendig ist. 

15. - Raben die absoluten Grossen del' Abstande zwischen 
mog1iehen Werten einer zutalligen Variable keine feste obere Grenze, 
so sind die Velhaltnisse zwischell stochastischen Asymptoten und 
Momenten viel schwerer zu entwirren. 1ch fange aber mit einigen 
fast auf der Oberflaehe liegenden Beziehungen ano 

Satz 6. Die 1J1ediane 1'St eine ~tn'/.:et"meidliche Asymptote, d. h., hat 

eine zufiillige Vadable stochastùwhe Asymptoten ilbe'rha1-lpt, so m~(ss 

auch die Mediane (C t ) eine solche sein. 

Es sei v == aSE (x), und es sei angenommen, dass C, keiue sto· 
cbastische Asymptote ist. Sodann wird es in jeder unbegrenzten 
Teilfolge: C(Jk , C(Jk + l, ••• eine unbegrenzte Menge VOIl solchen Werten 
tfn, (n> k), geben, dass (O, - 'V) nicht kleiner als eine konstante, 
von Null versehiedene, positive Grosse c sein wird. Dabei wird die 
Wahrscheinlichkeit jeder beliebigen konstanten Umgebung von v: 
(E) 

p I X - v I , die del' Bedingung f ::;::: c geniigt, nach del' Grundeigen
(o) 

schaft del' Mediane, nicht gl'osseI' als 1/2 sein konnen; nach del' 
Eigenschaft del' stocltastischen Asymptote aber wird sie bei passend 
gewahltem <tk beliebig wenig von 1 unterscheiden miissen. Also ist 
die obige Annahme unrnoglich und del' Satz b richtig. 

Die Eigenschaft einer «unvermeid1ichen Asymptote» hat die 
Mediane evidenter Weise mit dem dichtesten Werte (sog. «Mode»), 
vielleicht mit noch anderen Grossen gemein, doeh nieht mit den 
iibrigen Zentral~erten del' ersten Klasse. Das besagt 
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Satz 7. Beditzt eine zufiillige Vartable (x) stochastische A.symptoten, 

ul/d hat dabei ein wohlzentrierter gel'ader Moment E l x - Or ! r vom 
Grarle 't' > 1 kel:ne feste obe,te Grenze, so ist der Zentralwt.rt Or obgleich 
eine mogliche doch aber keine ~mver'lneidliche stochastische Asymptote. 

Ich fiìhre zuerst einige Beispiele ano Es sei: 

(1) ...• l
m:~n , 

p:- 1 ']t , 

O
2

, 1~ t. 
11 n ~ 

Dann hat man: limB (x) == O, Ex == O, 
n-+oo 

!-l2 == g2 (x, 02) == E (x- E an 2 == 2 n ~ co. So kaun al so der wohlzen
trierte gerade Moment zweiten Grarles unbegrenzt zunehmen, der 
Zentralwert zweiten Grades aber (Ex) kann dabei eine stochastische 
Asymptote sein. 

Bei der Wahrscheinlichkeitsverteilung 

(II) .... ' 
- l ,n { 

4 3 

11 'n ~ 
. ist die Sache schon anders : 

UmB (x )==-1 ; Ex == 1 +~.+ 1; E (x- E X)2 == 4 n - .~ .. (3 + ~)-+oo, 
"-+00 ' ']l 11 'n 

ebenso wie in beiden folgenden Beispielen. 

(III) .... 
~ x :~ n 2 , _; , ~ 2 ( 

~P:n,1-n'1l~ 

limB (x) == -- Cl ; E (x) ==]t - a (1-~) »n:H- co; E(x -E X)2 » co. 
">+00 Tt 

(IV) . )' x: /' ~ ~ : ' '~ I 
p. ']t , 11" 11- ~ 

_asB ix) == - n ~ - co ; E x == n -t- 4 >-+ co ; E (x - E x)lI ~ co. 
"'>+00 

Diese Beispiele konnten leicht an einem Spielschema interpretiert 
werden, wo in Fallen II - IV eine Spielbank die mathematische 
Erwartung des Gewinns zu ihren Gunsten, und doch bei geniigend 
grossem n fast keine" Ge,winnschancen hatte. 

Um den Satz auch allgemein zu beweisen, nehmen wir das fole 
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gende Schema: 

(V) . . . . \:: 1_0~ : l 
i n k , nk ~ 

und finden den Zentralwert Or aus der Gleichung Ur-l == 0, oder 

(n _ O )r - 1 ~... _ () r -1 (1 _~) == O 
r 11 k r nk , 

Es ergibt sich daraus 

(14) .... 
r-k-l 

Or = u. 11 T-l 

wo a zar Abkiirzang statt einer Grosse eingesetzt ist, die bei g'e
niigend grossem 'Il der Einheit beliebig nahe kommt. Weiter findet 
man 
(15) .• 

wo ~ wieder eine Grosse ist, die bei n -+ co gegen 1 konvergiert. 
1st 1" > k, SO nimmt gr IDit n unbegrenzt zu. Die Grosse Or aber 

konvergiert dabei entweder gegen 0, oder gegen 1, oder wachst mit 
n ins UnendIiche, je nachdem 

k>r~l k==r-l k<rr'-l 

ist. In beiden letzten Fallen ist Or keine stochastische Asymptote. 
So ist unser ~atz fiir alle Werte von l', bei t' > 1, bewiesen. Kein 
Zentralwert erstet' Klasse ausser der Mediane ist also eine unver
meidIiche Asymptote. Auch findet man leicht, dass, wenn in obigem 

Schema + durch -l 1 ersetzt wird, lim Or == CO wird, und zwar 
11 og n n >+ ex: 

bei jedem l' > I, wie klein l' - 1 auch sein moge. Kein Zentralwert 
del' ersten Klasse ausser O I ist dann also eine stochastische Asymptote. 

16. - Dm weiter gehen zu kònnen, beweisen wÌr hier zwei 
Hilfsatze. 

Bilfscdz A.. Hat ein um einell, beliebigen Bezugswert (l) zentrierter 
gel'ader ..Ll1ornent gr é x, l) eine leste obe1'e Grenze (A), ist weiter eine 
G1'osse v ' aSB tx), so miissen sowohl die Grosse l Or -- V I , wie auch 
der um die stochastis6he Asymptote zentrie1'te Moment gr (x, v) (tUch 
fest von oben begrenzt sein. 

1st irgendeinMoment E I iV -li r < A, somuss auchE I X - O I r 

< A sein. Bezeichnet man einen partiellen Moment mit dem Symbol 
E', so hat man à fortiori: 

E' I x - Gr I r < A. 

Metron - VoI: v. ll. ;) 4 
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Nun definiere ich die Grenzen flir E' dUI'ch dic U ngleichung 

Ix-vl<::::a, 
wo a beliebig klein ist. Die Wahrscheinlichkeit dieses IIlterv~llls ist 
( a) 
p ; X - V I , die Intervalsgrenzen flir I X -- Gr aber siud 
(O) 

I 'v --- CI' I - u < X -- Gr <:::: I 1.' --- Or + u.. 

Man hat daher, der Formel (24) von Kap. II zufolge: 
(n) 

(l 6) 11 > E' I X - Or I r ;> I ( Il' - Gr l --- u) I r p I X -v I . 
(0) 

(a) 
Da P I X - v I bei beliebig kleinem u. beliebig nahe zu 1 kommt;J'so 

(O) 

sieht man aus den vorstehenden Ungleichungen, dass Iv - Gr I weder 
unendIich sein, noch unbegrenzt ins U nendIiche wachsen kann. 

Beachtet man weiter, dass die Grosse E I x- l I r eine stetige 
Funktionvon l ist, so ergibt sich, dass einer endlichen Differenz 
de(Bezugswerte I v - Or I auch eine endIiche Differenz der Momente: 
gr' (X, v) und gr (X, 0" ) entsprechen muss. 1st, bei den Voraussetzungen 
unseres Satzes, gr (x, Or) fest von oben begrenzt, so muss auch 
gr (X, v) eine fes.te obere Grenze haben. 

Hilfsatz B. Hat ein geradm' U1n eine stochastische Asymptote zen

trierter Moment gr (x, v) vom Grade r> l eine feste obel'e G1"enze 
und kom'errgierrt dabei Ur -1 (x, v) gegen Null, so ist dm' Zentl'alwert 

Gr eine stochustisohe Asymptote, 
Da bei jedem l' > 1 nicht nur die Momente gr , sondern auch ihre 

erste Ableitungen stetig sind, so kann man also gr == E I x - v I r 

als Funktion von v in die Taylor'sche Reihe entwickeln. Es sei 
bezeichnet 

gr (x, v) = F(v) 

-ld gr (x, v) == - r Ur -l (x, v) == F' (v) 
(IV ' 

Gr == Vo 

Dann hat man 

(17) .... F (V) == Elvo) + (l'o - v)F' ~ l'o {} Cv -- 1J l1 ) ~ , 

(wo O < {} < 1 ist), 't0her, da li" monoton, F (vI) 'ì Minimum,1/" (v(J =--= () 
ist, sich die Ungleichungen 

(18) . . .. 11 (l'o) < 1l (v) < 1? (l'o) -t--Orv -- ,v.J _P' (v) 
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ergeben. Da nach dem vorstehendèn 8atze v -- Vo endIich ist, die 
Grosse F' (v) aber voraussetzungsgemass gegen Null konvei'giert, so 
hat man 

woher sich 
lùn ('li - l'J -==0 

()) p(})J .... 

ergibt. Es ist also Vo == OT die stochastische Asymptote von x, was 
zu beweisen war. 

Nun konnen wir den folgenden wichtigenSatz beweisen. 
Satz 8. Hat ein um el:nen beliebigen BezugsweTt zentrierfel' gerader 

Moment gT (x, l) vom belùbigen positi'ven G1'ade (r > O) eine jeste obere 
Grenze~ und hat da bei die z'Mjiillige Variable stoéhastische Asymptoten, 
so mussen (D alle um irgend eine Asymptote zentrierten Momente nie
d1'l'geren Grades derl Grenzwert Null haben 1tlld (11) alle Zmttralwe1'te 
nied1'1'geren Grades (mit Einschluss von Gr , wenn r > 1 ist) stochastische 
-Ltsymptoten sein. 

E s sei 'li irgend eine stochastische Asymptote. Man zerlege den 
Moment gT-'(X, 'li) (o<s<1') wie folgt: 

(IH) .... 
(E) 

E I x - v , T - R ==~ l? I x _·-v I T - S +
(o) 

(H) Xl 

-~_E I x--v i T-s+E': x -'v; T-S. 
H 

Hat gr l,X, l) eine obere Grenze, so muss naeh dem Hilfsatz A auch 
gr (x, 'V) fest von oben begrenzt sein. Es sei also 

l-t I x - 'v I T < A, 

woher à fortiori 
00 Xl 

A>E I X-I) I T==E I x-v 1 8 I x-v I T-B 

und endIich 

(20) 

H H 
:Xl 

>HsE l x-v l T-S 
H 

00 ~1 !f l x -- v l T - B < Ila 

Weiter hat man del' Formei 25 (Rap. lI) zufolge: 

(21) ... 
(I::) 
E l x - v I T-B< Er - 8 

(o) 
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und 
(H) IX' 

(22) ... E I x - v I ,,-,< HT-' P I x - v I • 

Es sei À eine gegebene beliebig kleine Grosse. Dann nehme man 

(lt) H so gross, dass A/H' < ! À (was bei jedem s > o moglich ist), 

(b) E so klein, dass E ,,-$ < ! À (was seinerseits bei jedem r> o 

und s < r moglich ist) und (o) wahle die unabhangige Variable <p so 
weit in der Folge: <Il \7 <r2"'" dass 

00 1 
H'I'-'P I x-v I <-À 

€ 3 

wird. ])ann ergibt sich durch Summieren von Ungleichungen (20) 
(21) und (22), dass 

(23) . . . E I x -v I f' -, < À 

iato So ist also, wenn r - s == k gesetzt wird, 

(24). . . lim E I x - v I k == O , (O < le < r) 
<pj , <P2' •• 

woher, nach dem Satz la" 

(25)... Ck==aSB(X) , (O<k<r). 

Da aber stets uk < Uk ist, so hat man auch 

(26)... lim 'llk (x , 'v) ==0 (O<k<r) 
crI , Cf! 2 , .•. 

woher bei '}. > 1 die Gleichung 

lim li r - 1 (x J v) == O 
crI , era,'" 

folgt, die uns nach dem Hilfsatz B zu schIiessen gibt, dasa auch 

(27) ... 

ist. 
Ebe wir weiter gehen, scheint es 'mir von eInlgem Interesse fiir 

denselben Satz noch einen anderen Beweis zu liefern. Schreibt man 
die wohlbe~annte Liapunoff'sche Ungleichung (1) in der Form 

(28) .' .. 
'l'-h r -k k-h 

g'le < gh gr J (r> le> h > O) 

(1) A. LIAPOUNOFF,~ Nouvelle j01'n~e du thém'è'me SU?' la Untite de p,'obabiUté, «Mém. 
de l'Académie Imp. de scienée de Sto Petersbourg}), VIII Serie. Classe Phys.-Math" 
1902. VoI. XII, N~ 5, p. 2-3. 
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und nimmt man in Betracht, dass sie nicht lediglioh fiir die vollen, 
sondern auoh fiir die partiellen mathematischen Erwartungen gilt, so 
hat man, bei h == o, fiir partielle Momente im beliebigen Intervall I: 

r-k 
(2H) ... (El I x-v I kt<Pl (El I x-v I r)k, (tr>k>O) 

woher die U ngieichnng 
r-k k 

El ! m - v I k<Pl r (El I m - v I r) r . 

und à fortiori die U ngieichung 
r-k --

r 

hervorgeht. 

k 

(E I x - 'v I r) r 

1st nnn v == aSB (x), so hat man (Forme\ 25 Kap. II) 
(6) 

(31). .. E I m - v I k < Ek 

( o) 

und nach der Formei (30) 

(32) ... ~IX-Vlk«?IX_VI)'-;k(EIX_VI') ~. 
Addiert man (31) und (32) und schreibt man 
g,. == gr (m, v), bzw., gk ==gk (x, v), so hat man 

(33).. gk<Ek+ (?I x-v I) '-;k gr: 

Da E beliebig klein gewahlt werden kann und 

00 

lim P I x - v \ == () 
cP I , lfl2' • • • 6 

ist, so mnss (bei ']' > k> o) auoh 

lini gk == () 
crI' cr2"" 

sein, wenn nur g,. eine feste obere Grenze hat. Weiteres ganz wie 
oben. 

Aus dem bewiesenen Satze konnen noch einige wichtige Folge
rungen abgeleitet werden. 

Satz 9. Hat eine zufiillige Variable stochastische Asymptoten, kon· 
'l'ergiert aber ein perader Moment 'l'om Grade r, de'!' um einen beliebigen 

Zentralwel't 'l'om Grade k < r (o < r < 1), bzw., vom Grade k < ']' 
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(r > l) zentr'iel't ist, nicht gegen 0, tW konnen alle geraden Momente 
h6heren Grades gr + 0:, (a> O), keine obere Grenze haben (1). 

Denn hatte ein gerader Moment gr + o: eine obere Grenze, so 
miisste der auf eine Asymptote (v) bezogene Moment E J re - 'V I r , 

nach dem Satz 8, den Grenzweri O haben. 'Da aber dabei alle Ck 

(k < r, bzw., k < r) stochastische Asymptoten sei n miissten, so 
miisste aueh jeder gerade Moment .1'1' (x, Ck ) gegen O konvergieren, 
was den Voraussetzungen des Satzes widerspricht. 

Satz 10. Konvergiert ein gerader Moment 9'1' (re, Ck ), (o < li, < r, 
bzw, 0< k< r, wenn l' > l -ist) nicht gegtn 0, und hat ein anderel' 
gerader Moment vo'n einem h6heren Grade gs (re, Ck ), (s > 1'), eine feste 
obel'e Gl'enze, so besitzt aie zufiillige VLtriable keine stocha8tischen 
Asymptoten. 

Der Satz ist eine unmittelbare Folge des vorhergehenden und so 
bedarfer keines besonderen Beweises. Er ist insofern von vVichtigkeit, 
dass er eine zwar nicht hinreichende, doch eine notwendige Bedin· 
gung des Bestandes der stochastischen Asympioten ist. Man kann 
ihm aberfiir einen bestimmtpn Fall aueh eine sowohl notwendige 
wie hinreichende Bedingung ablesen. 

, Satz 10a. Konvergiert ein gel'ader Moment gr (x, Ok ), (o < le < r), 
(=) 

Tlicht geg~n O und httt el' da,bei eine feste obere Orenze, 80 ist es eine 
fur den Bestand- stochastischer ./!symptoten sowohl hinreichende, wie 
notwendige Bedingung: 

lirm9s(X, Ci )==0 , l O<s<r;O<i<1',: beir<l l,' 

ep, , C~2" • • O < i < r; be'i r ;::: 1 \ . 
Naeh allem vorhergehenden ist der Satz evìdent. Gleieh werden 

wir sehen, dass er sich auf ein bisher noeh unaufgekUirtes Problem 
anwenden Iasst. 

17. - Es ist wohlbekannt) dass der arithmetische Durchschnitt 
(x(n») einer unbegrenzt wachsender Anzahl stochastisch von einander 
-q.nabhangiger zufalliger Variablen (reo Xi"" xn , ••• ) dem Gesetz 
der gr0!3sen Zahlen mindestens in dem Falle untersteht, wenn alle 

(I) (2)' (n) 

__ Htreuq.ngen(f.:Lt' f.:Lt"" f.:LJ, •••• ) eine feste obere Grenze baben. Aus 
der bekannten Formel fiirdie Streuung des Durehsehnitts (siehe oben 
Form: 8 Kap. I) 

1 'J n , 
~2 (n) ==.-:- ) ~- .:E f.:L;: (I) ( 

Il I Ui=l \ 

(1) Die Unbestimmtheit ·in Betreff vou Gr bei. r < 1 hat ihren Grund in der 
Unvollstaudigkeit obiger Untersuchnngen in Betreff der Zentralwerte zweiter Klasse. 



55 

ist noch eln weiter gehender Schluss zu ziehen, und ~zwar, dass 
lim ~2 (n) == O auch in den Fallen ist, wo 

zwar unbegrenzt zunehrnend, doch von einer nieclrigeren Unendlicb
keitsordnung als n ist. Obwohl diese Bedingung lediglich a]s eine 
hinreichende eingefiihrt wird, doch ist die bisher noch bestehende 
Liicke in den meisten Fragen del' theoretischen Statistik keine sehr 
empfindliche, da die Unbestirnrntheit, inbetreff del' Anwendbarkeit 
des Gesetzes del' grossen Zahlen lediglich auf die iibel'aus exzeptio
nellen Falle der ins U nendIiche wachsenden mittJeren Fehler be
grenzt wird. 

Sind aber zufallige Variablt>n nicht unabhangig, so nimmt die 
Sache insofern ein g'anz anderes Aussehen an, dass die Unbestimrnt
heit sich nun auf alle Falle erstl'eckt, wo zufallige Variablen beliebig 
grosse WeI'te annehrnen konnen uud irn Durehschnitt positiv korre
liert sind. Konvergiel't niimlich die durehschnittliche Grosse von 

(i,j) 

MOlllenten tLtt == E (x(il - Ex i)) (x j ) - Ex j )), d. h. die Grosse 

1 (i ,i) 
~ [1,1; n] = --------.:E 2: ~ 

u(n--,---l) i*i 1,1 

bei unbegrenzt zunehrnender Versuchszahl (n) nicht gegen Nnll, so 
geht sie bekanntlich (siehe gleich unten) in den Ansdruek fUI' die 
Streuung des Durohschnittswertes als ein von n unabhangiges Glied 
ein, und so bleibt !-1:J(nh auch bei einer beliebig grossen Versuchszahl 
von Null verschieden. Somit versagt aber das einzige leicht anwendbare 
Kriteriurn und, da es lediglich eiu hinl'eichendes ist, so bleiben wir 
vorn ~tandpunkt eines stl'engen mathematischen Raisonemellt volI
standig im Dunkel. Einem reinen Mathernatiker kann die Frage 
darnit bisweilen fiiI' erledigt g-elten : 1), einem TheoI'etiker mit weiterem 
Sehfelde solI aber die Sache doch in eiuem etwas anderen Lichte 
erscheinen. Mall kann sich schwerlieh den intuitiven Einbliek in 
stochastische Zusarnrnenhange verbietell, del' zur Einsicht fiihrt, dass 
in soleheu Fallen das Gesetz del' grossen Zahlen keine Anwendnng 
flndet 12). Dass sich eine solche Einsicht vielleicht nui' auf etwas 
enger begrenzte Hachverhalte bezieht, sei in vollem Masse eingestanden, 

(1) A. A. MARKOFF, 1rahrscheinlichkeitsrechnung, 4 Aufl., p. 116-134. 
(2) AL. A. TSCHUPROW, Zur Theol'ie dm' StabiUtiit statistischel' Reihen, 10c. cit" p. 208. 
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dass aber, z. B., bei einem uniformen korrelativen Zusammenhange (1) 
das Gesetz der grossen Zahlen nicht vielleicht eine seltene auf kiin· 
stliche Voraussetzungen begrenzte Ausnahme, sondern eine Regel 
bilden kann, wird kein theoretischer Statistiker glauben. Doch bleibt 
die Frage insofern prinzipiell wichtig, dass 'es ktHne normale Sache 
ist strenge Beweisfiihrungen durch mehr oder minder unklare Intui
tionen zu ersetzen. Die obenaufgestellten Satze geben uns nnn die 
Mogfichkeit den ersten Schritt zur endgiiltigen Klarung der Frage 
vorzunehmen. 

Es seien: X u x 2 , ••• x n , •.. zufallige, in beliebiger Weise sto
chastisch miteinander verbundene Variablen, von denen jede ihre 
eigene Wahrscheinlichkeits'verteilung hat, und es sei angenommen, 
dass an ihnen der Reihe nach n Versuche ausgefiihrt werden. Es sei (2). 

(i) h l n (i) 

~h == E (Xi - E Xi) ; 11[11,; nl == -.I Ilh 
ni=l 

(il , i~ ... ij ) 

fl-h l ,11,21'" hj == E (Xii - E XiJh l (Xi~ - E XiJh2 •• • (Xij - E Xij ) hj 

1 (il, i 21 ••. ij ) 

M[h 1 , h~, ... hj ; "J == ( _ 1) (_ . -r- ]) Sj fl-h t , h 2 , .. • hj , 
]l n ... n .J 

wò Sj eine j-fache Summe bezeichnet, die auf alle ungleiche Werte 
von il' i 2 , ••• ij erstreckt wird. Es sei ferner 

und 

1 H 

Xln) == -.I x'i 
n i=l 

fl- h(H) == E (x(n) - E x(n))h • 

Da hat man fiir den zweiten und den vierten auf mathematische 
Erwartung bezogenen Momente des Durchschnittswertes xCn; folgende 
Ausdrlicke (3): 

(34) 
l n-1 

~2 (n) == -;;;- 1-1[2; n] + 1l[1, 1 jn] ,u n 

und 
, _ 1 , 3 (n - 1) , 4 (n - 1) _ 

(35) M4 (n) - .}~;; fl-[4 j n] -~ . 3 ~(2, 2 j n] + ;; fl-[3, 1; nl -t ,(; n n 

-- +6(il-l}(li-2) .. 1. (n-l)(n-2)(n-3) 
}la 1-1[2,1,1;n],- 11-3 ~[l,l,l,l;nl' 

~ .. , 

(1) AL. A. TSCHUP,ROW, On the 'fltathernatical expectation oj the rtlornents ollrequency 
disi1'ibu,tions in the case 01 cor,related obs6rvatio/l,s, «Metron», VoI. II, N. 3 4,1923, p. 469. 

(2) AL. A. TSCHUPROW, op. cit., p. 472. 
(3) lbid., p. 478. 

I 
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1st hier !l[I, l; n] positiv, SO kann man sagen, dass unsere n zu
faJligen Variablen «im Durchschnitt» positiv kol'reliert sind. Behalt 
nun diesel' « dul'chschnittliche Produktmoment» !l[1, l; n) auch bei un be
gl'enzt wachsendem n einen immer positiven nnd nicht unbegrenzt 
abnehmenden Wel't bei, so kann, wie aus del' Formel (34) el'sichtlich 
ist, auch die Strenung des Dul'chschnitts (!l2 (u)) nicht gegen O kon
vergieren. Zwei Falle sind dabeizu untel'scheiden. Haben die Abwei
chungen moglicher Werte von einander, dahel' auch von entspre
chenden mathematischen Erwartungen, eine feste obere Grenze, so 
sind auch die Abweichungen I Xc n) - E X\n) I fest von oben begrenzt. 
1st, wie angenommen, die Bedingung lim !l~r, 1; n] == O nnd somit aueh 

n --+ 00 

die Bedingung l/m !l2(n) == O nicht erflillt, so kann die Grosse x(n), 

n--+ 00 

nach dem Satz 5a, keine stochastischen .... L\..symptòten haben. Das Gesetz 
del' gl'ossen Zahlen ftndet anf solehe Falle keine Anwendung (1). 

Uns interessiert hier aber del' andere Fall, wo die moglichen 
Werte znfalliger Variablen elltweder durch keine endIiehen Intervalle 
begrenzt werden, oder wo die sie enthaltenden Intel'valle unbegrenzt 
zunehmen. Da die Bedingung lim !l2 (nl == O bei diesel' Voraussetzung 
keine notwendige ist, so kalln deren Nichterflillung liber die Geltung 
des Gesetzes del' grossell Zahlen keinen Aufsehluss geben. 

Nehmen wir an, dass del' dluehschnittliche vie l'te Moment !l'4; n1 

eine feste obere Grenze hat. Aus den Ungleiehungen (18), bzw., (19) 

(Kap. Il) schIiesst man leicht, dass wenn alle f1~i) endIich sind und 
nicht unbegrenzt wachHell konnen, alle Prodnktmomente vierten 

(i,j) (i,j) (i,)", k) (i,j, k, l) 

Grades: !l2,2 , !l3, l , !l2, l, 1 , und !~tl, 1, 1, l auch eine feste obere 
Grenze haben miissen. Eine weitere Ueberlegung, die ieh dem Leser 
iiberlassen darf, zeigt sodann, dass wir uns mit einer engeren Vol'
aussetzung begniigen konnen. 1st namlith del' durchschnittliehe viel'te 
Momént !l[4; n], wie oben angenommen, fest von oben begrenzt, so 
konnen aueh die durchsehllittlichen Pl'oduktmomellte vierten Grades: 
11[2,2; nJ U. S. w. nicht unbegl'enzt zunehmen. Der vi erte Moment des 
al'ithmetischen Durchschnitts !l4 (n) muss also auch eine feste obere 
Grenze haben. 

El'innert man si('h nun des Satzes lO, so findet man, dass bei 
obigen Voraussetzungen das Gesetz del' grossen Zahlen auf den arith. 
metischen Durchschnitt zufalligel' im Durchsehnitt positiv korre
liel'tel' Gl'ossen keine Anwendung findet. In del' Tat, hatte x(n) sto-

(1) A. A. MARKOFF, Wah1'8cheinlichkeit81'echnung, 4; Aufl.., p. 119-120. 
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chastisehe Asymptoten, so miisste, bei der NiehterfiiUnng del' Bedin
gung lim f.l2 (nì -== O, der vierte Moment !l4 (nl unbegrenzt waehsen, bzw., 
bei fest von oben begrenztem vierten Moment, miisste del' zweite 
l,t2(nl gegen O konvergieren. Ieh formuliere dieses Resultat aIs 

Satz 11. Diverg-iert der dnrchschnittliche - Produktmoment zweiten 
Grades f.l: 1. 1; nl einer unbegrenzt wachsenden Anzahl zufeUliger Vadablen 
nicht gegen N~tll, und besitzt der durchsehnittliche vierte ]}10ment f.l[4; nl eine 
feste obere Grenze, so ist der arithmetische ])urchschttitt der zufalligen 
Variablen dem Gesefz del" grossen Zahlen nicht unterwOt1en (l). 

FiiI' die meisten Falle, mit dpnen man in del' theoretisehen Sta
tistik zn tnn hat, ist das Problem duroh diesen Satz erledigt. V on 
der prillzipiellen Seite aber bleibt noeh Ma,nohes im Dunkel. So erhebt 
sieh, z. B., die Frage, ob vielleioht sohon die Niohterfiillung der Be
dingung Hm f.l[1, I ;n] == O allein die Anwendbarkeit des Gesetzes del' 
grossen Zahlen auf den arithmetisehen Durchsohnitt zufalliger Grossen 
ausschIiesse. Fiir den Fall, wo ~t[2; n] fest von oben begrenzt ist, gibt 
unser Satz 10a die Anweisung, dass der Moment 

g2-f!. ==- E I X(n) - E X(n) I 2-a, (O < Cl < 2) 

untersueht werden muss. Es ist namlich die Frage zu entseheiden, ob 

(I) bei f.l[2j n] < 11 
und 
fII) bei der Niehterfiillung del' Bedingung 

Um ~t[1, 1; nJ== () , 
n >-+00 

g2-a gegen Null konvergieren konne, womit das Problem auf ein 
rein analytisehes zuriickgefiihrt wird. U eber den zweiten FalI, wo 
~t[2; nJ keine feste obere Grenze hat, ist znr Zeit, m. W., gal' niehts 
zu sagen. 

In diesem nicht recht befriedigenden Zustand muss ich die Sache 
bisweilen auf sich beruhen Iassen. 

Viertes Kapitel. 

Ueber stochastische A8ytnptote1~ und GrenzwB'tte de'f zufallig variablen 
Vektoren. 

18: - DnrclÌ die Analogie mit den gewohnlichen Grellzwerten 
wird uns die Frage nahegelegt, ob llicht aueh fiir stochastische Grellz-

.. 
(1) Dass die zufiilligen V:ariablen, positiv korreliert sein mUssen, ist in der 

Formuliernng des Satzes Il nicht erwiihnt, Ila es sich bei gemu,chten Vorans-
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werte, bzw., Asymptoten, ahuliehe Satze iiber Summen, Produkte, 
iiberhaupt Funktionen zweier oder mehrerer stochastischen Grellz
werte bestehen, wie fiir die ersterell (l). 

Fangen wir mit del' formellen Erweiterung del' Begriffe del' sto
chastischen Asymptote llnd (les stochastischen Grenzwerts ano Sind 

(lei ) 
X o X;l' •• ' x n , •• zufallige Variablen und ist Xi irgend ein von den 

(ktl 
moglichen Werten von Xi , so bildet del' Illbegriff del' Werte (XI , 
(k2 ) (len ) 

X 2 ,... X n ) einen Punkt in dem n ·dimensionellen Kontinuum und 
es sei mit X;k) oder 

~ (k\) (k.) d n ) I 
ì Xi ,Xc! , ••• X n ì 

del' Vektor bezeichnet, del' ihn mit dem Nullpuukte . des Koordina-
( le,) ( le2 ) (len ) 

tensyst,ems verbindet unti dessen Komponenten: XI , x:! , ••. X n 

sind. So kOlnmt man zur Idee des zufallig variablen Vektors 
\ I 
(Xi , x 2 , •• 'Xn ì 

oder in kiirzerer Bezeichnung X. der verschiedelle ndimensionelle 
, (k 1) (k.) (k n ) ì 

Werte ~ XI ,x'j , .•. X n ~ annelllnen kann (21. Durch die Bedin-

gungen: 
((1 < Xi <:: bi 

°2 < X;> :::; b2 

oder in einer kiirzeren Schreibweise 

( l) (i==1,2, ... n) 

wird ein n·diroensiolleller Intervall bezeichnet, dessen Wahrschein

lichkei t sei 
( bi) 

(2) ... P (Xi) 
ai i=1,2, ... n 

setzuugen VOll se1bst ergiot. 1st in del' Tnt 11[4; n] fest von oben begrenzt, so hat 

allch !l-[2; n], del' bekanllter Ungleichung !l-2 è < Il-l zufo1ge, eine feste ooere Grenze. 
1 

Sodann kon vergiert -n !l-:2; n] gegen Null, und da ~L:l(n) eine wesentlich positive 

Grosse ist, so lllllBS !l[i,l; n], wenn es negativ ist, gegen Null konvergieren. Siehe 
A. A. MARKOFF, Die TVahrscheinUchkeitsrechnnng, 4 Aufl., p. 125. 

(1) F. P. CANTELLI, Sulla legge dei grandi nlt'rneri, loe. cit., p. 349. 
(2) R. Y. MrsEs, J?unrlamentalsiitze del' IV. - B., 10c. cit, p. 54-55. 70 if. DER

SERLBE, Grundlagen -del' TV. Re, 10c. cit., p. 66 ff. 
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Der Inbegriff aller Wahrscheinlichkeiten fiir alle Intervalle des Kon
tinuums ist die Wahrsoheinliohkeitsverteilung. Besteht eine bestimmte 
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir einen Vektor X so ist er damit als 
ein zufa.llig variabler Vektor oder kiirzer a~s ein zuJalliger Vektor 
definiert. 

Betrachten wir einen zufalligen V éktor X, der mit unabhangigen 
Variablen: CPH CP2" .' cpn stochastiseh verbunden ist (siehe oben § 1). 
Es sei V ein Vektor, dessen Komponenten Funktionen von CPu C(J2' ••• 

rpn sind: 

Es seien weiter SI' E2, ••• -Sn irgend welche gegebene beliebig kleine 
Zahlen und 

(Ed 
(3) ... 1) I Xi -Vi 

(o) i = 1 ,2, ... n 

die 'tVahrscheinliehkeit des Zusammenbestehens der Bedingungen: 

( 4) • . . I X i - l~ i I <: E i (,i == 1 , 2 , ... ]l) • 

Wird die Bedingung 

(5) ... 
(Ei ) 

lim P I Xi -Vi 
'fi'i, ((J"i , • •. (O) 

==1 
i = 1,2, •.. n 

erfiillt, SO sage man, dass del' Vektor V eine stochastische Asymptote 
des zufalligen Vektors X ist, und schreibe 

(t;) ... 

bzw. 
(7) ... 

Ist V konstant, so ist es der stochast.ische Grenzwert von X. 
Weiter kann der Begriff der stoehastischen Asymptote, bzw., des 

stochastischen Grenzwerts no eh auf andere zusammengesetzte Gebilde 
erweitert werden, so, z. B., auf Quaternionen, Tensoren, zufa,llig va
riable Linien, FIachen u. s. f. 

J 9. _ - Weiteren Darlegungen sei ein Hilfsatz vorangestellt. Es 
seien (tI, (12' .-" Un Ereignisse, die alle zusammenbestehen miissen, von 
denen_ aber jedes. in zwei unvereinbaren Modalitaten i, bzw. e ein
treten kann. Man bezeichne mit P (il' e2,i3 ••• en ) die Wahrschein
lichkeit einer bestimmten Kombination del' Ereignisse und mit 
I p (ei , U I , (12" •• (1~-1_-' Ui+ 1 ,.,. Un) oder kiirzer mit I p (ei , a) 
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Kombinationen, die durch 
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Einsetzen von l und c auf alle mit a besetzten Stellen zustande 
kommen. Wird eine Reihe von solchen Summen gebildet, so bedeutet 
der Strich bei der Summe, dass aus ihr alle in vorangehenden Summen 
vorkommenden Summanden weggelassen sind. Man bemerkt Ieicht, dass 

~ p (e, , a) == P (ei ) 

und dass 
(8) ... P(ii,i~ .... ill)==l-l ~P~ei1a)+~' P(e2 ,a}+ ... + 

+ ~' p (en , a)~ 

ist, woher sich nach Massgabe der evidenten Beziehung 

(9)... ~'P(e, ,a)<~P(e" a) - P (Ci ) 

die Ungleiohung von G. BOOLE 

(lO)... P (ii' i 2 , ... in ) >1 - l p (e i ) + p (e 2) + .... + P (en)~ 

ergibt (1). 
J etzt kann der 1 Satz iiber die geomctrisohe Addition stochastische't' 

Asymptoten bewiesen werden. 
Safz 12. Es seien x n X 2 , ••• X n einc endliche Anzahl zufiilliger Va

riablen, von dcnen jede eine stochastische Asymptote Vi = a,sB (Xi ), 
- \ . I 

(CPi', cri ", ... ), hat. Dann ist auch der Vektol' V= I V" v2,· .. vnì 

die stochastische Asymptote des zu!iilligen Vektors ..i == ) .:uo X 2 , ••• .:un (. 
Nach dem BOOLE'schen Satz (Formei lO) hat man 

(lòi ) n :xl 

(11) ... p I x, - Vi I > l - 2: P I x, - Vi I. 
(o) i = 1 , 2 , ... n i = 1 lòi 

Jst Vi =asB (Xi), SO hat man bei entsprechend gewahIten Werten 

von cri' <fl2" •• crn 

(i == 1 , 2 , ... 1l) , 

wo À eine gegebene beliebig kleine Grosse ist, und so ergibt sich 
aus (11) die Ungleichung 

(E' ) 
P I x, - V, i > 1 - 'A , 
(O) i = 1 ,2, ... n 

(1) G. BOOLE, .An Investigation of the Law8 of Thought, London 1854, p. 307 (Cit. 
nach. F. P. CANTELLI, SuUa probabilità, con~e Un~ite de~~a frequenza,loc. cito p. 40-41). 
Da das BOOLE'sche Werk vieilleicht Manchem, wie dem Schreiber dieses unzu
ganglich ist, so gl~ubte ich den allgemeineu Beweis seines wichtigen Satzes bier 
geben zn dlirfen. 



bzw., 
(Ei ) 

(12) ... ~ lim P l Xi -Vi 1== J , 
CP'i , CP"i , • •• (o) 1=1,2, ... n 

was z u beweisen war. 
Anf das Gebiet des Gesetzes del'" grossen Zahlen tibertragen 

besagt del' Satz, dass del' Komplex einer endlichenAnzahl zufa.lliger 
Variablen (bzw., der aus ihnen gebildete Vektor) dem Gesetz der 
grossen Zahlen unterstehen muss, sobald es fiir jede einzelne zufallige 
Variable gilt. Die stochastische Unabhangigkeit von x" x~, ... X n 

wird dabei nicht vorausgesetzt (1). 
Satz 13. l-Ia,t ein n·dimensionelll'r zufalliget' Vektor X e'ine stocha

stische Asymptote V, so ist jede f'ine1' jfoordinatenaxe p(tral~le v
Komponente die stochastische Asymptote de't' entsprechenden X-Kom
ponente. 

Es ist nach Massgahe del' evidenten Beziehung 

(l ~)) 
( El 

P 
(o) 

) (Ek ) 
) Xi __ o 1~i I <: ]J 

i = J, 2, .•. k, ... n _." (o) 

er~ichtlich, dass wenn die Grosse rechts nicht den Grenzwert 1 hat, 
so kann auch die Grosse links diesen Grenzwert nicht haben. 1st 
also Vk keine stochastische Asymptote von Xk' so ist auch V keine 
stoehastische Asymptote von x". Die Bedillgung 

(l,i) .. , . Ci == 1,2, ' . , ]l) 

(1) Es sind zwei Gedallkeu auseinallderzuhalten: e1'8ten8 die Idee der Verallge
meinerullg des stoclwstisrhen Gl"enzwertsbegriffs (bzw., der Idee des Gesetzes der 
grossen Zdhlen) anf zusammengesetzte Gebilde (z. B. Vektoren) und aui' Falle, wo 
WahrscheinlichkeHsverteilnng Fnnktion mehrerer ullabhallgigell Variablen' ist, ull(1, 

zweitens, clie Satze fiber die Addition der stochastischen Asyrnptoten und Grellz
werte. Es sei in fliesem Zusammenhange erlaubt noch einige Bemerkungen be

treffellcl mancherlei Punkte in F. p, CANTELU'S Forschungen rna{\hen zu diirfen. 

Uilterscheidèt man diese zwei Seiten des Prob~ems, so sol1 man den Idéen in « Su 

due applicazioni» etc. (loc". cit., p, 295·300) (lie Entwickelung nach zwei Rich

tungen geben. Die Verallgemeinernng der stochastischen Grenzwertsidee, die von 
F. P. CANTELu,geforclert wird, solI in eine organische Verbindung mit dern ganze n 
Systern <ler stochastischen Begriffsbildnngen gebracbt werden, welcher Versuch 
oben allch gemacht 'wurde (si che ~~ 5, 18). Der F. P. CANTELLI'sche Satz a!>er (op. 
cit.) p. 297-8) solI eine" weiter gebende UmgestaUung, wie es oben in Text dieses 

fs geschah, erfahren. Er:tens, ist der Satz llicht lediglich auf (lie Dm'chschnitts

werte zn beziehen, sondern a~f znmllige V élriablen itberb:tllpt, und, zweitens, hat 
man ihn von den seine Geltung einschrankenden" Bedingungen zn befreien, mit 
denen er bei }'. p, CANTELLI verbnnden ist. 
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erweist sich also als eine nìcht lediglich hinreichende sondern auch 
als eine notwendige fiir dell Bestand der Beziehung 

(15) ..... 

Aus den bewiesenen Siitzen ergibt sich nun noeh der Salz iiber 
die algebraische Addit'ion stochastilwher Asymptoten. 

Satz 14. Hat jede zuféillige Va'r'iabl~ Xl' X:j' ••• X n eine tilochastische 
Asymptote Vi == aSB (Xi), (i == ], 2, ... n), so ist die (algebraische) 
Su mme dieser letztm'en die stocJwstisclie Asymptote del' S~trnrne de't" zu

falUgen Vadaulen, oder symbolisch: 
n n 

(16) .. 2: aSB (Xt ) ==aSB .2:: Xi, (q)', , (P"i , ... ; ,i ==],2, ... n). 
i=l i-l 

Da aus dem Zusammenbestehen del' Bedinguugen 

(17) I X• ()' 1<:-i -li l I =I: i , 

die U ngleichung 
n n n 

(18) ..... ! 2: X i - ;::; t~ i~ I <: 2: E i 
i=1 i=1 j=1 

folgt, nieht a ber umgckehrt, so hat man 

01.) n n (E-.) 

(19) .... r !2:Xj- 2: t'i! >P ! Xi- 1;j ! i=I.2 •... n' 
(o) i=1 i=1 (o) 

n 1 
wo À == 2: fi ist. Nimmt man À beliebig klein und setzt man fi == - À 

i=1 n 
ein so ergibt es sich bei jedem endliehen n, dass (tie Grosse rechts 
in (19) nach dem Satz ] 2 den Grenzwert ] haben muss und somit 
à fortiori aueh die Grosse links. 

Es foJgt weiter der II Satz iiber die geometrische Addition sto
chastischer Asymptoten. 

Satz 15. Sind .io X;l' ... Xs eine endliche Anzahl zuJéillig variabler, 
in ein und demselben n-dùnens'ionellen Kontilluum definiertel' Vektoren 
und 170 V2 , •• '. Vs del'en ~tochustische Asymptoten, so ist die geome· 
t'rische Svmme il l V2 Vs die stochastische Asymptote der 

geometrischen Summe il, x~ -1- ... Xs • 

Sind Vi. k und Xi, k die del' Koordiuatenaxe mit dem Index k pa· 
rallelen Komponentell von Vi, bzw., Xi , so hat man nach Satz 13 

(20) .•... 

wohe!' naeh Satz 14 
8 

(21) ..... 2: 'l'i k == aSB 2: Xi. k 
i=l' i=1 
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und nach Satz 12 

(22) . . . . . ~ ..É 'v i, I , ..i: v i, 2 , • •• 1; V i, n l === 
?i=l i=1 i=1 

-~. 'r .• ~ - aSB .I Xi, l, .I ,Ei,2 , ••• .I Xi, n ( • 
~ ;=1 i=1 i=1 J 

Da der erste Ve~tor _die ge~metrische Summe von VI' V~, . .. Vs und 
der zweite von X., X 2, • •• X s ist, so ist der Satz bewiesen. 

Folgende Satze konnen nun ohne Beweis angegeben werden. 

Satz 16 

(a). , ... aSB(A x) === A aSB(x), 

(b) . .... aSB(A X) === A aSB(X) 
• 

(
1 n ) 1 n 

(cl) ..•• ' aSB -.I Xi === - . .I aSB (Xi) , 
1t i=1 n 1=1 

wo mit A, bzw., Al, A 2 , ••• A s , ebenso auch mit n uud s konstante 
endliche Zahlen bezeichnet sind. 

20. -- An diesen Punkt angelangt, beftnden wir uns auf dem 
Scheidewege. Ich_gehe zuerst in diesem und zwei nachsten Paragra
phen auf einige Fragen liber unendUche Summen ein; dann wird im 
§ 23 (Kap. V) noch eine andere Richtung genommen, um einige Re
sultate liber stetige Funktionen zufalliger Variablen libel'haupt mitzu
teilen. In beiden Gebieten mogen wir nns aber mit den ersten Schritten 
zufrieden geben. 

Es sei X eine zufaUige Variable, die mit einer unabhangigen Va
riable cp stochastisch verbunden ist und eine stochastische A symptote 
v ===f(cp) hat, Einer unbegrenzten Folge bestimmter ep-Werte: (Pl, 
CfJ2" •• CPn,·'· wird dann eindeutig eine ebenfalls unbegrenzte Folge 
zufalliger Variablen: XI' x 2 , •• • x n , .•• zugeordnet, wo mit x n nichts 
a'nderes als unsere zufallige Variable r;ç bei cP === cP n gemeint ist. Be
zeichnet' man noch Vn :'== f ( CPn), so hat man 

oder Vn == a8B (xn ). 

(e) 
lim,. P I X Il - V n I == 1 

Il -+00 (o) 

Betrachtet man nun den lnbegriti der zufalligen Variablen X n , " . 

x n + I, ••• X B als einen ~ufalligen Vektor 
- \ I 

X Il ,8=== I X n , X n + 1 , ••• X B l . 
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und den 1nbegriff der Werte: vn , vn +., o o o V8 ala einen (nicht zu· 
falligen) Vektor 

- \ l 
f n, I == ( Vn , V n + 1 , o o o V, f ' 

und lasst man s unbegrenzt zunehmen, SO kommt man zu unendlich
dimensionellen Vektoren 

und 

- \ I 
X n ,00 == / X n , X n + l , o o o i 

- \ I 
Vn , 00 == / V n , Vn + 1, • 0.\ 

Lasst es sich weiter, wie es sich gleich unten herausstellt, mit der 
Wahrscheinlichkeit der Erfiillung einer unbegrenzten Reihe der Be
dingungen 

I Xi - t'i I <E (i==n,'n+l, ... ) , 

die wir mit 
(E) 

P I Xi - 'Vi I 
(O) i=n,n+l •... 

bezeichnen, einen bestimmten Sin n verbinden und ist 
(E) 

Hm P I Xi - Vi == 1 
n.-+oo (o) i=ll,n+l, ... 

so sage man, dass 

~VII , V/l + 1 , • • • == aSB ) X n , x n + 1, . o. 

isto Es fragt sich, ob, bzw., unter welchen Bedingungen, der oben 
bewiesene Additionssatz auch fiir diese oo-dimensionellen Vektoren 
Geltung habe. 

1ch flihre zuerst folgende kiirzere Bezeichnungen ein. Es sei 
namlieh: 

(23) ... 

(E) 

PII == P I X n - V n I Qn == 1 - Pn 
(o) 

(E) 

P n •8 == P I Xi - Vi I i=n,n+l, ... s, Qn" == 1 - Pn" 
(o) 

Pn,oo == Um Pn,s Qn,oo ==1-- P n ,00. 
8 -+00 

Die stochastische Unabhangigkeit von xjJ x 2 , • •• x n , ••• wird nicht 
vorausgesetzt. 

Man bemerke .erst, dass 

(24) . . . P n> P n , n + 1 >- P n • n + 2 • > .... >- P n , S > ... > O 

Metron - VoI. V. n. 3. 5 
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iat, so, dass diese unbegrenzte, nicht znnehmende, von unten begl'enzte 
Folge einen Gren7.wert, den wir oben mit P n, 00 bezeichneten, haben 
mnas (1). 1st diesel' Grenzwert gleich O, so ist P'" 00 == O, P,. + 1,00 - O 
n. s. W., waa. sich mit lirn Pn , 00 = O schreiben Iasst. Vn,oo ist dann 

keine stochastische Asymptote von Xn,oo. 

Betrachten wir nnn den Fall, wo Pn , 00 von Nnll verschieden iato 
Da Pn,8 < Pn+ 1,8 ist, und zwar bei jedem s, so gilt dieselbe Bezie· 
nng auch fiir die Grenzwerte, woher 

(25) . . . P n , 00 < P n + 1 , 00 < -Pn + 2, 00 < ... < 1 

Diese unbegrenzte, nieht abnehmende, von oben begrenzte Folge muss 
also einen Grenzwert, und zwar einen VOli N nll verschiedenen haben, 
da die erste Grosse in del' Folge (Pn, 00) voraussetzungsgemass > O iato 

U m die Bedingnngen, bei welchen lim P n, 00 == 1 ist, kennen zu 
lernen, achreiben wir auf Grund des Boole'schen Satzes (2) 

(26) ... -
8 

P n ,s>l-IQi, 
i=n 

woher sich fUI' die Grenzwerte die U ngleichung 

(27) ... 

ergibt, wo 

(28) o •• 

00 

Pn,oo>l- I Qi , 
i = n 

00 

I Q: == lim ..s Q, 
;=n 8.-,.ooi=n 

iato Nimmt man an, dass die Reihe Qn + Q" + l -t- ... in dem engeren 
Sinne konvergiert, d. ho einen endlichen Grenzwert hat, so hat man 
bekanntlich 

(29) o" 

00 

lim I Qi ==0 , 
n -+00 i=n 

woher, der Formel (27) znfolge, sich schliessen Iasst, dass 

(30) .. ~ limP ~l 
n--+oo n,oo 

.- ist. 
Betrachien wir jetztnoch den Fall der stochastischen Unabhan· 

gigkeit von 00 1;002 , •• o X n , ••• von einander. Da hat man 

(31) ... Pn,,==PnPn+l ... P,==(l- Qn)(l-Qn+t) ... (l-Qs) , .. 
(1) F. P. CA:NTELLI, Suna probabilità come li' mite della frequenza, 10c. cito p. 41. 
(2) Ibid. p. 41. 
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und da die Grossen Qn, Qn + l , • •• wesentlich positiv sind, so wird 
bekanntlich lim PII, 8 einen Grenzwert O, oder einen von O verschie-

8 -+ 00 

denen haben, je nachdem die unendIiche Reihe: Qn, Qn+ 1 , ••• di
vergent oder konvergent ist. Wir wissen aber, dass bei Pn , 00 = O 
auch lim Pn, 00 = O ist, dasR aber, bei P'I1,oo endlichem und von O 

'11-+00 

verschiedenem, Um P n , 00 = 1 ist. So verrat sich die Konvergenz der 
'11-+00 

genannten Reihe im Falle der stochastischen Unabhangigkeit nicht 
nur ala eine hillreichende, sondern auch als eine notwendige Bedin
gung dafiir, das V n, 00 == l1,SB .xn,oo ist. 

Es wurde im Vorigen vorausgesetzt, dass V'I1 = aSB (xn ) ist. Lasst 
n --+ 00 

man diese Voraussetzung fallen, so folgt daraus, dass die Bedingung 
lim Pn == l nicht erfiillt wird, und da nach der Formel (24) 
n -+ 00 

sein muss, so kann auch die Bedingung 

lùn P n , 00 == ] 
n-+oo 

Ilioht erfiillt werden.Sodann ist also Vn,oo wieder keine stochastische 

Asyrnptote von X n , oc. 

Fasst man die Resultate obiger Untersuchungen zusammen, so 

kommt man zu 
Satz 17. Es seien cP i' CP3"" cpn,'" eine 1wbegl'enzte Folge von 

lVerten einer 'ltnabhéingigen Variable cp und es sei Xi eine zuféillige Va,

dable, die mt't CPi stochastisch verb'ltnden ist. 1st weiter Vi ==1 (cpi ), 'ltnd 

so wird 

00 

Qn == p \ x n - V n , , 
E 

~Vn ,'Vn +l , •• ';,==([SB ~Xn,Xn+l, ••. ; 
I ~n-+oo I , 

sein, wenn (a) Vi = aSB (Xi) ùt und (b) die unendliche Reihe: 
i->- 00 

Qn + Qn + t + ... gegen einen endlichen Wert konvergiert. 
Die Bedingllng (a) ist dabei eine notwendige, bei der stochastischen 

Unabhiingigheit aber de1' zltfiilligen Vctriablen X n , X n + 1, ••• von einander, 
'lvird auch die Bedingung (b) notwendig. "Vie es damit im Falle der sto
chastischen Verb~ndenheit steht, bleibe dahingestellt. 
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21. -- Wollen wir obiges allgemeines Schema durch ein konkre· 
teres illustrieren. Es seien Xli , X n + 1, ••• X s , ••• zufallige Variablen, 
von denen jede durch eine entsprechende Versuchsserie und zwar zu 
n, n -t 1, ... s, . .. Versuohen, die von einander nioht unabhangig 
vorausgesetzt werden sollen, bestimmt wird. Es werde nur angenommen, 
daaa die Versuohsanordnungen fiir eine Serie zu n durch die Zahl n 
vollstandig definiert ist, so dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
von X n die Funktion lediglich von n ist. Hat man, Z. B., eine Reihe 
von Urnen mit Wahrscheinliohkeiten der Ziehung einer weissen Kugel: 
Pu P2' ... Pn, Pn+ l, •.. , so kann xn die Haufigkeit ihres Erscheinens 
in n Ziehungen sein, die der Reihe nach aus n ersten Urnen vorge· 
nommen werden konnen. Oder, hat man eine unbegrenzte Reihe von 
Yersuchsanordnungen fiir zufallige Variablen ~t, ~2" .. ~n, ~n + I, ••• 
und wird stets eine Reihe aus n Versuohen auf den n ersten Va
riabLen dieser Reihe vorgenommen, so kann unsere zufallige Variable 

X n entweder dem arithmetischen Durchschnitt: ~(n) == ~ .i: ~'i 
, n i =1 

l fi 

oder der empirischen Streuung: - .I (~'i - ~(n»)2 , bzw., einer an-
, n i=1 

deren Funktion von ~t' ~2"" ~n gleichgesetzt werden. Die stocha-
stischen Bedingungen der Versuche konnen dabei in sehr mannig
faltiger Weise angeordnet werden. So kann man, Z. B., als die n-te 
Urne die nehmen, aus welcher sohon n-l Ziehungen mit Zuriicklegen 
vorgenommen wurden, man kann die Urne durch Los oder durch 
Resultat des unmittelbar vorangehenden Versuchs bestimmen lassen 
u. s. W. 

Nun ist es und zwar bei jeder gegebenen Versuchsanordnung 
noch in sehr verschiedener Weise moglich einzelne zufallige Varia
blen x n , X n + I, •.• in CXJ dimensionelle Gesammt11eiten zu vereinigen 
und so verschiedene zufallige Vektoren zu bilden. 1c11 wilI hier etwas 
naher deren zwei Arten betrachten. 

(I) An einer unbegrenzten Reihe von zufalligen Variablen: ~t, 

~2' . . . '~n, • •• sei eine Versuchsserie zu n Versuchen in der Weise 
vollbracht, 'dass der erste Versuch an der ersten Variable, der zweite 
an d'er zweiten U. s. f. angestellt wird. Es sei damit ein empirischer 
Wert der zufalligen Variable X n == F (~'I' ~::', ... ~'n) bestimmt worden. 
In derselben Weise mittelst einer neuen und von der ersten unabhiin· 
gigen VerS1,w7u/serie zu n + l Versuchen sei ein empirischer Wert der 
zufalligen Variable' X!L+l == F (~t", ~/', ... ~/In+l) bestimmt. Die 
durch dieses Verfahren definierte unbegrenzte Reihe von unabhangigen 
zufalligen Variablen: Xli' X n +l" •• X s , ••• wird einen cx:;·dimensio· 
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nellen Vektor bilden, den ich mit ) x n , x n + I, •.. ; I oder ktirzer mit 
-1 
Xn,oo bezeichne. 

(II) Man kann aber aus ein und derselbell unbegrenzten Versuchs
folge die ersten n, dann die ersten n + 1, u. s. f. heraussondern 
llID dadurch eine unbegrenzte Folge del' zufalligen Variablen: X1'f" 

X n + Il . . . bestimmen zu lassen. So wird wieder ein oo-dimensioneller 
Vektor: ) x n , X n + 1, ••• ! II , kiirz"er ~!,I 00 definiert, den man auch den 
(verallgemeinerten) Oantelli'schen Vektor nennen kann (1). 

Beginnt man mit dem ersten Fall, so findet man aus der Formel 
(31), indem man sioh der bekannten Ungleichung 

'g(l -- x) < - x 

erillnert, dass 
8 

(32) ... IgPI <-:EQi 
n,8 i=n 

und 
Il 

-:E (Ji 
i=n 

(33) .. '. pI <e 
n,8 

ist. Da aber 
--x l 2 

e < l - x -t- -2 x 

ist, so kommt man unmittelbar zu Ungleichung 

(34), .. 
8 

p' < 1-.2; Qi 
n ,II i = n 

I (8 )2 --;-;-:E (2i 
... \! = n 

woher und unter der Rlicksichtnahllle anf (lie Forrneln (23) und (26) 
sich die Ungleichungen 

(35) ... 

und endliohJ nachdem man zu den Grenzwcrten Ubergeht, die Unglei
ohungen 

(36) ... 

(1) F. P. CANTRLLI betrachtet (loc. cit., p. 41 ff.) eine unbegrenzte Reihe 
unabhangiger znfiilliger Variablen: ~!, ~2' ••. gn , ... unc1 bildet dann einen (in 
unserer Sprache) 00 - (limensionellen Vektor aus elen Durchschnittswerten ;(n) , 

~(n+ 1), ••. nach dero Modus II. Das Wesen der Sache wird dabei aber nicbt 
geiindert, wenn man auch in Betreff von ~t , ~2' ••• die Voraussetzung der Unab
hiingigket fallen liisst. 
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ergeben. Hat nun die Summe Qn ~-f- Qn + I -t- ... keinen eigentlichen 
Grenzwert, so liefert uns die Formel (36) die triviale Ungleichung 
- co < Q~, Xl < co; ist aber di e Reihe Qn + Qn + I +. . .. konver
gent, so hat man 

und 

(37) ... 

Hm Q! == O 
n .-+ Xl TI, CX) 

QI 
__ n_, _00_ == l , 

CX) 

.I Qi 
n 

I 00 
was auch in der Form Qu,oo ('-.).I Qi, (n + (0) geschrieben werden 

n 

kann. Bei geniigend grossen Werten von n konnen daraus die Werte 
von Q!,oo und p!, 00 mieiner grossen Approximation berechnet werden. 

Ich will diese Berechnung fiir den Fall una,bhangiger zufijlliger 
Variablen :ç.o ç~, ... çn,' .. von denen jede dieselbe Wahrschein· 
lichkeitsverteilung hat, auch wirkUch durchfrlhren. Es sei 

z 
~ E (C E t)2 a a (n) == r.t2 (n) == ç(n) - s(n) == - . n 

1st noch der vierte Moment endlich, und fiigt sich also ç(n) dem 
Gauss-Laplace'schen Grenzgesetze welches uns bei grossem n als 
eine gute approximative Formel gelten darf, so kann man bekann
tlich, ebenso bei grosse m n, auch die approximative Formel 

Xl t2 

(38) 1/ 2 Jr' e - 2 0
2

, dt == 1/ 2 . ~t_ 
Jt, IrtE 

e 

anwenden. Setzt man hierin statt t und O't die Grossen (~(n) - M), 

bzw., O'(n) == da 'ein, so findet man: 
y n 

(39) ..... 
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Fiihrt man weiter zur Abktirzung die Bezeichnung 

(40) .... , 

ein, so findet man (wenn das Gleichungszeichen im Binne der appro
ximativen Gleichung geschrieben wird): 

l _ V2 a un ( . U u
2 

) (41) .. Q - _ 1/_ 1+ / + + ... 
n.oo Jt E r n VI + ~ l/l + 2 

n V n 
== Qn 8 , 

woher den Beziehungen 

bzw., 

(43) .... 
1 l <8<::: 1 u -u 

1-1/ 1 + ~ 
zufolge sioh die U ngleichungen 

(44) ..... 
Qn 1- u l Qn 

l-=-- ~t • _ 11 n < Qn. Xl < 1 - ~t 
] -~l --,-

n+l 

ergeben. Bei grossem n kann man aJso fast genau 

(45) ..... 

2 

setzen. 1st noch die Grosse -;- klein genug, so hat man eine ap
a 

proximative Gleichung 

was, in (45) eingesetzt, uns eine einfache Formel 

(46) ..... 

gibt, die eine sehr gute Approximation sein kann, wenn n sebr· 
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gross, El (j sehr klein und Qn,oo ebenso sehr klein ausfallt. l n entge· 
gengesetzten FalIen solI man die Rechnung mit anderen, ebenfalls 
gut bekannten, Mittein strenger durchfiihren, was keine prinzipiellen 
Hindernisse bietet, und fiir uns von keinem weiteren Interesse ist. 

Fiir das BERNOULLI'sche Schema ist (j unserer Formei gleich Y p q , 
und so verwandelt sich die Formel (46) in 

(47) ..... 
l 2p q 

Qn,OO == --2 - Qn 
E 

wo fiir Qn, nach (39), 

1/2 Vpq -~ (48) . . . . . Q - / e 2pq n- - . 1/-
Jt E V n 

approximativ gelten kann. 

Z. B., bei p == ~ ,q == ~ ,n == 10.000.000.000, E == 0,01, hat man 

-4 lO 
lO lO 

VI l 1 1 6 ,/2. 2'"2 2. 2 . 2 -4 -2.10 -868593 

Qn== V--;- O,OlVJOIO e ==4,0.lO.e ==4.10 

woh.er 

(I) _ 2 . j /2 . j 12 _ _ - 8C8583 
Q",oo -_ (0,01)2 Qll - 5000 Qn - 2.10 . 

Bogar bei p == j /~, q == j 12' n == 1010, E == 0,0001 hat man noch 

1 
Qtt == 6.10- 89 und Q~ 00 == - . 108 Qn == 3.10- 81 • , 2 

Hat man also (unter den Voraussetzungen des BERNOULL1'schen 
Falles und bei p == ll;J eine unbegrenzte Fo]ge unabhangiger Ver
suchserien zu 1010, 1010 + 1, lO lO + 2, U. S. w. Versuchen, so ist es 

fast ganzIich ausgeschlossen (Q~ 00 == 3.10- 81), dass die Haufigkeit 
eines Ereignisses von seiner Wahrscheinlichkeit C /2) irgend jemals mehr 

ala um O ,Q2 o I o (] 00. (),~~1) abwei chen < wird. 

~ Was den CANTELLI'schen Vektor j.\~: 00 betrifft, so bemerkt man 

leicht, dass diè Berechnung' von Q~I ex) fiir ihn sehr verschieden aus-
. . ' 

fallen kann, je nach der Art des stochastischen Zusammenhanges 
zwischen zufalligen Variablen. Obige Ausfiihrungen aber geben uns 

. tibrigens die niedere ùnd obere Grenzen fiir Q~~ 00' da steta die 
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Ungleichungen 
II ·Xl 

(49) ... " Qn :=:; Qn, X' <:: ~ Q, 
Il 

gelten miissen. Bei den Voraussetznngen des letzten Beispiels hat 

man darum 3.10- 89 <:: Q~: ex ~ 3.10- 81 , was manchmal zur Abscha 

tzung der Grossenordnung geniigen kann. 

22.- Der Satz 17 kann uns noch verschiedene andere abgeleitete 
Kriterien fiir die Beurteilun geines c'0-dimensionellen Vektors abge
ben. So wird, z. B., bekanntlich die unendliche Reihe 

Qn Qn + l konvergent sein, wenn 

bei et> O einen endlichen Wert hat, und divergent, wenn 

linl (Qn 1/) 
n~X 

nicht Null ist. Bei lim (Qn n) == 0, kann sie aber ebenso konvergent, 
wie auch divergent sein. Setzt man in die Formel 4 (K(lp. III) statt 
E G (x - v) die Grosse gr (:,c, E.JJ) und statt G (E) die Grosse Ef ein, so 
hat man eine bekannte Ungleichung 

(50) ..... 1~1 l' I gr (x,];; x) 
X - '.; X I < ----r--- , 

E E 

wo die 'Vahrscheinlichkeit links mit obigem Qn identisch ist. So 
kommt man zum Kriterium del' Konvergenz ller Reihe Qn -f- Qn + l --1- ... , 
das dal'in besteht, dass del' Grenzwert 

1+(1. [lr! x, ]1) x). H __ 
(51) .... l i III 

n >-+Xl 

oder, bei E == const, del' Grenzwert 
1+(1. 

(52).. . . . li,1n gr (x, lZ x). n 

,(u > o) 

(u > o) 

endlich sein muss. Man beachte dabei, dass diese Bedingullg eine 
lediglich hinreichende ist. 

Will mau dieses Kriterium an die unep..dliche Folge arithmetiscber 
Durchschnitte, d. h. an den Vektor 

X I--\X x il 
- ( (ll)' (n + 1) , ••• , ' 

bzw., an den Vektor 
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anwenden, so hat man die Momente von ,c(n) in Betraoht zu ziehen. 
Die U nabhangigkeit der betreff'enden zufalligen Variablen von einander 
vorausgesetzt, hat man, z. B., fiir den vierten zentralen Moment von 
x(n) folgenden Ausdruck (1) 

( ~3) 3 ') I l 3 (l TI 
D •• fl4(TI) == -2 fl-[2'n],-- fl [4' n] - -- )-.I (1l2{i)2 

n ' n'" n° I n i= I r 

Man findet sofort, dass 

n 1 + Clfl4 (n) 

gegen Null konvergieren wird, wenn 

(54) . . . . und 

2 

lim Il. [2; n] == O 
n ---+ 00 n 1 -'- (J. 

Hm P.[4; n] == O 
n ~oo u 2 -u. 

ist: fl[2; TI] und fl[ 4; n] miissen entweder von oben begrenzt sem, oder 
von niedrigel'er U nendlichkeitsordnung als n i

/ 2, bzw., n 2 sein. Da bei 
der Erfiillung diesel' Bedingungen nochstets auch die Bedingung 

l l
, l 

'im fl2 (n) == ~m - fl[2; n] == O 
n >+00 n~oon 

(55) .... 

gilt, was den Bestand stoohastisoher Asymptoten von X(TI) zul' FoIge 
hat, so ergibt sich daraus nach Satz 17 auch die stochastische Kon-

vel'genz beider Vektoren XI und XII (2). 
Es sei noch bemel'kt, dass wenn [,l2[2; n] und fl[4; n] feste obel'e 

Grenzen haben, oder wenn die Unendlichkeitsordnung von fl[4; n] die 
Unendlichkeitsol'dnung von fl2[2; n] weniger als um 1 iibel'triff't, so wird 

Hm fl[!; n] == O 

n ~oo n fl [2;n] 

sein, was einen speziellen Fall del' Liapunoff"s Bedingung dal'stellt (3). 

(f) AL. A, TSCHUPROW, On the lltathelnat'ica~ expeotation of the rno'ntents of f1'e
quency distributfolls, Part, II, «Biometrika ». VoI. XIII, 1921, p. 286. 

(2) Cf. F. P. CANTELLI, Sulla probabilità corne Untite della frequenza, loc. cit., p. 43. 
/' , ' ( . 1 n (") 

(3) Bezeichnet -man 9 z) = E I Xi - E Xi I r uud gl1'; n] = ~~ 2: g.z, so kanu 
r n i= l 7 

LIAPUNOFF's Bedingung'am beqllemsten in ùer Form 

l' gZ [k; n] (k> 2) un -, ~---k~- = o , 
n $-.)-~ nk - 2 g[2; n] 

g-eschrieben werden. A. LIAPUNOFF, op. cit., p. 3. 
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Sodann wird sich der arithmetische Dlll'chschnitt dem Gauss-Laplace' 
schen Grenzgesetz fiigen und die W ahl'scheinlichkeiten P1~, ex und 

p~I 00 werden sich bei geniigend grosse n ']t nach den Vorschriften , 
des vorigen Paragraphs ermitteln, bzw., abschatzen Iassen. 

FUnftes Ka piteI. 

Ueber stochastische Grenzwerte der zllfitlligen Vat"iablen, d'ie Funk
tionen anderer zltfiilUgen Grossen sind. 

23. - Der Satz iiber algebrais~he Addition stochastischer Asym
ptoten, den wir im § 19 bewiesen haben, ist lediglich ein spezieller 
Fall allgemeinerer Siitze iiber stochastische Asymptoten del' zufiilligell 
Variablen, die FunkUonen anderer zufalligen. Grossen sind. Nicht 
Jede Funktion einer zufiilligen Variable, die stochastische Asymptoten 
hat, mussauch selbst solche' haben. So besitzt die zufiillige Variable, 
deren Verteilung durch das Schema: 

l 
x: 'li -- n 1l 

n II 

] ] l l 
1': --- -~- --

2 2n ìl 2 2n 

gegeben ist, eine stochastische Asymptote: aSB (x) == n. Das Quadrat 

von x hat aber keine stochastischen Asymptoten, was aus dem Ver
teilungschema 

X2 : 11
2 

- 2 
l 

Jl2 n 2 +2 + 1 
1i 2' n2 

l J 1 1 
p: ---

2 '2 Il 2 21l n 

ersichtlich ist. Noch ein Beispiel. Die Haufigkeit (~) eines Erei-
n 

gnisses hat bekanntlich unter gewissen Voraussetzungen einen sto
chastischen Grenzwert. Das Produkt aber aus der Haufigkeit auf die 

Versuchszahl (: .,,) ist die Ereigniszahi, eine zuf,Ulige Variable, 

die weder einen stochastischen Grenzwert, noch iiberhaupt eine sto
chastische Asymptote hat. 

Der Leser, dem die heutige Lehre von reellen Funktionen bekannt 
ist, bemel'kt sofort, dass man hier ein Thema beriihrt, fiir desse n 
Behandlung uns mathematische Instl'umente von ausgezeichneter Qua-
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litat und Scharfe zur Verfiigung stehen. Doch erheischt die syste. 
matische Betrachtung betreffender Fragen eine Reihe von Untersu
chungen, die eine besondere monographische Bearbeitung erfordern 
und im Rahmen dieser Arbeit nicht ausgefiihrt werden konnen. Das 
folgellde soll also nur als ein lediglich sehr bescheidener Beitrag zu 
dem hier gestreiften Problem betrachtet wèrden. 

Satz 18. liJ8 sei: X o X:l' •.• X n eine endliche .Anzahl (eindimen
sioneller) zllfiilUger Variablen, von denen jede (Xi) mit einer runab
hiingigen Variable (cri) stochastisch verbrunden ist 'wnd einen sto
chastùwhen Grenzwert Ci == limB (Xi) hat. Ist F (XI' x2,.·. xn ) 

ep'i , ep"i , ..• 

eine von Cf" <P2"" CPn direkt unabhiillgige und in der Niihe von 
(lem J>ttnkte (c" c2 , ••• Cn )stetige Funkt'ion, so besitzt diese 1etztere 
eiJHm stocha,stischen Grenzwert, welcher der F'ttnktion der betrej: 
fenden Grenzwerte gleich 'ist, oder in S ymbo1en: 

(1) ... 1im F (Xi' X 2 , ••• X Il ) == 1?( C, ,c2 , ••• cn ) , 

( <p /, Cp / / i , • • . ; i == 1 , 2 , . . .J I) 

Der Beweis gestaltet sich folgendermassen. Na,ch dem Satz 12 
muss es iIi jeder unbegrenzten Fo]ge r.p/i, (P"i, ... solch einen 

(1.'i ) 
'W~rt (fli geben, dasa, bei beIiebigen Werten von 

CPi (h,) (hi > ki ; i ==~ 1,2, ... n), 

die Wahrscheinlichkeit des Zusammenbestehens del' Ungleichungen 

(2) ... I X, - Ci I <Ei , (i == l ,2, ... 11) 

der Bedingung 
(ci) 

(3) .•. IJ I Xi - Ci I >] - 11 
(o) i = l ,2 , .•. n 

geniigen wird, wo E" E:l"" Cn und ìl beliebig kleine vorgegebene 
Zahlen sind. Bezeichnet mall mit À die Differenz zwischen dem grossten 
und dem kleinsten )Verte der Funktion Fin dem durch (2) definierten 
Intervall, so bemerkt man, dass die Erfiillung von (2) die ErfiiIlung 
de~ U ngleichung 

(4)... ll-?(x, ,x2 , ... x;/)- F(c!<C21 ... Cll ) I <À 

zur Folge hat, dass aber die Erfiillung von (4) die Geltung von (2) 

nicht vorauss~tzt. Es folgt daLer, dass 

C')..) '. 

(5) . . . p I 1? (Xi' X;2 , ••• X Il ) - F(C i , c2 , ••• cn ) I > 
(O) 

(Éi ) 

> P"I Xi -- ci I > J -11 
(o) i =c 1 ,2, .. ,11 
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ist. Da aber fiiI' jede in del' Nahe von (CI' cu " .cn ) stetige und 
von <Pl, (P2' ... CPn direkt unabhangige Funktion die InteI'vàllsgl'euzen 
+ Cl , + C2 , ••• + En SO gewahlt werden konnen, dass À einer vorge
gebenen beliebig kleinen konstanten Zalll gleich wird, so ist die 
Ungleichung (5) del' Gleichung 

(À.l 

(6) . . . lim P I Il (x j , Xz , • _ • x n ) -- F (Ci' C2 , ••• Cn ) I == 1 
(o) 

cp' i cP" i , .•. (i = 1 , 2 , ... n) 

aquivalent, wo À eine gegebene beliebig kleine Zahl ist. Damit ist 
aber del' Satz 18 bewiesen. 

24.--- Gehen wir nun zur Auffindung einiger wichtigen Folge
l'unge n des bewiesenen Satzes iiber. Man erinnere si ch, dass, wenn 
eine zufallige Variable einen stochastischen Grenzwert hat, jede sto
chastische Asymptote gegen diesen letzteren konvergieren muss. Man 
hat also fiir die Variablen des vorigen Paragraphen 

Hm aSB F (Xi' X;? , - .• X n ) == MrnB l!-' (Xi' X 2 , ••• X n ) 

und 
Utn aSB(Xt ) == limB (Xi) == Ci , 

woher, del' Formel (1) zufolge, 

(7) . . . li11l aSB l-l (Xi' Xz , .•. Xli) == F ~lim aSB (x t ), lirn ass(xz) , ... 

lim aSB (xn ) : • 

Setzt man zur Abkiirzung 

y == F (Xi' Xz , •• , X n ) 

und erinnert man sich, dass die Mediane (CJ eine unvermeidliche 
Asymptote ist, so hat man 

(8) ... 

und ahnlich auch fiiI' jede andere unvermeidliche stochastische Asym
ptote, so, Z. B., fiiI' die «Mode ». 

Was die Zentralwerte betI'ifft, so mlissen dazu noch einige' andere 
bestimmte Bedingungen hinzukommen. Und zwaI', erstens, miissen die 
betreffenden matllematischen Erwiutungen liberhaupt bestehen, damit 
man von entsprechellden Zentl'alweIÌen l'eden konnte, und, zweitens, 
miissen diese letzteren stochastische Asymptoten sein. Eine bei den 
Voraussetzungen des Satzes 18 hinreichende, obwohl noch keine 
notwendige Bedingung dafiiI' ist die, dass betreffende Momente feste 
obere Grenzen haben (sielle oben Satz 8). Sind diese Bedingungen 
erfiillt, so ist die Formel (7) auf entsprechende ZentI'alweI'te an
wendbar. Z. B.: 



78 

1) bestehen die Momente: ~t2(l), ~2(2), ••• ~/n); [J>2(Y! und die ma
thematischen Eì'wartungen: E Xl , EX2 J ••• EXn ; Ey ; 

2) haben ~t:/l), ~'l(2), ••• ,~t2(n); ~2(Y) feste obere Grenzen, und 
. 3) sind die Voraussetzungen des Satzes (18) e l'fii llt, so miissen 

E'ti == aSB (Xi), Ey == aSB (y) sein, und es gilt darum die Gleichung 

(9) ... hm J; 1? (Xl' x 2 , ••• X Il ) == 1? (Um Ex{, limEx2 , •• • lintExn ). 

a) Liegen mogliche Werte unserer zutalligen Variablen: X" 

X:l' .•• xn in [ntel'vallen, deren Langell von oben begrenzt werden, 
und 

b) ist die Funktion li' liberalI stetig, so sind clie Bedingungen 
(1) und (2) von selbst erfiUlt, ebenso auch alle iihnlichen, clie andere 
Zentralwerte betreffen. So miissen dann zu (a) und (b) uur die ent
sprechenden Veraussetzungen des Satzes (18) hinzukolUmen. Sie werden 
erfiillt: z. B., 

G) wenn alle Streuungell: ~t/1), ~2(2), ••• !l2(lI) gegen Null kon
vergierell, uud 

d) welln jede mathematische Erwartung EXi (I == l, 2, ... n) 
.einen endIichell Grenzwert hai. Dann wird die Gleichung (9) fiir alle 
Rtetigell FUllktionen und fii l' alle ,"Vahrscheinlichkeitsverteilungen 
gelten miissen. 

1st ùie Bedillgung (a) nicht e rfii llt, 80 muss man direkter Weise 
sich tiberzéngea, dass sowohl ~t2(1), ~tP),... !.L~/Il), wie auch ~l/lI) feste 
obere Grenzen haben, was besonùers in Betreff del' letzteren Grosse 
llicht stets eine leichte Aufgabe ist. 

Lassen wiI' nun auch die Bedingung (b) falIen, so kann es sich man
chmal treffen, dass die Funktion F (XI' x 2 , • •• xn ) iiberhaupt keine, 
bzw., keine UllS interessierenden Momente haben wird. Und doch kann 
dabei del' Satz (18) volle Geltung haben, wenn nur die Funktion Fin 
unmittelbaI'eI' Niihe von Co °2 " •• 0n stetig bleibt. Statt voller ma
thematischer ErwaI'tungen kann man in solchen Fal1en die partiellen, 
bzw., die bedingten betrachten, die dul'ch Ausscheidung alleI' Unbe
stimmtheits, bzw., Unen<,llichkeitsstellen ('ev. mit ihI'en nachsten Umge
bungen) definiert werden. Bezeichnet man die Wahl'scheinlichkeit del' 
AnsgeschiedeJ?eit Stellen mit Q, und alleI' iibl'igen mit P == 1 - Q, 
und fiihrt man fiir die pal'tielle mathematische Erwal'tnng die Be
zeichnnngell: E'[%] x, bzw., E[~] x, oder allgemein I!J'[JJ X ein, so 

konnen die elltsprecbenden bedingten mathematischen Erwal'tungen 

't E_l E' .. b . . 1 E' d mI . [(;'l'] X - p- [0/,,] X, zw., mlt E[xl x == 7F 'J [cc] X, o el' allge-
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mein mit E(J] x bezeichnet werden (1). Lasst man nicht ausser Àcht, 
dass es sich um Falle handelt, wo es iiberhaupt keine, bzw., keine 
endliche mathematische Erwartung gibt, so ersieht man sòfort, dass 
die Frage, welche von beiden Erséltzwerten «richtiger» ist, keinen 
Sinn hat, und dass die V\Tahl lediglicl1 nael1 Zweckmassigkeitsgriinden 
zu treffen ist. Dabei muss man aber sich hliten die begrifflichen 
Grenzen zwischen der mathematisehen Erwartung und diesen Ersatz
werten zu verwischen. Es soll volle Klarheit geschaffen werden sowohl 
liber die Zwecke, fiir welehe sie zu Verwendung kommen konnen, 
wie auch iiber ihre Eigenschaften, die sie mit vo]]en mathematischen 
Erwartungen gemei n haben mogen und derenthalber sie die Rolle 
der mathematischen Erwartungen libernehmen diirfen. 

Scheidet man von moglichen Werten (bzw., Intervallen) einer 
zufalligen Variable (x) einige (J) aus, und dividiert m~lll die "Tahr
schein1ichkeiten iibriggebliebener Werte durch ihre Gesammtwahr
scheinlichkeit (P), so erhalt mHn eine neue zufallige Variable (x[J])' 
die man die bedlngte zutall1'ge Va'J'iable nennen kann. Die bedingte 
mathematische Erwartung der ersten (x) ist dabei die unbedingte 
mathematische Erwartung der zweiten (x[J)). So kann man auf diese 
letztere alle Satze des III Kapitels anwenden. Ihre Àusnlitzung aber 
zur Beurteilung del' urspriinglichen zufalligen Variable beruht dabei 
auf folgendem Satze, den ich hier ohne Beweis aufstellen darf. 

Satz 19. Kont'ergiert die· Gesammtwahrscheinlichkeit (P) der 
bedingten zu{iilligen VaTiable (x[J]) gegen 1, {und hat die ~lrspr·iiHg
liche zufiillige Variable (x) stochastische Asymptoten, so 7wt sto
chastische .Asymptoten auch die bedingte und t'ice versa .• lede sto
chastische .Asyrnptote 'l:on X ist dabei eine stochastische .Asymptote 
von x(JJ uvd 1pmgekehrt. 

Die bedingte zufallige Variable, die dieselben stochastischen Asym
ptoten, wie (He urspriingliche l1at, sei die iiquhale1lie zl'fiillige Va
'1'iable genannt und, ebenso wie auch ihre Momente und Zentralwerte, 
mit demselben, nur fett gedruckten, Buchstaben bezeichnet,. Naeh 
dem Satz 19 besteht die hinreichende und Ilotwendige Bedingung 
diesel' .A equivalenz einfach darin, dass (He Gesammtwahrschein1ichkei t 
aller ausgescbiedenen Werte gegen Null kOllvergieI'en muss. Sind 

(1) Das Ersetzen del' 'Vollen matheruatischen Erwartnng durch eine pm-tielle 

stammt, m. W., von G. BOHL.MANN ber (op. cit., p. 386-387), del' die Grosse E':J, x 

òen Hauptwert nennt. A. A. TSCIIUl'lWW sebUigt dagegen VOI' die bedingte mathe ... 
matiscbe Erwa.rtung als einen Ersatz zu gebrauchen (Ueber die rnathemati8che 

Erwartung de8 Quotienten, «ForsclJUngen del' russisehen Gelebrten im Anslande», 

Bd, I, Berlin 192~ r p. 242-243. russisch). 
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X o xl!' .. o XII die equivalenton zufalligen Variablen fiiI' x17 X 2 , o .. X n ; 

QfJ Qi"" Qn ihI'e ausgeschiedenen WahI'scheinlichkeiten; y == 
P (Xl Xi' o .. Xn ) eine Funktion von Xl' X:l' •• o X n ; und Q1J die ausge
schiedene Wahrscheinlichkeit fiir Y[Jj == F (Xl'. X;j' •• o X n ), SO ist nacb 
dem BOOLJiJ 'schen Satz (siehe oben § 19) 

(lO) ... 
n 

Qy <.:E Qi 
i=1 

und da jedes Qi gegen Null konvergiert, so ist auch lim Qy == 00 
Die bedingte zufallige VaI'iable Y[Jj, die wiI' jetzt auch V (bzwo V[J]) 
schreiben diirfen, ist also del' zufalligen Variable Y aquivalent und 
hat alle stochastischen Asymptoten mit ihr gemeino 

So kommt man zu folgendem EI'gebnias: Sind die Voraussetzungen 
des Satzes (18) erfiillt und sind die Streuungen von X o X:l' •• o xn fest 
von oben begrenzt, so ist 

lin1.BP"' (Xi' X 2 , ••• Xn ) == }'"' (Uw E Xi , Hm E X t , o o • Unt E Xn ). 

n 
1st nooh lim .:E Qi == O und hat die bedingte Strenuug 

i=1 

IJ{Y) == E[J] (y - E lJj y)2 
,V2[Jj 

eine feste obere Grenze, so ist E[Jj Y == E V eine stochastische Asym· 
ptote von V, woher 

(11) o o • hm E V == limB (y) . 

Man hat also 

(12) ... lim E F (Xi J X 2 , ••• X n ) ==F(lùn E xn hm E X 2 , • o olilnE xn ), 

wo links auch E[Jl F (xjJ X 2 , o o o x ll ) geschrieben werden kann, bzw., 
auch E[e/ol F (Xl' Xi' •• o X Il ), wenn die ausgeschìedenen Stellen ledi· 
glich Unbestimmtheitsstellen sindo Statt E[Jj P kann man auch die 
entsprechende partielle mathematische Erwartung E'[J] 11' darin ein
setzen, da sie sich von der eraten Grosse nui' durch dell Faktor P 
unterscheidet, der bei g'emachten Voraussetzungen gegen Eins kon-
vergierto 

Fasst Ìnan nun alle Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammen, 
so kommt man zu 

Satz 20. E:; se-ien X u x 2,. o o Xn zufiillige Variablen die ntit unab-
hiingigen Var'iablen C{JI, C{J2' •• o C{Jn stochastisch verbunden sind llnd 
stochastische Grenzwerte: 

Ci == lwnB (Xi) Ci == 1 J 2 , . . . ]l) 
CP'i cp"t , ... 

haben. Es se,i y . p-Y (.:{;i x 2 , ••• xn ) e-i1le Fllnktion, die von ero 
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<:p2' ••• qJn {U'rekt unabhiingig ~lnd in de'r Niihe 'Von (co c2 , • •• Cn ) 

stetig ist. 
(I) Bezeichnet man mit Wi eine unvermeidliche Asymptote von 

Xi und mit Wy eine solche von y, so hat man 

(1~~) . . . lin~ Wy == F (Hm Wl , Hm W 2 , ••• lim Wn ), 

( ep' i , cp" i , .. . ;i == 1, 2 , . . . n) 

(II) Gibt es fiir alle zufiilUgen Varùtblen: Xl, X 2 , ••• X n und y 
die geraden Mornente 'vom Gr{ute r 'lwcl haben diese letzteren feste 
obere Grenzen, so bestehen noch die Beziehungen 

(14)... UnI Q(YJ==F(l'iìn 0(1) , lim 0(2), ••• U'm O(n») , 
h kl k2 k n 

(O < h < r; O < k i < 'r ; ,i == 1 , 2 , ... n) , 

wo aUe ki tlltd h sowohl dieselblm, ebenso wie lluch ve'rschiedene 
Werte annehrnen konucn. 

(III) Es seien X I1 -;X~:l"" XI! 'und 

y == 11' (;-,ci , -;X:~ , ••• ;X:n ) 

belUngte zl~fiilli!le Ya:riableH, die llltruh A'llsschtidnny 'Von Unbe
sNnt-nttheits, bzw., Unerullichkeitsstellen der ji"unktion 

y==F(x l , x~, ... Xn ) 

ert-tstehen. Konvergieren dann die WahrscheinUchkeitell {ler attsge
schiedenen Stelle n 'von x q x:J, ... X n gegen 0, und gen'iigen (lie ge
raden Momente 'vom Grlule Ir (ler Variablen: Xl, x 2 , ••• X n 'llnd Y 
(len Erforclernissen von N II, so gilt lUe Gleichullg 

(15) . . . lirn O(y) == F (lirn 0(1) , limi 0(2) , ••• li1n O(n») , 
h kl k2 k n 

(o < h < r; 0< k, < r,. i == 1 , 2, .. _ n) , 

wo Oh (y) der Zentralwert h - ten Grades von y, (l. h. der bedingte Zen
tralwert h - ten Grades von y 'ist. Er kann in (15) auch durch be
tTeffenden partiellen Zent1ralwwrt ersetzt werrden (1). 

(l) Der Satz 20 ist eine Umforllluug und eine partielle Verallgemeinernng 

des G. BOHLMANN'schen «ersten Hilfsatzes del' mathematischen Statistik ~ (siehe 
op. cit., p. 342-317, 362-370). Doch bestehen hier tH,hr wichtige Divergenzpunkte. 
(l) Der BOHL)IANN'Sche Satz bezieht sich lediglich anf mathematische Erwartungen, 

was naWrlich der wichtigste spezielle Fall auch des Satzes 20 ist. (2) Die Grenz
beziehung, d.ie in dem BOHLMANN'schen Satze behallptet wird, ist nicht ein Li

mes, sOlldern ein Aequi valellzverh1:iltlliss : 

lim \ _li li' (x) I == J . 
I F(Ex) \ 

M6trQn VoI. V n. S. 6 
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25. -- Ich fiige nun einige Beispiele hinzu. 

A) Es sei x == ~ eine (relative) Haufigkeit in einer Reihe unab· 
n 

hangiger Versuche bei Ereigniszahl m und VersuchszahI n. Da hat 
man E x == l', wo mit p eine Durchschnittswahrscheinlichkeit beim 
einzelnen Versuch bezeicbnet wird, und es sei vorausgesetzt, dass 
sie entwec1er konstant ist oder einen Grenzwert p o == lim p hat. Fiir 

n-+ 00 

jede von n direkt unabhangige und liberall stetige Funktion gilt dann 

li1lì E 1!--' (~) == 1!-' (1)0) 
n-+oo. ]l 

und ahnlich fiiI' jede in der Nahe des Punktes 1'0 stetige, wenn Unend
lichkeits - und Unbestimmtheitsstellen, laut Vorschrift von nO iII 
des Satzes (20), ausgeschieden werden konnen. 

A~ 

So hat man, z. B., fiir die Funktion y == e 

stante ist, 
m 

An Ap" 
(16) lim E e == e 

n~oo 

n 
wo A eille kon-

was beim Bernoullischell Schema (Po == p) sich auch direkt berechnen 
lasst. Fiir jedes k llamlich hat man 

" mI E ek m== I -- prn qn- m e km == (q 
1n = o 111! (n -m)! 

1) ek)" 

(3) Von del' zuf1:illigen Variable in BORLMANN'S Satze wird nicht vorausgesetzt, dass 
sie einen stochastischen Grenzwert hat. So gelten BORLMANN'S Satze auch fiir Er
reigniszahl, die mit keiner Grosse in stochastischer Asymptoten-sondern in einer 
stochastischen Aequivalenzbeziehung zu ihrer mathematischeu Erwartung steht. Fiir 
die~e zuf1:illige Variable gilt unser Satz Uberhaupt nicht. Da in Anwendungen mei
stens solcho Funktionen del' Ereigniszahl vorkommen, wo diese letztere dnrch die 

Versuehszahl dividiert werden kann, so ist diesel' Punkt praktisch keine wichtige 
Begrenzung des' Geltungsbereichs unseres Satzes. Prinzipiell aber soll er stets im 

Auge behalten _weI'den. (4) 1m engsten Zusammenhange mit den vOl'igen Pun
kten (2) und (3) befindet si eh del' Unistand, dass BORLMANN'S Satz nicht fUI' alle 
WahI'scheinlichkl,itsveì:teilnngen nnii nicht fiir alle sogar tiberall stetige Funktio

nen gilt. Unser Saj,z dagegen gilt fii e alle Wahrscheinlichkeitsverteilllngen, bei 
denen stochastische Grenzwerte bestehen, und bei gewissen Klasseu VOll znfalligen 
Variablen (so z. B. bei haufigkeiten) fiiI' alle in del' N1:ihe des betl'effenden 

Punktes stetige Funktionen. (5fMit del' veranderten ProblemstellulIg hallgt bei uns 
aneli die grassere Durchsichtigkeit del' Begl'iindung am engsten zusammen. 



Setzt man fiir k die Grosse ~ ein, so wird 
n 

woher sich 

(17) ... 

ergibt (1). 

lim e 
A~ 

n 
==e 

n +00 

A/n 
p lim [u (e - 1)J 
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Ap 

== e 

m m/n 
. R) Die Funktion kann in der Form geschrie-

n-m l-mJn 
ben werden. Bei m == n hat sie eine Unend1ichkeitsstelle, deren Wahr
scheinlichkeit bei vorausgesetzten Unabhangigkeit der Versnche sich 

. p,+p,+ ... +pn 
gieich Q = p, p~ .. . Pn ergibt. 1st 1l11~ - ------"----------- == Po 

n 0-+ 00 n 
von l verschieden, so ist lirn Q == O. Sodann ist die Grosse 

_ . m/n 1 n -1 ',> m/n 
E[X1] ---~-;- == ----n-=-\----- 2: 1 m/n -------- , 

1 - m/n }"J T1l =0 l - m/n 
2: _ m/n 

m=o 

wo P m/n die Wahrscheinlichkeit cles m - maligen Eintretens des 
betreffenden Ereignisses in n Versuchen ist, eine stochastische Asym
ptote nnd folglich 

(18) ... lim E[oo] m/n 
1- 'l'n/n 

Po -----'--- == l1:m B 
1-- 1'0 

n-m 
m 

C) Es sei, dass an zwei stochastisch mit einander verbundenen 
Variablen x und y n Versuche vorgenommen werden. Man bezeichne 
mit ni l' bzw., n I j die Zahl der Versuche, wo x den Wert Xi , bzw., 
y den Wert Yj angenommen haben, und mit ni iJ" die Zahi der Ver
suche, bei welchen sowobl x den Wert x i, wie auch y den Wert 
yj zeigten. Es seien die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten mit 
Pi l , P I j und Pi I j bezeicbnet. Die Grosse 

k ~ [p i I j - l'i I 11 li J2 
cp2 == 2: .;;;;. 

i=1 j=l l'illJ Jj 

(I) Vergl. G. BOHLl\IA~N, op. cit., p. 399. 
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ist the mean square contingency der EngHinder und die Grosse 

k 1 lfn i I j - ~ ni I n I j ]2 
cp2 == ~ ~ 

a ; = l j = l 11; I n 1 j 

the approximate value of the mean square contingency (K. Pearson). 
Diese Grosse hat k + l Unbestimmtheitsstellen, da bei ni I == O und 
bei n li == O sowohl der Nenner, wie auch der Zahler gleich Null 
werden. Bezeichnet man qi I == 1 - Pi 1 und q I j == 1 - P I j, so wird 

die Wahrscheinlichkei t von ) ni I == O ~ Qi I == q; l' und ahnlich 

'Q n Jj==qjj 

Da alle q von 1 verschieden sind (im entgegengesetzten Falle wiirde 
sich unsere Tabelle auf eine mit wenigeren Reihen reduzieren), so 
hat man, der Formel (lO) zufolge, fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit 
aller auszuscheidenden Stellen (Q): 

\ k 1! l n I 
liln Q < Um, ~ qi I + 2: q li' == O 

n +00 n +CX) /i=1 j=l· ) 

An (Pa ~ Hisst sich also nO 1lI des Satzes 20 anwenden. Schreibt man 
es in der Form 

[ 
__ n_i_1 L _. _'iì_ti_I__ _1_1,_1 J_'j2 

k l n n n 
<p2 == ~ ~ --'=-_________ --"---_ 

a i=lj~1 '11 i 1 .!..~ 

11 11 

und nimmt man die Beziehungen 

limB (":: j ) =P ili ,. limB (":'1 ) = p; I ; limB (':: j ) = p Jj 

in Betracht, so findet man 

Ct9) ... liln E[Ofol CPa 2 == cp2 • (1) 
n -+00 

Damit wird auch bewiesen, dass die Grosse cp2a , obgleich sie 
~ keine mathematische Erwartung im eigentlichen Sinne hat, doch einen 

stochastischèn Grenzwert besitzt und zwar 

limB cp 2
a == lim E[O;.J cp2

a == cp2 • 
n r>- 00 n ..... ~ 00 

.. 
(1) VergI. AL. A. TSCHtiPROW, Ueber die 1nathen~ati8ohe Erwart'ung des Q'UQtienten 

(ru8sisch), 10c. cit., p. 257-261. 
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E) W ollen wir no eh den stoehastisehen Grenzwert eines geome
trischen Du't'chschnitts auffinden. Es sei eine un begrenzt fortsetz bare 
Folge unabhangiger Versuehe gegeben, die der Reihe naeh an zu
falligen Variablen X p x

2
, • •• xn " •• vorgenommen werden, und es 

seien x'" X':J"" x' n, ... die zufaUigen Werte, die dabei zu Stande 
kommen. Es sei vorausgesetzt, dass unsere zufalligen Variablen le
diglieh positive Werte annehmen konnen, die eine feste von O ver
sehiede positive untere Grenze und eine feste obere Grenze haben. 
Weiter sei angenommen, dass 

l n 
- I E 10g x; 

n i=l 

einen Grenzwert hat. Es sei 
n 

y == V X' l X' 2 ••• X' n 

der geometrisehe Durehschnitt von X'" X/:l" •• X' n • 

Fiihrt man die Bezeiehnungen 

11 == 10g Y wlll ~i == log Xi 

ein, SO ist 

und wenn 1') einen stoehastisehen Grenzwert 1')0 hat, SO wird aueh 
y == e'YJ, naeh dem Satz 18, einen stoehastisehen Grenzwert haben, 
und zwar 

(20) ... limE (y) == e'YJo 

Bezeichnet man (He Streuung von ~i mit ~~i), den Produktmoment 

von ;i und S7 mit ~ii:;) und die Streuung von 1') mit ~2(n), so hat man 

nach der una schon bekannten Formel 

1 n-l 
~2(n) == n ~[2; n] + -1-l _. f![I, l: n] • 

Da bei der Unabhangigkeit der Versuehe 
(i, i) 
~1 , 1 == E (log Xi - E 10g Xi ) (log xJ - E 10g xi ) 

== E (log Xi - E log Xi ) E (log xJ - E 10g xi ) == O 

ist, so ist auch der arithmetische Durchschnitt aller ~~i,'/) , d. h. die 

Grosse ~[1, I; n] == O. Die Grosse ~(2; n] , d. h. der arithmetische Durch· 

schnitt aller (.1~i), muss bei gemachten Voraussetzungen eine feste 

obere Grenze haben, und darum wird die Streuung von 11, mit unbe-
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grenzter Zunahme der Versuchszahl (n), gegen Null konvergieren. 
N ach delll Satz l hat also Y\ stochastische Asymptoten, und da 

1 n 
E 'Il == - 2: E 10g mi 

ni=l 

voraussetzungsgemass einen Grenzwert hat, 'so ist 

(21) . . . "lo == 1imB(Y\) == Urn ~ ~ i E 10g Xi I), • 

n -+ 00 t n, i = 1 

Die Grosse rechts kann in einer anderen Form dargestellt werden. 
Es seien mogliche Werte von x mit /tI' a:J' ••• as und ihre Wahr
scheinlichkeiten mit Po p~, ... Ps bezeichnet. Dann hat man 

s Ps 
E 10g m == 2: Pi 10g ai == log (a t Pi al~ ... as ) • 

i = 1 

ps 
Die Grosse a t

Pi a/2 •• • as ist der geometrische Durchschnitt mog-
licher Werte mit betreffenden Wahrscheinlichkeiten als Gewichten. 
Nach Analogie mit der mathematischen Erwartung kann sie die geo-

metrische Erwartung genannt werden. l eh bezeichne sie mit E x. Es 
ist also 

woher 
(22) ... E 10g x == 10g 1-1} x (1). 

Sodann hat man 

(27) .... 

und 

l n l n -
-, 2: E 10g Xi == - 2: 10g EXi 
lli=l ni=l 

n 

== 10g Y E=!J-x-t-l!.=-J-x-. 2-.-.-.---'E=-'!J-
n 

"10 == 10g ~ 1Ì1n Y l~ Xi E x 2 ••• 1-1} Xfl 

t n >+00 

(1) Aus, dleser Formei hltt man 

(~3) ... Ex= expo (E log x) 

woher sich folgende Grulldeigenschaften YOH ii x sofort erge ben: 

(24) .... 

(25) ...• 
(26) .... 

.. 

EAx=AEx 
Exk = (Ex)k 

EXy ... 1V c=ExEy ... E'w, 

wo k eine beliebige reele Zahl und x, y, •.. w beliebige zufi:illige Variablen sind, 

deren Unabhi:ingigkeit dabei nicht vorausgesetzt wird. 
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woher endlich, der Formel (20) zufolge, sich die schIiessliche Glei· 
chung 

" n 

(28), ' , 
l __ ~___ I~=---=---~ _---

lilnB V'X'i x'~ 'o o x'n == Hm VE Xi E Xi" • E Xn 
n >+00 n»ex> 

ergibt. Nimmt man nun in Betracht die Formeln (25), und (26) so 
kann diese Gleichung auch in der Form 

n 

( "9\ :"'. ) , ... l , V-,--,---,- l" 
'tmB X i X 2 ••• X Tl == tm 

Il >-+ ex> n>+ ex> 

geschrieben werden, Sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller 
Variablen identisch, SO sei 

E Xi == 1:; x 2 == ". ==E X , 

woher 
n 

limB Y X-'-i-X-' -" -•• 

ll~OC -

X' n ==];; X 

Fiir <len geometrischen Durchsclmitt einer endHehen Anzahl zU o 

falliger Variablen hat man dagegen direkt nach den Satzen 18 und 20: 

wenn die betretl'enden V oraussetzungen erfiillt sind. 

26. ~ Die Untersuchung der si cIi an den Satz 18, bzw., 20 
ankniipfenden Fragen geht evident iiber die Grenzen dieser Arbeit 
hinaus. Da bestehen zuforderst verschiedene Beriihrungspunkte mit 
den Problemen der mehrmals zitierten G. Bohlmann'schen Untero 

suchung, doch konnen in dieser Richtung laufende Faden hier nicht 
weiter verfolgt werden. Andererseits gibt uns der gewonnene Stando 
punkt noch nene Moglichkeiten fiir die Aufsuchung der Bedingungen 
des Bestandes der stochHstischen .Asymptoteu, wovon ich hier eine 
kleine Probe geben will, um einen Ausblick noch in dieser Richtung 
zu gewinnen. 

Batz. 21. Es se,i x eine zufiillige Variable, die lnit einer un
abhiingigen VaTiable Cf> stoeh(lstisch verbunden ist. Es sei y == F (x) 
eine den Bedingungen des Satze.~ (20) geniigende Funktion, 'ltnd 
es sei noch angenornmen, dass E x einen endlichen Grenzwert 
X o == lim E x hl1t, und die St'reuuugen p,}x), fl.}Y) fest 'l-'On oben be-
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grenzt sind. Wird dabei die Bedingung 

lint E F (x) == F (xo) 
er', q>" .•• 

nicht erfiillt sei,n: so kann x keine stochastische Asymptoten haben ... 
In der Tat, wenn x stochastische Asymptoten hatte, so wiirden 

dann alle Voraussetzungen des Satzes 20 erfiillt sein, und so miisste 
R,uch die obenangegebene Grenzbeziehung gelten, WRS den Bedin
gungen des Satzes widersprache. Es wiirde sehr leicht sein dieser 
Bedingung (die eine notwendige, doch aber keine hinreichende ist) 
eine allgemeinere Formulierung zu geben, doch diirfen wir es hier 
unterlassen. 

Mit Hilfe des Satzes 20 .Iasst sich noch eine andere notwendige 
Bedingung begriinden. Es sei eine Funktion y == <I> (x, H) durch die 
Bedingungen definiert, dass bei l x I :r:;: H, sie gleich x, bei I x I > B, 
aie gleich :N un ist, oder in Symbolen: 

(32) .... 
\ re , 

<I> (x, H) == 'I o , 

Da sie im Intervall - H < x < H stetig ist, so Jasst sich darauf 
,der Satz 20 (nO II) anwenden, wenn nur l,n},B (x) im demselben In
.ter.vall liegt. 

Es sei x eine zufiillige Variable, deren Streuung (1-l2) fest von 
oben begrenzt ist. Hat sie stochastische Asymptoten, so ist 

E x == aSB(X) • 

Ftihrt man no~h eine zutallige Variable Z == x - E X ein, so hat man 

l? Z == o, limE (Z) == o, E (Z -: E Z)2 == 1-l2 • 

Betrachten wir eine Funktion 

11 == <l> (Z2, 112
), 

die in der Niihe des Punktes Z == O stetig 1st und lediglich im En
dlichen liegende mogliche Werte hat. Besitzt x stochastische Asym· 
ptoten, hat also Z einen stochastischen Grenzwert (limB Z == O), so 
muss nach Satz 20 die Gleichung 

(33).. lini E.<I> (Z2, HZ)' == <I> [(liHt E Z)\ H 2J == <I> (0,11 2
) == o 

gelten, was, nach der Definition von <1>, mit der Bedingung 

(8) 
(34) . . . . litn E (x -- E X)2 == o 

CPi' CPz' •• (0) 

identisch ist. 1st sie .,nicht erfiillt, so hat x keine stochastischen 
Asymptoten. 
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So haben wir 
Satz 22. Hat die Strettung einer zufalligen Var'iable (x) eine 

feste obere Grenze, 'ltnd konvergiert die partielle Stlrewung ~ 

(H) 

E 1 x - Ex 1
2

, 

(o) 

wo H eine beliebige konstante positi1je Glrosse ist, niclt t gegen N'ltll, 
so kann x keine stochast'ischen Asymptoten haben. 

Bemerkt man, dass, wenn w eine unvermeidliche Àsymptote ist, 
(H) 

limB (x - w) == O und E (x - w) == aSB (x - w) sein muss, so erhalt 
(o) 

man durch ein ahnliches Raisonement 
(Hl 

(35) ... lint E <I> (Zk , Hk) == cI> [(lim E Z)k ,Hk.] == 
(o) 

wo Z == x - w ist, woher 
(H) 

==<p(O,.Hk) ·0, 

(36) , . . . lim E I x - 1{) I k == o , 
CPp CP:l" .• (o) 

wenn x iiberhaupt stochastisch konvergent ist. 1st (:16) nicht erfiillt, 
so kann x keine stochastischen Àsymptoten haben. Dieses Ergebniss 
formulieren wir wie folgt: 

Satz 23. Konvergiert ein part'ieller gerader Moment 

(H) 

Elx-wl k , 
(o) 

wo li, 'ltnd R beliebige positive Zahlen s'ind 1-lnd w eine unvermeid
liche Asymptote ist, nicht gegen Null, so hat x keine stochastischen 
Asymptoten. 

Beide Satze konnten auch mit der rriiheren Methode der Zerle
gung in parti elle mathematische Erwartungen abgeleitet werden, doch 
ist das im obigen angewandte Verfahren ein kiirzeres. Vielleich wird 
es sich nooh in einigen anderen Fallen bewahren konnen. 



R. À. FISHER, M .. À. 
Rothamsted Experimental Station 

Applications of "Student's" Distribution. 

1. - Introductory. 

The Theory of Errors may be said to bave taken its orlgln in 
the fact tbat the accuracy of the mean of a number of observations 
may be estimated from the discrepancies observed among the indi
viduaI values used in obtaining the mean. In the simple theory ape 
propriate to· samples drawn from a normal population, of which the 
variance (mean squared deviation) is (J~, it is easy to show that the 
mean of n' observations wiIl be distributed normal1y with variance 

(J2 
(J2- -_ 

:Il - n' 

consequently, if (J2 were kuown a p1'iorl, the sampling distribution 
of the mean would be fully known. To test any hypothesis respec
ting the mean of the population, as for example that the mean of 
the population was any assigned value 'In, we should merely ne ed 
to calculate 

- Vrl' 
t==(x - m)-

(J 

and the probability integraI 
00 1J __ lt~ 

P, V 2 Jt- e 2. dt 
t 

would give, w~th any degree of accuracy required, the probability, on 
that hypothesis, that a greater discrepancy should occur than that 
actually observed.' If the value of P so calculated turned out to be 
a small quantity such aB. 0·01, we should conclude with some confi
dence that the hypothesis was not in fact true of the population 
actually sampled. 
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2. - " Student's" Distribution. 

In the majority of cases in which such tests are required we 
have no a priori knowledge of the vari ance of the population, or 
indeed of whether its distribution is normal or noto The first point 
(which alone we shall consider in detail) was met by estimating the 
variance of the popnlation from the sample itself; if reo re 2 , •••• x n ', 

be our observations, we may take 

;! S(X-X)2 
S ==---

n' -1 

as an estimate of the unknown variance, a2
• 

8, so calculated, is a perfectly good estimate of a, but it is seI· 
dom or never equal to a, and, as was first pointed out by « Student,» 
in his fundamental paper of 1908, (1), if in testing significance we 
substitute 8 for a, and calculate 

)17 
t == (x - m)--

s 

we have no right to assume that t will still be distributed in the 
normal curve, or that the significance of an observation can be ac· 
curately tested by the normal probability integraI. In order to obtain 
an accurate test «Student» investigated the distribution of 8

2 in 
random samples; from the relation connecting the first touI' moments 
he inferred that it was probably of the Pearsonian Type III, and 
so obtained the exact distribution, which may be written 

n'-l 

ll;f == (C--n-l -1_3-,) - ("~ a' T"-· 
---- 1 

, 2 

where n == n' -1. 

nl-3 
2 

e 

_ (n' -l)!'. 

2 ('i" 

Assuming that the distribution of 8
2 is independent of that orx 

this expression may be used to deduce the exact distribution of 

f;r 
t ::-: (x - '}lì) --

s 
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for tbe distribution of x is given by 

n' (x _11/,)2 

2 o~ - (il' -
. --- dx 

(J 

or, for a given value of 8 by, 

1 _~~_ 
df== 1/--- e 2 Oli • 

Y 2 1(; 

~dt 
(J 

; 

so that for all values of s 
00 

d t rC 2)~ -- S 2 e 
(J 

o-

o 

(n-l) ! 
2 ( , t

2 

) 

== (n - 2), V- ] + U 
2 • Jt n 

n+l 
--2-

dt . 

(n+t2)82 

2 0 2 d (Sll) 

This is equivalent to the form given by «Student» in 1908 Cl). 
The result obtained at tbat time was partly intuitive, since on two 
points the demonstration was incomplete; (i) the distribution obtained 
for 8

2 agrees with thc true distribution in the first four moments, but 
might ooncèivably have differed from it in the bigher moments. (ii) 
« Student» demonstrated that 8 2 was not correlated with (i - m)2, but 
did not show that the two distributions were entirely independent. 

3. - Proof of the exactitude of «Student 's" Distribution for 
Norma) Samples. 

One method oi proving these two points, which has been found 
to be valuable in other sampling problems, is to consider the obser
vations Xi" ••• ,Xnf as rectangular coordinates in Euclidian space 
of n' dimènsions; the volume element in this space will be 

dv == dX j dX2 •••• , dx n' , 

and since the individuaI observations are independently distributed 
so that 

.. 1 
df-= ---' -=- e 

(J V 21(; 
llx , 
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the frequency element for the sample will be 

1 
1 - 2 o~ 8(x-mp 

d! ==- «j V 2 :rt) n' e dv . 

The density with which samples occur in any region is therefore 
proportional to 

1 -27 8(x-m)~ 
e 

n' -
- ~ (x-m)~ 

e 

To find the simultaneous distribution of x and 8
2 it is necessary 

to express the element of volume dv in terms of these two statistics. 
Observing that x is proportional to the distance of the sample point 
from a fixed «pIane» region, 

S(x}= O , 

and that s is proportional to the distance from the fixed line, 

it follows that the element of volume, dv, varies as 

n'-2 
S ils dx, 

so that d! varies as 
n' 

2 o~ 
e 

{x-m)2 (n'-l)s~ 

d"X 
2 o~ 

d8 . 
n'-2 

S e 

Since this fans into two factors involving ;; and 8 respectively, 
the two distributions must be wholly independent, and completing 
each with its necessary constant factors, we have 

n' -- --o (lIl-m)~ V ---
(lI'==- -~- e 2 o~ ~ dm 
. V 2 :rt a 

n'-1 , 3 (n'-1)8~ 

X (i'1-3) ( "~~, l )-2- (8
2

) n;- e 20
2 

the simultaneous distribution from which the distri bution of t has 
already been derived. 
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4. - Conditiol1s for the wider application of " Student's " di
stribution. 

Although, for the solution of tbe speeifie problem attacked by 
« Student », tbe simulta,neous distribution' of ;;; and 8

2 is aB that is 
required, yet the fa et tbat this distribution is compounded of two 

. d d d' 'h' . th f (x -- m) V;')- d' 'b t d tn epen ent lstn utlOUS, (1) at o , lstn u e Dor-
a 

mally about zero with unit standard deviation, and (ii) tbat of 

(n' - 1) 8 3 

(== X2
), 

in the distl'ibution 

1 ( X2 ) '11' ;-3 - + x~ 
(~l == ---- -2 e (l (X2) , 

n' -- 3 
---1 

2 

in sneb a way tbat 

(x -111) VU' 
t==---

shows that «Student's» formula for the distribution of t is appli
cable to all cases whieh can be reduced to a eomparison of the de
viation of a normal variate, with an independently distributed estimate 
of its standard deviation, derived from the sums of squares of homo· 
geneous normal devitttions, either from tbe true mean of the di· 
stribution, or from the means of samples. 

5 .. Significance of differences between means. 

This statistical situation occnrs very frequfntly in eonnection with 
experimental "Nork; and, consequently. «Student's » di8tribution affords 
the solution of a variety of problems beyond that for which it was ori· 
ginally prepared. Of these, one that appears continually under one form 
or anotber,is the comparison of twomean . va,}ues. If ;;1 and ;2 are the 
means of two' samples of n

f 
and '1/ 3 va]ues respectively, and we wish 

to test ii the two means are sufficiently alike to warrant the belief 
that the samples ~re drawn from the same population, or, on the 
other hand if the means are signifieantly different, welmay suppose 
the hypothetical popù]ation to bave a standard deviation, o. Then 

_ .. 



wiU be normally distributed with unit standard deviation; furtber, 

wiU be distributed in the X2 distribution ior n == 1/ 1 + n
2 
-- 2, (or 

n' == n j + n z - 1); moreover, these two distributions will be whol1y 
independent. Oonsequently, ii we write 

t == (XI - x 2 ). V 11 j -1- 11 2 =~___ l/--;;;:V-:;-
V SI + 8 2 V l1j + 112 

then t wiU be distribnted in <, Student's» distribution, specifted by 

n==n l +n2 -2. 

Example 1 . 

.As an example of the application oi this method in experimentai 
work we may take a portion oi the data oi hn electro·culture expe· 
riment carried out at Rothamsted in 1922. Eig-ht pots g-rowing three 
barley pIants each, were exposed to the action of a high tension 
discbarge, while nine Bimilar pots were enciosed in an earthed Wlre 
cage. The numbers of tillers in each pot were as follows: -

Electrified 

Oaged 

16,16,20,16,20,17,15,21 

17,27,18,25,27,29,27,23,17 

mean 17.625 == Xi 

mean 23.333 == x 2 

The difference between the means is therefore 5.708; also 

Sj == 37.875, S2 == 184, Sj + S2 == 221.875 

multiplying (SI + B.J by 17 and dividing successively by 15, 8 and 
9, we have as the estimated variance of the difIerence between the 
means, 3.4925; and for the estimated stlandard deviation, 1.8688. The 
value of t, which i~ the ratio oi the difference to its estimated stano 
dard deviation is therefore 3.C54. For n == 15, Table I shows that 
this value will be exceeded by chance about 41 times in 10,000. In 
other words a diffel'ence, positive or negative, greater tban that ob
served will oceul' by chance only about 8 times in a thousand trials. 
The diffel'ence must thel'efore be judged significant. The two seri es 
are definitely unlike in their tillering; tbe possibility, however, tbat 
unlikeness in the variability as well as unlikeness in the mean, bas 
contributed to tlJe result is not excluded hy this test. The possibility 
that samples from lwpulations alike in their mean, but unlike in 
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their variability should give significant values of t is scarcely of 
importance in ralation to the practicai use of the test in experi. 
mental work. 

In caseS where the two samples are equal in number, and in 
wbicb each individuaI of one sample corresponds in some way to 
a particular individuaI of the second sample, we may test the sig
nificance of the difference of the means, either by the above me
thod, or by the method as original1y set forth by «Student ». In 
the latteI' case the differences between corresponding values are con
sidered as a single sample, and the test sbows if tbeir mean differs 
sjgnificantly from zero. When both methods are available, sometimes 
the one and sometimes the other is tbe more sensitive; if either 
shows a significant deviation its testimony ccmnot be ignored. If, as 
frequently happens in experimental work the corresponding values 
of the two samples are positively correlated, the standard deviation 
of the differences will be reduced by this circumstance; against this 
advantage we must set off the fact that in treating' the results as 
a &ing]e samp]e, the value of n is only half as great as if the two 
sa.mples had been treated sep:uately. The results of applying both 

: te~ts to the same data supply a direct statistical measure of the 
efficacy of the system of «contro]s» which has been utilised. 

-
6. - Significance of regression coefficienis. 

The second class of tests for which «Student's» distribution 
provides an exact solution, lies in testing the significance of the 
large class of statistics known as regression coefficients; and also 
in testing the significance of differences between regression coefficients 
obtaÌned in different samples. 

Consider a simple linear regression formula 

Y == (t + b (x - x) 
in which the coefficients a and b have been calculated by the 
eqnations 

b == S l y (x - -X) : 
s (x - X)2 

a==y 

il, for a given value of x, y is -distributed normally with variance 
(12 then coufining attention to samples having the same val'ltes oj x, it 
is evident that b will be distributed normally with variance 
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moreover, the mean of this distribution will be the value of the 
regression, say, ~,obtained from an infinitely large sample. In 
otber words 

(li - ~) y s (x --xf 
-------_._-~ --------~-.-------_.-

wiU be normally distributed about zero with unit standard deviation. 
This expression in volves the unknown parameter, (J, and it is 

by substituting for (J an estimate of its value, s, derived from the 
observations, that the distribution is changed from the normal form 
to that of « Student's» distribution. The estimate which we shall 
consider is , 

.. 1 .\.J. "\7 )~ s" == -------~--- !J CII - .1. n' - 2 .! ' 

wbere n' is the number of observations. We shall prove tbat 

~ S (y - y)2 is distributed as isthe sum of the squ3,res of n' -- 2 
(J 

quantities distributed independentlyand normally with unit standard 
deviation. It is perhaps worth while to give, at length, an alge
braical metbod ot proof, since analogous cases have hitherto been 
demonstrated only geometricalJy, by means of a construction in 
Euclidian hyperspace, and the validity of such methods of proof may 
not be universally admitted. 

lf x l' X 2' . • • • • X n , be distributed normally and independently 
witb unit standard deviation and if, 

Cl == PI' Xl + PI2 x 2 -t
C2 == P2' Xl -~- 1'22 x 2 -t
Cn' == pn:/ x, + pn'2 X 2 + 

· p,n' Xn, 
• P2n' Xn , 

• Pn'1if X n , 

then t17 C2, • . . . . Cn" will be distributed uormally and indepen
dently with unit standard deviation, provided t'or all values of i 

p\, + 1)\2 • 1)2 in' == 1 

and for all unequal values of i and j 

l)i! pji + _lJi2 Pj2 -t- . . . . . + pin' p:jn' == O 

Now, if t n C2, ••••• Ch be any h linear functions of xI' x 2 ••••• X n, 

fulfilling these conditions, tbe set of h homogeneous equations, 

P Il l'il + Pi 2 Pi2 + 
Phl l'il +·lJh3 Pi~ -t- . 

Mt',on - VoI, V. n. S~ 

. p In' l'in' == O) 

• pnh' pin' == O 

7 



involving the n/ unknowns _Pii' Pi2 ••••• l)inl' can aÌways be 
solved if h does not exceed n' - 1, and every such solutioll will 
yield a solution of 

conseqnently we can always find in succession, variates 

~h + 1, ~h + 2 • • • • • ~n' 

fulfilling the requil'ed conditiollS. 
Fl'om this it follows that 

n' Il 
8 (x~) - S (~:!) 
1 1 

ean always be expressed in the form 

n' 
S (ç2) 
"+1 

nnd i8 therefore distrihnted as 18 I,he sum of the squares of n I - Il 
qnantities normal1y and independently distributed with unit standard 

. dèviation. l\loreover this rlistribntioll will be who]]y illdependent of 

. ~J' ..... ~h 

Now if fJ. -t- ~ (x - ;;) 

i8 the regTnssion Une of the popuhttion sample<1, the quantities 

are normally and independently distributed with unit standard 
deviation; and, since a and b have been chosen to make 

1 ~ - t2 

~S~y-a-b(x-x)~ 

a . minimum, it may be reduced to the form 

] S \ r.l ( -) /2 n' ( . ):3 (b r.l)2 S (x - x)' 
-- -02- t Y - u. - r' X - x \ - -.- et - et - - r' 

o~ 0 2 

alld will, cOllseqllently, be distributed as is the suru of the squares 
of (n' - 2) quantities, each distributed independently and normally 
with unit standard deviation, provided that 

(a --- a) y.U' (b - ~) - . 
-------- and --V S(x- x)~ 

(J o· 



are so distributed. Now 

(a, - a) V1T _ s \... l Y - a - ~ (x - x) l 
(J - I r n' . (J 

and is of the form required for çl having 

l 
. == P i n' == r n l 

satisfyi ng the eq uatioll 

p\t + p\z -1-
also 

-1- P~l n' == 1 

y - et - B (x - ;) ~ 
_.-----------------~-----~.~---_.-

(J. 

which is of the form required t'or çz, having' 

Xi -x 
pti =-= . 

y S (x - X)2 

satisfying both the eq uations 

2 I 2 + P 21 -r P 22 • • p2 3n , == 1 
and 

OOllsequently 
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lUust be distributed in random samples as is the SUffi of (n' - 2) 
quantities, each distributed independently and normaUy with unit 
standard deviation; and this distribution will be wholly independent 
of that of a and b. 

Substituting for (J its estimated value 8, we see that 

t 
(b - B) Vn' - 2 rs-(x-=XY

r (y - Yy 

wiU be distributed in «Student's» distribution for n == n' - 2. 
The quantity t invo]ves no hypothetical quantities, being calculable 
wholly from the observations. It is the point of themethod, as of 
« Student's» originaI treatment ot the probable error of the mean, 
to obtain a qmintity of kuown distribntion expressihle in terrns of 
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the observations only. If we had found the distribntion of b for 
samples varying in the values of re observed, we should have been 
obliged to express the distribution in terms of the nnknown stan
dard deviation (Jx in the population sampled; moreover, since (J:c 

is unknown, we shouldhave been obliged to substitute for it, an 
estimate based upon S (x - X)2; the inexactitude of the estimate 
would have vHiated Oar solution, and required us to make alIowance 
for the sampling val'iation of 8 (x - ;;y~; finally, this process, when 
allowance had been accurately made would lead us back to the « Stuo 
dent's » distribution found above. The proof given above has, however, 
the advantage tbat it is valid whatever may be the distribution of x, 
provided that y is normally and equally variable in each array, and 
that regression of y on x is linear in the population sampled. 

7. Non-Iinear Regression. 

The same distribution is adequate for the coefficients of a non 
linear regression formula, stilI provided that y is normally and 

. equally variable in each array. For suppose the regression equation 

. is' of the form 

Y == no +- (lI Xl' + u 2 X 2 ~1~ ...... + up X p 

where X o (== 1), Xi' X 2, ••••• X p are orthogonal functions of x, 
so that for alI uneq ual values of i anti j 

8 (Xi X) ---- O 

the summation being taken over the observed values of x. In the 
most important case Xi wiU be a polynomial in x of degree i. In any 
case the coefficient, Ui, wiU be estimated by means of the equation 

and 
()~ 

2 ----__ _ 

(J (ti.== S (X 2
i ) 

consequently, byan easy extension of the reasoning used above, 

t . !ai _. ai) V~- p -? V S (X 2
i ) 

V 8 (y _ y)2 

will be dil3tributèd in « Studellt's» distribution, for 11 == n' ~--- p 1. 
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In practice it is quickest to calculate S (y - Y)~ fl'om the l'elation 

S(y- y)2==S(y2)_ n'a2
o -a2

f S(X\) _ .. ....... a2
p S(X2

p ). 

Alternatively this relation may be used to check the va.lues of ai 

obtained. 

Example 2. 

Tlte difference in yield of total graiu between the two dunged 
plots of Broadbalk field t'or the yea.rs 1901·19~3 are as follows. The 
yield of plot 2B exceeded tlmt, of plot 2A. by 

lb. 
per 

aCI'e, 

lb. 
per 

acre. 

1901 124 1906 133 

1902 340 1907 315 

1903 146 1908 175 

\ Il>. 

I 

per 
acre. 

1---
1911 207 

1912 196 

19]3 211 

I 
I lb. 
i per 
l acre.· 

1916 118 

1917 l 221 

1918 272 

1904 36 1909 321 1914 - 8 1919! 410 

lb. 
per 

i acre. 
I 

. -----.--- i--
I 

1921 f 106 

1922 I 185 

1923 ! 142 

Fitting a straight line to these difl'erences, 01' the form 

Y == a,o + {l'I x, 

where x is the date measured in years from the centraI year, 1912, 
we find ao == 194, ai == 1.247. Are these significant ~ 

We bave S (y - Yy~ == 259,87~, /'{ (x 2
) ~~= ]01~ so that for the 

signiftcance of the mean 

194 V2i-: V23 
t == == 8.36 ; 

y259,872 

and for the significance of the linear rate of increase 

t == 1.247 V21 ~ 1012 == .36 
Y 259,872 

For each test n, == 21. It is evident at once that whereas the 
difference in yield of the pIots is clearly significant, there is no sign, 
during the present century, that tbe difì'erence has been increasing 
or decreasing. In view of the latteI' fact the significance of the meali 
yields could ha.ve be~n tested satisfactorily without fitting the regres

sion 1ine. 
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8. Multiple Regression. 

The same distribution is equal1y applicable to the coefficients of 
a multiple regression surface, pIane or curyed. In generaI the suriace 
may be represented by 

1
T 

- Y == bi Xi + b2 X 2 ••••• i- bp Xp 

where X u ..•.. , ~rp are either variates, or fnnctions ol va.riates, 
measured from their mealls, in terms of which the regressioll is 
expl'essed. Since x n ..... , xp may now be correlated, we shall 
require the detel'minant 

L1== 
S (Xi~) S (Xi X 2 ). 

S (Xi x~J S (X2
2

) 

. S (Xi X p ) 

. S ('X2 X)p 

where thesummation 18 taken over the observeù n' values. 
Then 

~ ()~ :.lii 
a bi == -~-

where 1ii i8 the cofactor of S (Xi ~). 

Consequently if 

(bi - [)i) V n' - }J - r (1\-
ti == V S (y - y)2 V ~ii 

where ~i is the population valne correspollding to the observed 
bi , then ti will be distl'ibuted in «Student's» di8tribution for 
n == n' - p - 1. 

9. Distributions related to " Student's ", as that of x~ is to 
the normal curve. 

Finally the probability integraI with which we are concerned is 01' 
--value in calcqlating tIte probability integraI of a wider class ol distribu· 

tions which is rel.ate<l to «Student's» distribution in the same manner 
as that of X is related to the normal distribution. This wider class 
of distributions appears (i) in the stndy of intraclass correlations 
(2) (ii) in the compftrison of estimates of the variance, or of thc 
standard deviation from 'normal samples (3, p. 142) (iii) in testing 
the goodness of fit of regression lines (4) (iv) in testing tùe signi· 
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ftcance of a multiple correlatimI (5), or (v) of a corre]ation l,atio 
(3, p. 218). 

!i'or example, the distributioll in rlllHlo111 samples of a mnltiple 
correlation, R, olJtained by COl'l'eJating /ti indepelldeut val'iates with 
a dependent variate, having 110 reaI correlation with them, is 

11 1 -- 2 n. -- 2 
(H~) 2- (l -~ H~)-r li (U~) 

where 1/ i -~- 11 2 -f- 1 stands for the number of the sHlllple. If 'Ili is 
even, the pl'obability that Il shouIti exeeed any speeith'(l value is 
the partia.l SUlU or a. binomial expansion, 

n~ I_I _ ') l \ 

/ )_ '1 /)2)2 '1 I l/t l': ' J 2 (II;! I "') 1),1 -( -- \, ) -r- --;)- f -1- - '),-4 --- \' ..... 
\ ~ ~. 

whereas when n i is odd 

1/ 2 - 2 , 
2 . 

-~- (n2+ I) 
dt 

3 
le + ~+31) ~~_~1}1 R b + ... 

.a 

(11 2-1-1) ... (1i;>+lI t -4)_R 1l1
-

2 /. 

3 . 5 • . . . ('Il i - 2) '\ ' 

the analogy of these expressiolls witll those given by PEARSON (6) for 
the '1.2 distribution is obvious. 'fhey be come identical whell 

In the second. form it wilI be noticed that the pl'obabilit y integraI 
or the normal curve bas been replaced by an integraI of « Studellt'H )} 
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distribution, of which the approximate value may be obtained t'rom 
the tables. The multiple correlation must be judged significant only 
if the value of P obtained is too small to allow us to admit the 
hypothesis that the dependent variate is really uncorrelated with 
the independent variates. 
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" STUDENT 
" 

New Tables for Testing the Significance 
of Observations. 

. x 
In «Biometrika» VI. pp. 1·25 it was suggested if z = -- where :t 

s 

is the distance of the mean of a sample of n from the true meall of 
a normally distributed population, and s is the standard deviation 
of the same sample, ,i. e., 

then the fl'equency of z is given by tbe frequeney CUI've 

r (~) n 

!J = r (";") (J -I-~TT 

and that consequently the integraI 

gives the probability that the mean of a sample or n drawn from a, 

normally distributed population, measured in terms of the standard 
deviation of the sample shall exceed the vaille z. 

Tables were constructed for values of n from 4 to lO, and sub· 
sequently, «Biometrika» XI. p. 416, from 3 to 30. 

It has since been sbown as in the preceding paper by MI'. 
FISHER that the suggestion was in fact justified, and that the integraI 
has a much wider application than was ol'iginal1y supposed. 

The tables hitherto published suffer however t'rom two defects: 
(1) that as n inCl'eases the z scale becomes very coarse, and (ii) 

that except in the case for whicb it W}l,S rlesigned, n the number in 
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the sample, i,s not the bes t number under which to enter the table, 
but n - l, the nulO ber of degrees of freedom. 

The present Tables have, therefore, at Mr. FISfH~R'S suggestion 
béell constructed with argumeut t == z V-;t where n is now one 
less than the number in the sample, which we mny call n'. They 
correspond to SHffiPPARD'S table, when that is used to test the signi. 
ficance of the mean of a la.rge nnmber of observations. 

Table I. exteuds frolli t == O to t == 6, <lt intervals of .1, from 
n == l to n =--= 20, inclusive; in each column in which values of more 
than ·99995 occur, the first of these is written 1.0000, and further 
val ues are not gi vene 

Table II. gi ves values beyond t == 6, to six places of decimals, 
fl'om which val ues accurate to four plaees of decimals can be caI
cuiateli by propol'tional interpolation. The illtervals are, therefore, 
uneq uaI, amI illcrease ~IS t beeomes Iargel'. In this tahle 110 values 
are given under n == l :llHl n === 2, as these cau be easily calcuiated 
from the ordinary trigonometrical tables by the formulae 

11 == l 

11==2 

(j 
---- (whel'e hlll 6 == t) 

:Jt 

l l ( t ) 1~ == -2- + 2 sin 6 where tan (j == (2-

Table llf. gives coeffieients for calculatillg the difl'erence between 
the value for n == co i. e., SHEPPARD'S table, and that for n, and p 
is arrived at by t.he formula 

t\ 0"2 G\ U. 
1) = P ~ --1'-- - -Ji/- - -~Ù-3- - ~ 

rrhis gives values of l', estimated to be accurate to .000005, wheu 
n is greater than 20, HIHl, iu fact at 20 and 24 the following dif
ferellces were found: 

V __ al_Ue_S_{_Jf_t. __ '... ___ ~-,-__ '-=-1 15i ':" !':'-!-="- 3~,4.0 .5 l-=" ~55_1 ~,o~I!~ 

:~::::::::-?,~- . -"-II °1_O_II_~_ll:~:-'I~~ _~:~ ~: I~~,:: I:~ +9: +-'-
I I l I I I : 

The above difl'el'enceH a.re in the seventh plaee of decimals, and 
are between values d'f p giveu by tbe approximation and those 
derived from the cosine formula using seven-place tables. Mr. FIsHIim.'s 
note explaius the hasis 011 which the coeffieients were calculntecl. 
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The methods of calculating and checking the tables were as 
follows: -

1. Values of 1) for t == 5, LO, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0, 
5.5, 6.0 ,6.5, 7.0, 

and n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8~ 10,12,15,20,24, 

were calculated from the cosine formula (<< Biometrika» VI. p. lO), 

using seven-figure tablès; these valnes, thongh tbey are the sum of n/2 
terms, appeal' to be accurate within about .0000003, and were checked 
by recaicuiatioll. They were also compared with the val ues obtained 
by the use of Table III. which both served as a further check, and 
also to show within what limits ~rable In. conld be used t'or con
structional purposes. 

2. FrOlli the values thus calculated nuder n == 6, ~, 12, 24, together 
with n == co (i. e.) SHl~PP ARD), the remaining frame valncs undel' 
11 == 7, 9, Il, 13, 14, 15, 1 H, 17, 18, 19, wert\ interpolated by co(~fficient.s 
calculated by MI'. FISHE I:. t'or asymptotic interpolation, These were 
checked by recalculation and cross-differencing, i. e., by comparing 
the difference Pn - pn -1 with pn + 1 -- Pn for the same values of t, 
a.nd any doubtful values were recaleulate(l by tbe eosine formula, 
as also were any values in wh:ch the fourth pIace of decimals was 
doubtful, i. e.) wbenevel' the fifth plaee of deeimals was 4 or 5. 

3. Having tbus obtained a frame, this was ftlled in to ftve places 
of deeimals in three ways: la) by interpolatiolJ, nsing where necessary 
both four and six-point eeutl'al interpolatioll. It was found that ovel' 
the greater part 01' table the true values lie between the four- point 
and the six-point interpoiation, hut for high valuea of t it was 
usually sufficient to use four· pOillt, six-point beiug' require(l only t,o 

locate doubtful values. (b). POI' very low values of I/. (== l, 2, alld 3) 

the frame was found not to be snffieieutly close with low values of 
t, and alternate values had to be clileniated from the cosine formula, 
the remaining odd values being interpolated by t'our-or six·point 
centraI interpolatioll. (c). As 'I increased it was fOUIld possible t,o 
make more and more use of Table III beg'illning' at n == 4 with 
values of t les~ than 1 and eudiug at /I =::..:: ~O with the whole table 
These valnes were reealculated as a cheek. Seeond differenees were 

then ta,ken down the columns and ally doubtftll figuret::! checked t'rom 
the eosine forlllula; as before this was done whenever the fourth 
figure was in any dou bt. 
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Finally, the whole table was cross·differcnced, and a very large 
number of values were recalculated from the cosine formula. Very 
few alterations were, however, found to be necessary. 

Table II. was altogether calculated from the cosine formula; as 
it is designed to give an -accuracy of fouI' ftgures by proportional 
interpolation, it was possible to increase the interval between the t 
entries as t increases. 

Table III was calculated from Mr. FISHER '8 formulae, and I bave 
to thank Miss W. A MAOKENZIE, M. Se. of the Rothamsted Statis
tical Laboratory for kindly checking this part of the work. 



R. A. FISHER 

Expansion of "Student's" integrai in powers of n-t. 

The exact distribution of z found by « Student »in 1908, may be 
written 

n-l f 

(1;1' == _~_~_2 __ ' _ .. _ (1 -l __ ~/': __ ) - -2 - (n + 1) tlt 
Jl - 2 __ .__ ( 
--2--- ! V J[ II \ 

T 

Clearly, as n tenda to 00, dr will tend to its normal value 

II 

and the approach to normality may be expressed by expanding (I) 
in inverse powers of n. 
Now 

I (- t 2 )P 
-+-- -------. + . . . . 

I JJnp 

henca 

- ~ (11 - 1) log ( 1 + ~:I' ) = - ! t' +. . . . . . . . 
p+I P 

P (-- t 2
) + (p + 1) (- t 2

) ... +- 2 P (p + 1) nP + .... , 
moreover 

lo!! 
( 

11 ;-1 
n - 2 ----, 2 . 
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consequently, the logarithm ,of the ratio which the exa.ct formula 
(I) bears to its limiting form (II) may be written aB, 

t.\ -- 2 t 2 -1 
-~ ------ ----------- -

4n 
I 3 18 

- 4 t 6 

-~-J2 n 2---- - r-
24 11 

1 4 tI 0_. 5 t S 

---40-1-'4------

III 

The exponential expansion of this series will gi ve the expansion 
of the actual differences of the ordinates, in powers of n-l. Each term 
contains a polynomial in t 2

, and the faotor z, standing for the dif
ferential coefficient in II. 

The first five terms are 

(t4 - 2 t1 _ 1) - ~ -

4n I (3t8-28t6+80t4+12t~+3) ~ 
96 n~ 

(t 12 - 22 t LO + 113 t8 - 92 t6 - 33 t" - 6 t~ + 15) _ - z - IV 

~~ \ (15t 16 - 600 tl4 + 7100 t!~ - 26616 t W + 18330 t h + 6B60 t 6 + 1980 t4 -1800 t2 - 945) -~-
92160 n 4 

, z 
13 t2Q + 190 (18 + 4026 t'6 - 38976 tU + 103702 t l2 - 63444 t,ti - l! 1270 t" - 7800 t6 + 4455 t1 + 1890 t2 -17955) -868640 n' 

These polynomia!s are of some interest in themselves, but tor the 
present we require the integr~II of each term from t to "O; these 
are aS tollows, 

13 (6 - 7t" - 5t:l - 3) 
tz 

9ii n~ 

(t'" - 11 t h + I J. t6 + 6 t4 - Bt:l - 15 J 
tz 

(15 ti. - 875 t l2 + 2225 tlO - 2141 iX - 939 t6 _ i13 t'· - 915 t~ -I-- 945) _! ~ .... -, • 92160 n4 

tz 
.(3 t l8 -13B t l6 + 1764 tH - 7516 t l2 + 5994 t ltl + 2490 t8 + 1140 t6 + 180 tI + 8555 t2 + 17951)) 368640 n0 

The fi~st four of these will be neeùeù in the practical coroputatioll 
of p for vailles of n exoeeding 20; the coefficients of the negative 
pt>wers of n are given in Table III. For the fifth correction we need 
only consider the maximum vallies. These may be found from the 
zeros of "the polynomial in powers of t 2

, given in IV; the polynomial 
is of the 10th. degree in t 2

, and has five positive l'oots. For each 
of these the following ~able shows Ci) the va)ue of t\ (ii) the value 
of t, (iii) the coefficient of-n') in V (il» the value of n for which 
the contribution of this term to p is + .00001. 
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(i) ( 1:i) (iii) (iv) 
(o! Go n 

1.3133 1.1460 -t- .019864 4.567 

4.7330 2.1755 1.0818 10.158 

10.0555 3.1710 + 10.3695 15.964 

17.8547 4.2255 -- 19.6603 18.143 

29.7308 5.4526 9.1438 15.568 

The InrgGst mnximum is at l =: 4.2255; here the valne of '1/, 

under Uv), rises to 18.143 . .A t tlLis point the fifth correction becomes 
substantial for values of n but little below ~O; at, n~- 21, however, 
the correction is less than 4 in the () th. pIace of decimals. vVe may 
conclude that, for values of n exceeding ~O, the error involved in 
neglecting corrections beyond the fourth wilI Bot exceed .000005. 

Over considera ble parts of this region t'm,ver corrections than fouI' 
will suffice. The diagram shows at a glance how ID<lny terms will be 
needed at each point. 'rhe curves pnss through those points "t which 
the corresponding correetion is + '00001. Ouly the 1l1<txima a.re shown 
for the :fi.fth correction. Thus outside the eurve II, the first eorrection 
alone wilI suffice, provided we (Ire willing 1.0 accept an error 01' unity in 
thé 5th. pIace; between the Cllrves II and III, two eorrection terms 
should be used, and so ono It will be seen tbat only in two small 
regions wilI the fourth oorrectioll be necessary, for values of n 
exceeding 20, where no more tban the minimal aeClll'acy is aimed a,t; 
in othel' regions tbe expansion is often useful down to the 1'ourth 
term, if more accurate values of p are required. 
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TABLES I, II, III 
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TABLE I. 

n=l 2 
I 

il 4 5 6 7 8 9 10 n=l1/ 12 
C n'=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 n'=12 13 

I 
--- --- --- - - -----

O .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,(1 .500,0 .500,0 

.1 .531,7 .535,3 .536,7 .537,4 .537,9 .538,2 .538,4 . 538,6 .538,7 .538,8 
~ .538,9 .539,0 

.2 .562,8 .57Q,0 .572,9 .574,4 .575.3 .576,0 .576,4 .576,8 .577,0 .517,3 .577,4 .577,6 

.3 .592,8 .603,8 .60..8,1 .610,4 .611,9 .612,9 .613,6 .614,1 .614,5 .614,8 .615,1 .615,3 

.4 .621,1 .636,1 .642,0 .645-,2 .647,2 .648,5 .649,5 .650,2 .650,8 .651,2 .651,6 .651,9 
, . 

.5 .647,6 .666,7 .674,3 .. 678-,3 .680.9 .682,6 .683,8 .684,7 .685,5 .686,1 .686,5 .686,9 

.6 .67~,0 .695~3 .704,6 .709,6 .712,7 .714,8 .716,3 .717,4 -.718,3 .719,1 I .719,7 .720,2 

.7 .694,4 .721,8 .732,8 . 738,7 .742,4. .744,9 . .746,7 .748,1 .749,2 .750,1 , .750,8 .751,4 

.8 .714,8 .746,2 .758,9 .765,7 .770,0 .772,9 .775,0 .776,6 .777,8 .778,8 
, 

J .779,7 .780.4 

.9 '733,3 .768,4 .782,8 .790,5 .795,3 .798,6 .801,0 .802,8 .804,2 .805,4 
I .806,3 .807,1 

LO .750;0 .788,7 .804,5 .813,0 .818,4 .822,0 .824,7 .826,7 .828,3 .829,6 .830,6 .831,5 

1.1 .765,1 .807,0 .824,2 .833,5 .839,3 
I 

.843,3 .846,1 .848,3 .850,1 .851,J t· 
.852,6 .853,5 

1.2 .778,9 .823,5 .841,9 .851,8 .858,1 .862,3 .865,4 .867,8 .869,6 .871,1 1 .872,3 .873,4 

1.3 .791,3 .838,4 .857,8 .868,3 .874,8 .879,3 .882,6 .885,1 .887,0 .888,6 .889,H .891,0 
I 

1.4 .81)2,6 .851,8 .872,0 .882,9 .889,8 .894,5 .897,9 .900,5 .902,5 .904,1 .B05,5 .906,6 

1.5 .812,8 .863,8_ .884,7 .896,0 .903,0 .907,9 .911,4 .914,0 .916, l .917,7 
~ 

.919, l 
I .920,8 

1.6 .82:&,2 .874,tl .896,0 .907,:6 .914,8 .919,6 .923,2 .925,9 .928,0 .929,7 .!l31,0 .932,2 
.. -
1.7 .830,7 .884,4 .906,2 i .917,8 .925,1 .930,0 .933,5 .936,2 .938,3 .940,0 .H41,4 .942,6 

I 

1.8 .838,6 .893,2 .915,2 .926,9 .934,1 .939,0 .942,6 .945,2 .947,3 .949,0 .950,3 .951,5 

1.9 .845,8 .901,1 .923,2 .934,9 .942,1 .946,9 .950,4 .953,0 .955,1 .956,7 .958,0 
I 

.959,1 

2.0 .852,4 .908,2 .930,3 .941,9 .949,0 .953,8 .957,2 .959,7 .961,7 .96:\,3 i .H64,6 I .%5,7 I 
2.1 .. 858,5 .914,7 .936,7 .948,2 .955,1 .959,8 .963,1 .965,5 .967,4 .969,0 I .970,2 .971,2 

2.2 .864,2 .920,6 .942;4 .953,7 .960,5 .964,9 .968, l .970,5 .972,3 .973,8 ' .975.0 .975,9 

2.3 .869.5 .925,9 .947,5 .958,5 .965,1 .969,4 .972,5 .974,8 .976,5 .977,9 .!l79,O .979,9 

2.4 .874,3 .930,8 .952,1 .962,8 .969,2 .973.4 .976,3 .978,4- .980,1 , .981,3 .982,4 .883,2 
! 

2.5 .878,9 .935,2 .956,1 .966.6 .972,8 .976,7 .979,5 .981,5 .983,1 .984,3 .!l85,2 .986,0 

2.6 .88~,1 .939,2 .959,8 .970,0 .975.9 .979,7 .982,3 .984,2 .985,6 .986,8 .987,7 .988,4 

2.7 .887,1. .942,9 .963,1 .973,0 .978,6 .982,2 .984,7 .986,5 .987,8 .988,8 .989,7 '990,3 

2.8 .890,8 .946,3 .966,1 .975,6 .981,0 .984,4 .986,7 .9884 .989,6 '990,6 .991,4- .992,0 

2.9 .894,3 - .949,4 .968,7 .977,9 .983,1 .l:!86,3 .988,5 .990,1 '991,2 .992,1 .992,8 .993,3 

, -
3.0 .897,6 .952,3 .971,2 .980,0 .985,0 .988,0 .990,0 '991,5 .992,5 .993,3 , .994,0 .994,5 

3.1 .900,7 .954,9 . .973,4 .981,9 .986,6 .989,4 .991,3 .992,7 .993,6 .994,4- ,994,9 .995,4 

3.2 .90~,ò .957,3 ... 975,3 .983,5 .988,0 .990,7 .992,5 .993,7 .994,6 .995,3 .995,8 .996,2 

3.3 .906,3 .959,6 . 977,-i .985,0 .989,3 .991,8 .993,4 .994-,6 .995,4 .996,0 .996,5 .996,8 

3.4 .908,9 .961,7 .978,8 .986,4- .990,4 .992,8 .994,3 .995,3 .996,1 .996,6 .997,0 .997,4 

I 

115 

18 14 
14 15 

1 

15 I 16 17 18 19 20 :x 

---1----

'500,0 1 .500, 

__ 16 __ 

1

_,,-_ -"'-___ ,. _2_0~ _~ __________ .,. ___ _ 

° .500,0 I .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .500,0 .50U,000,0 

.539,2 : .539,2 .539,2 .539,31.539,3 .539,3 l .53H,827,8 

8 .577,H I .578,0 .578,1 .578,1 .578,2 .578,2 I .579,259,7 

I 

.539,1 I .539 . 

.577,7 .577, 

.615,5 .615, 

.652,2 .652, 

.687,3 .687, 

.720,6 .721, 

.751,9 .752, 

.781,0 .781, 

.807,8 .808, 

.832,2 .832, 

.854,4 .855, 

.874,2 .875, 

.891,9 .892, 

7 
I 

.615,n I .616,0 '616,1 .616,2 '616,3 .6~6,4 I '617 ,911,4 

4, .652,6 i -652,8 .652,9 _653,1 .653,2 '603,3, .655,421,7 

i 
6 .687,8 .688,1 .688,3 

° .721,3 .721,5 .721,8 

.753,0 .753,3 

.782,3 .782,6 

3 .752,7 

5 .781,9 

3 

9 

] 

Ù 

7 

.808,8 809,3 I '809,7 

.833,4 .833,9 

.855,7856,2 

.875,6 .876,2 

.893,4 .894,0 

.834,3 

.856,7 

.876,7 

.894,5 

.688,4 

.722,0 

.753,Q 

782,9 

.810,0 

.834,7 

.857,1 

.877,2 

.895,0 

.688,6 

.722,2 

.753,8 

.783,2 

.810,3 

.835,1 

.857,5 

.877,6 

.895,4 

.688,7 'r .6~1l,462,5 

.722,4 .n5,746,9 
'I 

.754,0 : .758,036,3 

.783,4 .788,144,6 

.810,6 I .8l5,939,9 

.835,4 ' .841,:H4,7 

.857,8 i .864,333.,9 

.877,9 j .884,930,3 

.895,8 I, .H03,HHJ,5 

'907,5 .908, 4 .909,1 .909,7 .910,3 .910,7 .911,2 .9il,6, .Hl!J,24>:3,3 

.921,2 

.933,2 

.943,5 

.952,5 

.960,1 

.922, 

.934, 

.944, 

.953, 

.960, 

1 

° 4-

3 

9 

'966,61. 967, 
.~)72,1 , .972, 

4 

8 

4 

3 

6 

.976,8 

.980,7 

.984,0 

.986,7 

.989,0 

.990,9 

.992,5 

.993,8 

I 
.994,9 

.995,8 

.996,5 

.997,1 

.997,6 

.977 

.981, 

.984, 

.987, 

.989, 

.991, 

.992, 

.994, 

.995, 

.996, 

.996, 

.9~7, 

.997, 

3 

5 

4 

9 

2 

2 

1 

8 
4, 

8 

.922,8 

.934,8 

.945,1 

.954,0 

.965,6 

.968,0 

,973,5 

.978,1 

.981,9 

.985,1 

.987,7 

.990,0 

.991,8 

.993,3 

.994,5 

.995,5 

.996,3 

.997,0 

.997,6 

.998,0 

.923~5 

.935,4 

.945,8 

.954,6 

.962)2 

.968,6 

.974,0 

.978,6 

.982,4 

.985,5 

.988,2 

.990,3 

.992,1 

.993,6 

.994,5 

.995,8 

.996,6 

.997,2 

.997,7 

.998,2 

.924,0 

.936,0 

.946,3 

.955,2 

.962,7 

.969,1 

.974,5 

.979,0 

.982,8 

.985,9 I 

.988,5 

.990,7 

.992,4 

.993,8 

.995,0 

.996,0 

.996,0 

.997,4 

.997,9 

.998,3 

.924,5 

.H36,5 

.946,8 

.9557 

963,2 

.969,6 

.975,0 

.979;4 

983,2 

986,3 

.988,8 

.991,7 

.992,7 

.994-,1 

.995,2 

.996,2 

.996,9 

.997,5 

.998,0 

.998,4 

.925,0 

.937,0 

.947,0 

.956,1 

.963,6 

.925,4 ! .933,)92,8 

.937,4 .~45,200, 7 

.970,0 

.947,7 

.956,5 

.964,0 

.H70,4 

.975,3 ! .H75,7 
I .979,8 '980,1 

.983,5 .983.,8 

.986,6 .986,9 

.989,1 I .989,4 

.991,2 .991,4 

.992,9 _993,1 

.994,3 .994,5 

.995,4- .995,6 

.996,3 ' _996,5 

.997,1 .997,2 

.997,6 .997,8 

.998,1 .998,2 

.998,5 .998,6 

.955,434,5 

.964,069,7 

.971,283,4 -

.977,249,H 

.982,135,6 

.H86,096,6 

.989,275,9 

.991,802,5 

.993,790,3 

.995,338,8 

.996,533,0 

.997,444,H 

.998,l34,2 

.998,650,1 

.999,032,4 

.999,312,9 

.999,516,6 

.999,663,1 
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T ABLE I. (continued) 

n=l 2 3 4 5 6 7 8 9 lO I n=lI 12 13 ]4- 15 16 17 I 18 ' [9 1 20 oc' 
n,=2 3 4. 5 6 7 S 9 10 11 ,,'=12 13 14 15 16 17 18 I 19 20 21 

--~--- ----- --- - --------~- ___ o ---- ---- --- ---- --- ---

1.9:7~: 
----_. ---:- .------- --_._j---- ----,-- -

I 
I 

B.5 .911,4 963,6 980,3 .987,6 .991,4 .993,6 .995,0 .996,0 .996,6 .997, l .997,8 I .998,0 .998,2 .998,4 998,5 .998,61.998,7 .998,8 I .998,9 .999,767,4 

3.6 .913,8 .965,4 .981,6 .988,6 .992,2 .994,3 .995.6 .996,5 .997,1 .997,6 .997,9 .998,2 .998,4 .998,6 .998,71. 998,8 .998,9 i .999,0 .999,0 .999,1 .999,840,9 

3.7 .916,0 .967,0 .982,9 .989,6 .993,0 .995,0 .996,2 .997,0 .997,5 .997,f~ ~ .998.2 .998,5 .998,7 ,998,8 .998,9 .999,0 999,1 I .999,2 .999,2 .999,3 .999,892,2 
I 

B.8 .918,1 .968,6 .984,0 .990,4 
I 

,993.7 .995,5 .996,6 .997,4 .997,9 I .998,7 .998,9 .999,0 .999, l .999,2 
I .999,4- ,999.4 .HH9,927,7 ,998,3 .998,5 

I 
.999,3 I .999,3 

3.9 .920,1 .970,1 .985,0 .991,2 .994,3 .996,0 .997,1 .997,7 .998,21 .998,5 

I 

.998,8 I ,998,9 .999,1 .999,2 .999,3 .999,4 .9n9,41·999'5 .99H,8 .999,6 .999,951,9 

4,0 

I 
.922,0 .971,4 .986,0 .991,9 .994,8 .996,4 .997,4: .998,0 .998,4 998,7 .999,0 .999,1 .999,2 .999,3 .999,4 .999,? .999,5 .999,6 .999,6 .999,6 .999,968,3 

4.1 .923,9 .972,7 .986,9 .992,6 .995,3 .996,8 99.7,7 .998,3 .998,7 .998,n .999, l .999,3 .999,4 .999,5 .999,5 I .999,6 .999,6 i .999,7 .999,7 .999,7 .999,979,8 

4.2 .925,6 .973,9 .987,7 .993,2 .995,8 .997,2 ,99.8,0 .998,5 .998,8 .999,1 .999,B .999,4 .999,5 .999,6 999,6 .999,7 .999,7 : .999,7 .999,8 ,.999,8 I .999,986,7 

4.3 .927,3 .975,0 ,988.4 .993,7 .996,1 .997,5 .998,2 .998.7 .999,0 .999,2 .999,4 .999,5 .999,6 .999,6 .999,7 .999,7 l '.999,8 ,999,8 .999,991,5 ,999,8 i .999,8 

4.4 .928,9 '976,0 .989,1 .994,2 .996,5 .997,7 .998,4 .998,9 .999,1 .999,3 I .999,5 .999,6 .999,6 .999,7 .999,7 .999,8 .999,8 I .999,8 .999,8 .999,9 .999,994,6 

4.5 .930,4 .97~,0 .989,8 .994-,6 .996.8 .997,9 .998,6 .999,0 I .999,3 .99B,4 .999,5 .999,6 .999,7 .999,8 .990,8 999,8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 .999,996,6 

4.6 .931,9 .977,9 .990,3 .995,0 .997,1 .998,2 .998,8 .999,1 .999,4 .99H,5 ~. .999,6 .999,7 .999,8 .999,8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .!:I99,99 ,9 

4.7 .933,3 .978,8 .990,9 .995,3 .997,3 .998,3 '998,91.999,2 .999,4 .999,6 .9!J9,7 .999,7 .999,8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,998,7 

4,~ .934,6 .979,6 .991,4 .995,7 99.7,6 .998,5 .999,0 .999,3 .999,5 .999,6 i 999,7 .999,8 .999,8 .999,9 999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,999,2 i 
4..9 .935,9 .980,4 .991,9 .996,0 99.7,8 .998,6 .999,1 .999,4 .999,6 .999,7 i .999,8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 .999,9 1.000,0 1.000,0 .999,999,5 

I l 
5.0 .937.2 .981,1 ~992,3 .99R,3 .997,9 .998,8 .999,2 .999,5 .999,6 .999.7 .999.8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 999,9 .999,9 1.000,0 .999,999,7 

5.1 I .938,4 .981,8 .992,7 .996,5 .998,1 .998,9 .999,3 .999,5 .999,7 .999,8 • .999,8 .999,9 , .999,9 .999,9 .999,9 999,9' 1.000,0 .999,999,8 

5.2 .939,5 .982,5 .993,1 .996,7 .998,3 .999,0 .999,4 .999,6 .999,7 .99!J,8 

I 

.999,9 .999,9 .999,9 ,999,9 .999,9 1.000,1J .999,999,9 

.993,4 .999,6 .999,81 .999,8 .999,9 .999,9 ,999,9 
_.0_-

5.3 .940,6 .983,1 .997,0 .998,4 .999,1 .999,4 .999,9 1.000,0 .H99,999,9 

5,4 .941,7 .983,7 .993,8 .997,2 .998,5 .999,2 .999,5 .999,7 .999,8 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 1.000,0 1.000,000,0 

, 

5.5 

1 
.942,8 .984,2 .994,1 .997,3 .998,6 .999,2 .999,5 .999,7 .999,8 .999,9 ,999,9 .999,9 .999,9 

5.6 .943,8 .984~8 .994,4 .997,5 .998,7 .999,3 .999,6 .999,7 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 1.000,() 

5.7 .944,7 .985,3 .994,6 .997,7 .998,8 .999,4 .999,6 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 1.000,0 ~ . 

5.8 .945,7 .985,8 .994,9 .997,8 .998,9 .999,4 .999,7 .999,8 .999,9 . 999,9 .999,9 

5.9 .946,6 .986,2 .995,1 .997,9 .999,0 .999,5 .999,7 .999,8 .999,9 .999,9 .999,9 

6.0 .947,4 .986,7 .995,4 .998,1 .999,1 .999,5 .999,7 .999,8 .999,9 .999,9 1.000,0 I 

I 
i 

~ 

.. 
. 
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TABLE II. - Supplementary table {or high values o{ t. 

I 
11=3 i 11=4 i 11=5 ! 11=6 I n=7 n=8 11=9 I 11=10 

11'=4 i 11'=5 I n'=6 I "'=7 ! n'=8, 11'=9 11'=10 "'=11 
--------------------1--1----- ------- ------ -\----

6.0 .995,364 .998,059 1.999,0771.999,518 .999,729 .999,838 .999,899 .999,934 

6.5 .996,303 I .998.555 999,357 i .999,684 1 .999,833 .999,906 

7.0 .997,007 .998,904 .999,042
1
.999,788 .999,894 .999,944 .999,968 

7.5 .997,544 . Q99,155 Il 

8.0 .997,962 I .999,338 1.999,754 :999,898 .999,954 

i i ! 

. ! 
8.5 .998,290 

9.0 .998,552 .999,578 .999,8591.~99,947 

10.0 ,.998,936 .999,719 .999,9151.999,971 

Il.0 1.999,196 I 
I 

12.0 .999,377: .999,862 .999,965: 
1 

I 14.0 .999,605 : .999,924 

l6.0 .999,735 .999,955 

20.0 .99~j,863 

24.0 .999,921 

28.0 .999,950 

.999,965. 

.999,966 

Linea,!' interpolation betweell adjacent ent,ries \VilI g ive fOUI" figure accllracy. 
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T ABLE III. 

0 1 (J2 (}3 (J4 

~-~-~-'--- --- --------------~--------

.1 .010,023,1 - .001,261 - .001,55 + .000,4-

.2 .020,334-,2 - .002,616 - .003,08 .000,8 

.3 .031,178,5 - .004,177 -- .004.,53 .001,3 

.4- .042,719,3 - .006,087 - 005,86 .001,7 

.5 .055,010,2 - .008,509 - .006,97 .002,2 

.6 .067,977,8 - .011,595 - .007,72 .002,6 

.7 .081,420,2 - .015,4-32 - .007,96 .002,8 

.8 .095,018,8 - .019,991 - _.007,74 .002,6 

.9 .108,363,2 - .025,066 - .006,51 .002,1 
1.0 .120,985,4 - .030,246 - .005,04 .001,1 

1.1 .132,399,7 - .034,907 - .003,76 .000,4-
1.2 .142,144-,2 - .038,248 - .003,75 .001,1 
1.3 .149,819,0 - .039,363 - - .006,56 .005,8 
1.4- .155,lL'i,7 - .037,344- - .014,10 .018,2 
1.5 .157,849,6 - .031,399 - .028,41 .043,0 

1.6 .157,951,2 - ;020,971 - .051,29 .084,9 
1.7 .155,486,7 - .005,832 -- .083,84 .161,2 
1.8 .150,637,0 + .013,846 - .126,09 .232,3 
1.9 .143,682,2 .037,483 - .176,64 .335,1 
2.0 .134,977,5 .064,114- - .232,56 .446,6 

2.1 .124,924,,4 .092,473 - .289,4-5 .551,2 
2.2 .113,944,4 .121,099 - .341,85 .627,7 
2.3 .102,451,8 .148,472 - .383,79 .652,2 
2.4 .090,832,2 .173,147 - .'109,50 .601,0 
2.5 .079,425,1 .193,877 - .4.14,17 .455,3 

2.6 .068,512,4 .209,710 - .394,59 + .205,6 
2.7 .058,312,9 .220,052 - .349,67 .14-5,4 
2.8 .048,980,8 .224,698 - .280,61 .580,9 
2.9 .040,609,7 .223,749 - .190,82 -- 1.07Ù,4 
3.0 .033,238,9 .217,715 - .085,59 - 1.572,7 

3.1 .026,862,2 .207,289 + .02H,49 - 1.368,5 
3.2 .021,437,7 .193,351 .144,23 - 1.610,8 
3.3 .016,897,1 .176,859 .254,58 - 1.837,2 
3.4- . .013,155,2 .158,774- .353,27 - 2.034,8 
3.5 .010,117,7 .139,969 .435,35 - 2.732.8 
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TABI.E III (continnelZ) • 

0 1 O~ 0 3 0 4 

~~----- ---------

3.6 .007,687,9 .121,313 .497,49 - 2.503,1 

3.7 .005,772,2 .103,371 .538,13 - 2.123,7 

3.8 .004,282,3 .086,649 .557,33 - 1.625,7 

3.9 .003,139,7 .071,486 .556,67 - 1.050,1 

4.0 .002,275, t .0.58,066 .538,80 .441,7 

4.1 .001,629,5 .046,453 .507,08 + .155,5 

4.2 .001,153,8 .036,613 .465,19 . .702,6 

4.3 .000,807,4 .028,438 .Ù6,81 ] .169,2 

4.4 .000,558,6 .021,773 .365,31 1.535,3 

4.5 
.000,382, l .016,436 .313,56 1.791,6 

4.6 .000,258,4 .012,235 .263,86 1.938,7 

4.7 .000,172,8 .008,984 .217,87 1.985,3 

.4.8 .000,114,3 .006,508 .176,63 1.946,2 

4.9 .000,074,6 .004,652 .140,70 1.839,4 

5.0 .000,048,3 .003,281 .110,17 1.683,9 

5.1 .000,030,9 .002,284 .084,85 1.498,6 

5.2 .000,019,5 .001,570 .064,29 1.299,5 

5.3 .000,012,2 .001,065 .047,96 1.100,4 

5.4 .000,007,6 .000,713 .035,27 .910,7 

5.5 .000,004,6 .000,472 .025,47 .379,9 

5.6 .000,002,8 .000,308 .018,15 .506,5 

5.7 .000,001,7 .000,199 .012,74 .437,0 

5.8 .000,001,0 .000,127 .008,82 .349,5 

5.9 .000,000,6 .000,080 .006,02 .262,6 

6.0 .000,000,3 .000)050 .004,05 .193,9 



MAROEl,LO BOLDRINI. 

Capacità contributiva 
e gravame fiscale di alcuni Stati. 

]. - La ca,paeità contributiva assoluta di una paese è misurata 
da tutta quella parte della produzione o reddito privato che supera 
il consumo minimo necessario per mantenere la prodnzione allo 
stesso li vello (1). 

In questo consumo rientra la spesa strettamente necessaria alla 
sussistenza, educazione ed istruzione tecnica della, popolazione, che, 
sotto il punto di vista economico, rappresenta il costo di esercizio, 
di ammortamento, di ricostituzione dei capitali umani. Seconùo opi· 
nioni autorevoli, non si dovrebbe, anzi, parlare che di reddito al netto 
delle sussistenze (2,. 

Dal confronto fra i redditi medi individuali dei vari Stati, dopo 
avere detratto il minimo medio di esistenza, si può desumere la ca
pacità contributiva relativa di essi. 

Ma, oltre e più che la capacità contributiva assoluta e relativa 
di più Stati, ha importanza la conoscenza del rispettivo gravame 
fiscale assoluto e comparativo~ È evidente, che il gravame fiscale di 
un paese sarebbe massimo quando l'ammontare delle imposte assor
bisse il cento per cento della parte di reddito che misura la capa
cità contributiva di quel paese e sarebbe nullo se nessuna parte di 
tale reddito venisse prelevata dal :fisco. Cosicchè, è logico che si as
suma come misura del gravame fiscale assoluto sopportato da uno 

(1) I principali risultati delle indagini st,at,ist,iche svolte nella presente memoria 

80no stati riassunti nel rapporto: InternationaL COlltparisons oj the Burden oj Taxation. 
Roma, Libreria dello Stato, 1925. Per il concetto di capa.cità. contribntiva e di gra
vame fiscale, vedasi: G. F. SHIRRAS, Taxable Capacity and Burden oj Taxation and 
PubUc Debt. «Journal of the Royal 3tatistical Sociéty », voI LXXXVIII, parto IV, 1925. 

(2) Vedasi: C~ GINI, LI. COlltparison oj the WeaUh and National Income oj severa' 
im,portant NationB. Roma, Libreria dello Stato, 1925, p. 36 segg. A. LORIA, La sin
tesi econontica. Torino, 1909, p. 239 segg. 
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Stato la percentuale del reddito nazionale al netto delle sussistenze 
assorbita dall'ammontare totale delle imposte erariali e locali. Per 
ragioni di brevità potremo chiamare tale cifra pe'fce'ntuale, o, meglio, 
illd'ice del gravarne fiscale. 
t- Meno logico è, invece, cercare di farsi una idea comparativa della 

pressione fiscale sopportata dai vari Stati basandosi sul confronto fra 
le percentuali di reddito netto assorbito dalle imposte in ciascuno di 
essi. Come si intuisce facilmente e come si vedrà più tardi, non è 
affatto necessario che uguali percentuali esprimano lo stesso gravame 
fiseale e diverse percentuali esprimano un gravame fiscale differente. 
nei vari Stati. Tuttavia, tale criterio può essere accolto come una 
prima approssimazione, in vista della sua straordinaria semplicità, e, 
soprattutto, perchè merita, almeno, di essere sostituito all'altro, del 
confronto fra l'ammontare medio individuale delle imposte pagate 
nei diversi Stati, come si fa non di rado (1). ~ 

2. - Possediamo una valutazione recente del reddito nazionale 
~l netto delle sussistenze, ed informazioni ufficiali o valutazioni at
tendibili dell'ammontare delle imposte erariali e locali dei cinque 
Stati che furono principali alleati durante la guerra mondiale (2). 

(l) Anehe recentemente il Senatore americano BOllAi!, dal confront,o fra il ca
rico medio individuale di imposte nei vari Stati cercava di formarsi una idea com
par aJ,i va del gravame fisca,le da essi sopportato. 

d (2) Vedasi, per la valutazione del reddito nazionale netto degli Stati: C. GINI • 

.A C01i~pa,.i8on of the Wealth etc., cito Il GINI assegna come minimo di esistenza 
una detrazione media individuale di 48 dollari agli italiani, di 60 dollari ai fran
cesi ed ai belgi, di 75 dollari agli inglesi e di 100 dollari agli americani In 

realtà, queste cifre rappresent.ano un li1itite inferiore det minimo di esistenza. Aggiun
gasi che i criteri proposti da qualche autore per valutare questo minimo porte
rebbero ad assegna.re agli italiaui molto meuo del 48 % della detrazione adottata 

per gli americani. Così, lo STAMP vorrelJbe che il minimo di esistenza calcolato 
variasse, da un paese all'altro, in proporzione del reddito medio individuale lordo. 
In tal (:-aso, ,il minimo necessario alla vita di Ul~ italiano risulterebbe meno' di 1/6 
del millimo necessario alla vita di un cittadino degli Stati Uniti, sol'perchè il 
reddHo medio di un. italLlDo è oggi di dollari 101 e quello di un cittadino ame
ricano di dollari ,614. Il minimo lIecessltl'io alla esistenza si potrebbe anche cal

colare per i vari p~e,si in proporziDne del salario delle classi operaie. Ma, 
anche per questa via, si assegnerebbe ad un italiano 1/5 appena del minimo di 
esistenza di un cittadino· degli Stati Uniti, perchè questo è, all'incirca, il rapporto 
fra il potere reale di acqnjstò dei salari operai nei due Stati. Evidentemente, il 
Gno ha stabilito minim.i di esi~tel1za bassi ed ha attenuato le differenze che tra 
essi si verificano nei vari Stati, allo scopo di evitare che i suoi procedimenti po
tessero essere sospettati di far figurare gli italiani iù una condizione più sfavorevole 
della reale, sospetto che era· particolarmente da evitarsi tenuto conto della circo-
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Possiamo, permo, in base ai concett,i fissati nel paragrafo precedente, 
valutare comparativamente la capacità contributiva di tali Stati e il 
gravame fiscale da essi sopportato. 

Nel seguente specchietto è indicato: 
a) rammontare del reddito nazionale e il reddito medio per 

testa di abitante nei cinque Stati a metà del 1925, diminuito del mi
nimo di esistenza ed espresso in dollari; 

b) l'ammontare delle imposte pagate nei cinque Stati sotto 
forma di contribuzioni dirette e indirette, erariali e locali, accresciuto 
dell'ammontare dei prodotti netti dei monopoli e delle imprese di 
Stato. Le cifre si riferiscono ~ll'anno più recente per il quale si pos
seggono i risultati consuntivi e sono state tradotte in dollari al cam
bio medio di tale anno. 

c) il rapporto percentuale tra le cifre di cui alla lettera b) e 
le cifre di cui alla lettera a); 

d) il rapporto delle percentuali italiane di <mi alla lettera c) e 
le corrispondenti percentuali degli altri Stati. 

'1'A BEoI_ T,A I. 

STA'l'I 

Italia 

Frall(',j~l. 

Belgio 

Rt'gllo Unito 

Stati L'II i t. i. 

Capacitù contributiva per testa e gravame fiscale in alcuni Stati. 

Reddit.ll nazionale nel 1925 
al netto del miuiruo 

di esist.enza 

Totale 
miliardi 
di dollari 

Dollari 
per 

testa 

a _____ 1 

I 

2 
I 

2.13 53 

5.37 136 

1.28 164 

15.58 344 

58.60 514 

Gettito delle Percentuali i Rapporto delle 

impost,e era- ! del reddito i percentuali 

riali e locali I netto assor I italiane alle 

miliardi di ~ bite dalle im.: percentuali 

dollari ' poste degli altri 

Stati 
b 100 b: (I, 

-~ ----- ------

;3 4 5 

0.87 38.10 1.0 

1.57 29.20 1.3 

0.175 {3.30 2.9 

3.91 27.30 1.4 

7.77 13.30 2.9 

stanza che la, sna. memoria era destinata ad essere presenta.t,a alla Commissione 
americana per i debiti, in oceasione delle tratt.ative dello Hcorso novembre con la 
Delegazione italiana. Per la, stessa l'agione abbiamo ritenuto di att,ellerci, senza 
vluiazÌoue, ai criteri da lui adottati. 

l dati snl gettito delle imposte in Halia risultano da. informa.zioni ufficiali 
ricevute dalla Direzione Gellerale delle Imposte Dirette del Ministero deUe Fiua,nze 
e concordano con quelli contenuti nella citata memoria. dello SHIRRAS. Per la 
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Le cifre sono COSÌ eloquenti che non richiedono commenti troppo 
diffusi. Il cittadino italiano, al quale è stato attribuito un minimo 
di esistenza che sta appena tra il 48 e l' 80 % di quello attribuito 
ai cittadini degli altri Stati ex alleati, ha, tuttavia, una capacità 
contributiva pari a circa 1/3 di quella dei francesi e dei belgi, in
feriore a 1/6 di quella degli inglesi e poco maggiore di 1/10 della cor
rispondente capacità contributiva degli americani (col. 2). E, ciò non 
ostante, è in Italia che il fisco preleva la massima percentuale del 
reddito nazionale al netto delle sussistenze (col. 4 e 5). Adottando 
tale percentuale come indice ~el gravame fiscale sopportato dagli 
italiani, possiamo dire che tale gravame è pari a 1 e 1/3 del corri
spondente gravame fiscale della Francia, 1 e 2/5 di quello del Regno 
Unito e quasi 3 volte di quello del Belgio e degli Stetti Uniti. 

Queste grandi differenze fra l'indice del gravame fiscale dell'Italia 
e l'indice corrispondente degli altri Stati dipendono anzitutto dal 
forte ammontare totale dei tributi pagati nel nostro Paese; e, in se· 
condo luogo, dal fatto che poco meno della metà del basso reddito 
nazionale italiano è assorbita dal minimo indispensabile alla sussi
stenza della popolazione. Perciò, i forti tributi vengono prelevati su 
un reddito netto che in Italia rappresenta una percentuale del red
dito totale più bassa --che altrove (1). 

3. - Per quanto siano abbastanza istruttivi i risultati precedenti, 
essi sono, comunque, lungi dal dare una idea comparativa sufficien-

:Francia, si veda: Progression des i1JtpOts de 1913 à 1.925 en France et aux divers pays. 

«Blllletin de la Statistique Géuérale de la France », tome XIV, Juillet, 1925. Per 
il Regno Unito: The State8ntan Yem' Book, 1925. Per il Belgio: The Inter-AJly Debts. 

«National IndustriaI Conference Board Inc.», NewYork, 1925, p. 99. Nel limite 
del possibile, anche queste cifre sono state controllate su fonti ufficiali. 

(1) Tutto ciò è fa,tto manifesto dalle cifre seguent,i: 

Percentuale del reddito totale lordo assorbito 

Italia 
}t"rancia, . 

Be,lgio 
Regno Unito 
Stati Uniti 

dalle imposte 

21.4 

20.3 

10.0 
20.6 
11.1 

dalle sl1ssist.enze 

47.5 
30.6 
26.8 

18.0 
16.3 

Che in Italia l'ammontare.pei trilHlti sia elevatissimo è provato dal fatto che tale 
ammontare rappresenta già una~ I)ercentuale massima. del reddito tot.ale lordo per 
rispetto agli altri Stati. In Italia, è pure ma.ssima la percentnale di quella parte 
del reddito che lIon sopporta gl'avame tributario perchè rappresenta il consumo 
minimo indispensabile per mantenere in efficienza la popola,ziolle. 
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temente oorretta del gravame fiscale sopportato dai cittadini dei ~inque 
Stati in esame. 

Anche se in due o più Stati il reddito netto individuale è appros
simativamente lo stesso ed è press'a poco uguale la percentuale di 
esso prelevata dal fisco, ciò non significa ancora che il gravame fiscale 
sopportato dai cittadhri di tali Stati sia uniforme. 

Un fattore che influisce certamente sul gravame fiscale e che 
deve essere preso anzitutto in considerazione è la composizione e la 
stabilità del reddito, che variano notevolmente da uno Stato all'altro. 

'6 Il reddito agrioolo è molto soggetto a variare di anllO in anno 
per l'influenza di circostanze meteorologiche incontrol1a bili e perchè 
i prodotti agricoli, i quali si conservano meno bene e meno a lungo 
dei pl'odotti industriali propriamente detti, debbono essere commerciati 
in breve intervallo ai prezzi imposti dalle condizioni momentanee 
della domanda e dell'offerta (1). Perciò, nel confrontal'e il gravame 
fiscale dei diversi Stati non si può trnscurare di tener conto, fn ge
nerale, della diversa variabilità del reddito (2) e, in particolare, della 
proporzione ohe sul reddito totale rappresenta, in ciascuno di essi, 
il reddito agricolo.iOl'bene, fra gli Stati che si considerano nel pre
sente studio, la percentuale della ricchezza fon<1ltria rispetto alla 
ricchezza totale e la percentual~ del reddito agricolo rispetto al red
dito complessivo, a giudicare dalle cifre seguenti, per quanto un po' 
frammentarie, sembrano essere massime in Italia (3). y/ 

TABEU.A II. - Ricchezza fondiaria e reddito agricolo. 

STATI 

Italia 

Stati Uniti. 

Francia. 

Belgio 

i Percentuale della ricchezza i Percentuale del reddito 

I 
fondiaria alla ricchezza agricolo al reddito totale 

totale 
I~--._._._-_. 

, 

• I 38 % (1925) 

21 % (1920) 

13 % (1925) 

37 o lo (1914-) 

32 °/0 (1925) 

30 °/0 (1914) 

15 % (1914) 

(1) C. GINI, LI. cMnparison etc., cit., p, 46. 
(2) Un' paese come l'India, scrive lo SHIRRAS (art. cit.), sogget,to ai monsoni, 

che costituiscono 111 vena giugulare del1a prosperità indiana, non pl/Ò essere t,as-

sato nella stessa, misura di Ull altro, llel quale la carestia non è da temere. 
(3) Riferite da C. GINl, A cornparison, etc_, cit., pp. 45-46. 
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Anche la composIzIOne del reddito va tenuta presente, quando si 
confrontino la, capacità contributiva e il gravame fiscale degli Stati. 
Infatti, a parità di altre condizioni, il gravame fiscale è più grande 
negli Stati in cui è maggiore la proporzione del reddito non gua
dagnato (reddito da capitale). Anche senza riferire delle cifre, che, 
comunque, dovrebbero essere desunte per mezzo di coefficienti dai 
dati sul reddito, è verisimile ritenere che l'Italia, che un grandissimo 
poeta chiamò «la grande Proletaria », ritragga una rilevante percen
tuale del suo reddito dal la.voro dei cittadini. 

4. - Un altro fattore clle influisce sul gravame fiscale degli Stati 
è la concentrazione dei redditi. 

È evidente che due Stati, j quali abbiano uno stesso ammontare 
di reddito imponibile (reddito netto), saranno diversamente gravati 
da una imposta che prelevi x o lodi tale ammontare, se in essi è di
versa la concentrazione dei redditi. I n quello dei due Stati nel quale, 
rispetto all'altro, hanno una relativa prevalenza i redditi piccoli, il 
fisc~ dovrà gravare la mano su questi e prelevare forti aliquote sulla 
parte di tali redditi che supera il minimo di esistenza, dei rispettivi 
possessori, per garantirsi il desiderato gettito di imposta. Al contrario, 
nello Stato in cui, rispetto all'altro, hanno una relati va prevalenza 
i redditi elevati, il fisco potrà, mediante forti falcidie sulla parte di
sponibile di tali redditi alti, ottenere più facilmente e con minore 
sacrifizio dei contribuenti il desiderato gettito di imposta (1). 

Poichè le differenze nella concentrazione dei redditi fra Stato e 
Stato sono veramente cospicue, c'è da immaginare che l'importanza 
di questo fattore sul gravame fiscale relativo di più Stati possa essere 
anche considerevelissima. Le indagini che seguono tendono a preci
'sare statisticamente siffatta importanza, e a permettere un passo 
ulteriore nella valutazione comparativa del gravame fiscale sopportato 
dai cittadini dei cinque Stati elencati nella tabella I. 

(1) Queste ed 'altre osservazioni circa l'importanza della concentrazione dei 
redditi rispetto al gravame fiscale degli Stati possono leggersi, fra l'altro, in; 

Sir JOSIAH STAMP, The TaxabLe Capacity of Il'eland. «Economie .Tollrnal », 1921, p. 337. 
Vedasi anche: SiI' JOSIAH STAMP, WeaUh and TaxabLe Capacity. London, 1922, 
p. 118; lnventaire de la situaM,on Financière de Za France au debut de La treizième légis
Zature, presenté pa~' M. CLÉMENTEL1 Ministre des Finance8. Paris 1924, p. 125; e, per 
qualche cenno: V. TANGORRA, La pressione tributaria in ItaZia. « Rivista interna

zionale », 1922. Parecchi anni prima il GINI aveva indicato il metodo, che appli
cheremo in questo articolo, per dare una misura sintetica di tale importanza. 
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5 .... Poichè in tutti e cinque gli Stati esiste una imposta sul red
dito globale, si conosce per ciascuno il numero dei redditieri e per 
quattro Stati l'ammontare dei redditi accertati ai fini dell'impost,a, 
distinti seoondo date classi di reddito (l). 

Sarebbe facile, previa correzione ed integrazione dei dati orig"inari, 
per eliminare l'influenza esercitata sulle serie dalle esenzioni e dagli 
abbattimenti consentiti dalla legislazione fiscale di ciascuno Stato, 
di comparare sinteticamente la distribuzione dei redditi eri e dei red
diti in base ai noti esponenti (l (del PARETO) e [3 e o (del GINI). 1\1 a, 
non si raggiungerebbe, per questa via, lo scopo di valutare l'influenza 
della diversa ooncentrazione dei redditi nazionali sul gravame fiscale 
dei vari Stati. 

È in vece necessario seguire la via del confronto diretto tra le 
seriazioni dei redditieri e dei redditi preventivamente corrett,e ed in
tegrate per le dette ragioni, nniformandone la classificazione per tutti 
gli Htati. 

Il criterio da seguire è semplice, per quanto ne sia molto faticosa, 
l'attuazione. In primo luogo, è necessario esprimere le elassi di red
dito dei di versi Stati in un'unica moneta, ad esempio, come faremo, 
in dollari. lVIa, poichè le classificazioni dei redditi dei vari Stati si 
riferiscono ad anni di versi, nel ·fare le trasformazioni è necessario 
tener conto delle variazioni che ha subito il potere di acquisto del 
dollaro dal periodo per il quale si conosce la classificazione dei red· 
diti amerioani al periodo per il quale si conosce la classificaziolle dei 
redditi degli altri Stati (2). 

(1) I dati per l'Italia sono stati nffìcialmente raccolti in occasione dell'appli
cazione dell'imposta complementare sul reddito e comunicati dalla Direzione Ge
nerale delle Imposte Dirette del Min istero delle Finan ze. I dati per la l?rancia 
.sonI) pubblicati in: «Bulletin de Statistique et de législation comparée», février 

1925, pp. 226-227; quelli per il Belgio sono tratti da uno studio inedito del 
MAHAIM: La fortune de ~a Belgique, che dovrà uscire in una pubblicazione dell'Isti

tuto Sol vay, e che ho potuto consultare perchè è stato gentilmente comunicato 
dall'autore al prof. GINI. In tale soritto però è contenuta solo la olassificazione 
dei redditieri e non dei redditi accertati. La classific3,zione dei redditieri e dei red
diti del Regno Unito trovasi iu: Sixty-fowrth Beport of the Cornrnissione1"s of his 

Majesty's InLm,d Bevenue for the year ended 31st March, 1.921. London, 1922, e quelli 
degli Stati Uni ti nel volume: Treasury Departntent, United States Interna~ Bevenue. 

Stati8tic8 of Inconte front Returns 01 net lncont6 for 1.920, vVashington, 1922. 
(2) Per ridurre le lire del 1924 in dollari del 1920 basta, come è ovvio, adot

tare come cambio il prodotto del corso medio del dollaro in Italia nel 1924 per 
il nnmel"O indice de( prezzi agli Stati Uniti nel 1924 diviso per il numero indice 
dei prezzi agli Stati Uniti nel 1920. 

Naturalmente noi non possiamo escludere che dall'uno all'altro dei paesi po'sti 
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In questo modo, i redditi espressi nelle singole monete nazionali 
risulteranno distinti secondo le ('lassi di reddito espresse in dollari 
di un dato anno, o, in a Il ri termini, in dollari che hanno uno stesso 
potere di acquisto. 

Ciò fatto, si tratta di uniformare le classificazioni dei redditieri 
e dei redditi, adottando per tutti g'li Stati che si considerano una 
stessa classificazi'one arbitra,ria, o anche la classificazione dei reddi
tieri e dei redditi di uno degli Stati che si considerano: ad esempio, 
come faremo, quella degli Stati Uniti. 

N aturalmente, questo scopo si può l'aggiungere solo in maniera 
approssimata, valendosi degli esponenti a e ~. 

Dopo avere controllato che tutte le serie de.i redditieri e dei red
diti di cui disponevamo seg-uono assai davvicino la legge di PARETO, 

mediante interpolazioni parziali abbiamo determinato il numero pre· 
suntivo di coloro che, in ciascun paese, posseggono i redditi corri· 
spondenti alle classi di reddito adottate nelle statistiche americane 
e l'ammontare dei redditi rispettivi (1). 

Le statistiche finanziarie del Belgio indicano bensì il numero dei 
redditieri accertati ai fini della Surtaxe, classificati secondo il loro 
reddito, ma non forniscono invece le cifre dell'ammontare dei redditi 
percepiti. Per non riIlunciare a compiere, rispetto a~ Belgio, indagini 
analoghe a quelle degli altri Stati, abbiamo determinato l'ammontare 
approssimato dei redditi belgi, facendo i calcoli in base alla relazione 
approssimata studiata dal GINI: ~ == a-l (2). 

I risultati dei calcoli figurano nell'annessa tabella III, nella quale, 
però, per ragioni di brevità, le classi di reddito originariamente sta· 
bilite sono stàte alquanto raggruppate. 

a confronto varii la rigorosità della tassazione, in modo che le distribuzioni dei 

redditi accertati rispecchino con diverso grado di fedeltà. le dist,ribuzioni dei red

diti reali. Una rigorosa comparabilità, da tale punto di vista, non si può garantire 

in q ilesto come in ogni altro confronto internazionale che si basa sulle statistiche 

finanziarie, 

(1) Non ostante le critiche rivolte alla legge di PARETO, i calcoli accennati 

n-el testo possono abbastanza bene servire nel caso preSf!lte. Vale la pena di l'i· 

conhìre che nel '1906 Mi fece un i IIIpiego ufficiale del metodo di PARETO iII Inghil

terra. Ricorda lo STAMP ehe un British Select Con~rnittee fu incaricato di indagare 

sull:t possibilità di graduare l'Inconte Tax. n BOWLEY fece uso della legge di PA' 

RETO :.lpplicandola:ti dati esistenti per stimare il numero e l'ammontare dei redditi 

sopra 5.000 sterline. Ved.:li'Si: Repm·t V!J the Select Con~n~ittee, 1906, cito da J. STAMP, 

British incarne and Praperties, Londoll, 1922, pp. 330 e segg. 

(2) C. GINI, Il diverso ltCcrescin~ento delle classi sociali e la concentmziane della ric
chezza. « Giornale degli economisti», 1909. C. GINI, Indici di concentrazione e di di
pendenza « Biblioteca dell'economista », serie V, Torino 1912. 
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Le cifre hanno bisogno di qualche chiarimento. Esse non dicono 
già quante persone percepiscono nei singoli paesi redditi compresi 
fra i limiti indicati in cias<Juna classe e l'ammontare dei redditi rL 
spettivi, ma solo il numero dei redditi eri che posseggono redditi COll

presi entro certi limiti e l'ammontare dei redditi rispettivi, che si 
possono calcolare per i diversi paesi snlla base delle statistiche finan
ziarie. Questo non ci impedirà, per brevità di espressione, di parlare, 
in seguito, di numero di redditieri e di ammontare di redditi dei 
vari Stati, senza ripetere, di volta in volta, l'avvertenza qui fatta e 
senza richiamare le limitazioni insite nelle cifre, parendo ci , dopo 
tutto, sufficiente quanto se ne è detto. 

La prima classe di reddito considerata è diversa per i vari Stati. 
Le statistiche dei redditi dei Stati Uniti comindano a considerare 
solo i redditi superiori a 1.000 dollari, superiori, cioè, esattamente, 
a una somma decupla del minimo di esistenza da noi assegnato agli 
americani. Abbia,mo voluto, analogamente, per ragioni che esporremo 
in seguito, conoscere anche per gli altri Stati il numero dei retidi
ti eri che posseggono redditi almeno decupli del minimo di esistenza 
assegnato ai rispettivi cittadini, e l'ammontare dei redditi corrispon
denti. Cosicchè, la prima classe di reddito indicata nella tabella III, 
comprende redditi di 480-1000 dollari per l'Italia; redditi di 600-1000 
dollari per la Francia ed il Belgio; redditi di 750-1000 dollari per 
il Regno Unito. 

Nella tabella IV che segue, le cifre della tabella III sono ridotte, 
facendo uguale a 1.000 per i vari Stati il numero totale dei red
ditieri con redditi superiori a 1 .000 dollari e l'ammontare dei redditi 
rispettivi. N ella prima linea della tabella IV le cifre in parentesi 
sono ottenute dividendo il numero dei redditieri che posseggono red
diti compresi fra il minimo adottato per i vari Stati e 1.000 dollari 
e l'ammontare dei redditi rispettivi, per il numero dei reddit.ieri con 
redditi superiori a 1.000 dollari e pér l'ammontare dei redditi supe
riori a 1.000 dollari. Cosicchè, i totali di ciascuna colonna, che sono 
uguali a 1.000, non comprendono le cifre della prima linea, scritte 
tra parentesi. 

Le differenze fra la concentrazione dei l'edditi dei diversi Stati 
risultano veramente notevoli. Su 1.000 redditieri con più di 1.000 
dollari di reddito, in Italia, coloro che percepiscono redditi compresi 
tra 1.000 e 2.000 dollari rappresentano una frazione del totale dei 
redditieri assai più elevata che negli altri Stati, e l'ammontare dei 
redditi rispettivi in Italia costituisce da solo più della metà dell'am
montare totale dei redditi superiori a 1.000 dollari. Viceversa, 'in 

Metron - VoI. V, n. 3 
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Italia sono poco numerosi coloro che posseggono redditi elevati e i 
redditi rispettivi rappresentano una frazione del totale dei redditi 
superiore a 1.000 dollari più piccola che, negli altri Stati. 

Ma, la bassissima concentrazione dei redditi italiani diviene ancor 
più manifesta se si tien conto dei redditi compresi fra il decuplo del 
minimo di esistenza e 1.000 dollari. Il numero dei redditieri accer
tati con redditi compresi fra 480 e 1.000 dollari è poco meno che 
quadruplo del numero di coloro che posseggono redditi superiori a 
1.000 dollari e l'ammontare dei rispettivi redditi è 1,3 volte mag
giore. Naturalmente, non si possono istituire confronti con gli altri 
Stati, perchè, dato che il minimo di esistenza è diverso dall'uno al
l'altro, la classe di redditi compresa fra il decuplo del minimo e 1.000 
è diversameute ampia. Sarebbe possibile confrontare fra loro sola
mente la Francia ed il Belgio, ma le differenze fra i due Stati non 
sono - almeno per ciò che si riferisce ai redditi non troppo alti -
notevolmente sensibili. 

. i 6. -- Un metodo sintetico che serve per valutare l'importanza 
della diversa concentrazione dei redditi sul gravame fiscale di due 
o più Stati è il così detto metodo dei coefficienti tipo (1). 

Il gravame fiscale sopportato da due o più Stati è certamente lo 
stesso quando, in ciascuno di essi, i redditi di uguale entità sono 
colpiti con le stesse aliquote di imposta. 

Orbene, supponiamo che uno stesso sistema di aliquote progres
sive di imposta - o aliquote tipo - colpisca i redditi di più Stati. 
Il prodotto totale presunto dell'imposta di ciascuno Stato, diviso per 
il totale dei redditi, che si suppongono soggetti all'imposta stessa, 
darà un quoziente diverso da Stato a Stato; e ciò perchè, quan· 
tunque l'imposta sia immaginata in modo da rappresentare per tutti 
gli Stati lo stesso gravame, influisce, sul suo gettito, la diversa con
centrazione dei redditi colpiti. La percentuale del reddito colpito. assor
bita dall'imposta, sarà minore negli Stati nei quali, prevalendo, più che 

__ altrove, i redditi bassi, hanno maggior giuoco le a.liquote di imposta mi· 
nime,'e sarà proporzionalmente maggiore là dove prevalgono relativa
mente iredditLelevati, ed hanno così maggior giuoco]e aliquote elevate. 

(1) Così chiama'to dal GINI ed applicato alla distribuzione della ricchezza già. 
in: Appunti di 8tatistic'tt raocolti dalle lezioni det prof. GINI dallo 8tudente ETTORE BIT

TAREU,O, Padova, 1913·14: 

Per una esposizione sistematica del metodo dei coefficienti tipo, vedasi: 
C. GIN!, Quelque8 oonsidérations au 8ujet de Za construotion des nontbl'es inàioe8 dea prix 
et detl que8tions analog1,es. «Metron », VoI. IV, 1924, p. 28 segg. 



Cosicchè, mediante il procedimento delle aliquote tipo, applicate 
alle distribuzioni dei redditi di alcuni Stati, si mette in evidenza, 
in maniera sintetica: 

a) il diverso rendimento, nei vari Stati, di una imposta ugual
mente gravosa, dovuto alla diversa concentrazione dei redditi in cia
scuno di essi; 

b) il diverso gravame rappresentat,o nei vari Stati in cui i red
diti hanno una differente concentrazione, da una imposta che assorba 
una uguale percentuale dei redditi tassati; 

c) la necessità di applicare in uno Stato A, nel quale la con
centrazione dei redditi è relativamente bassa, aliquote più gravose 
che in uno Stat,o B, nel quale la concentrazione dei redditi è più 
elevata, quando si voglia prelevare in entrambi la stessa percentuale 
del reddito imponibile; 

d) che uno Stato A, il quale preleva una percentuale del red
dito tassabile n volte più elevata di quanto non faccia uno Stato 
B, in realtà sottopone i contribuenti a uno sforzo fiscale più che n 
volte maggiore se i redditi sono meno ooncentrati in A che in B, e 
meno che n volte maggiore se i redditi sono più concentrati in . ..4_ 

che in B_ 
Abbiamo supposto che, nei cinque Stati ex-alleati, i redditi accer

tati siano stati sottoposti alle stesse percentuali di imposta ohe col
pivano i redditi americani nel 1920. 

Si otterrebbe allora un certo gettito, il qua.le può essere logica
mente ragguagliato, tanto all'ammontare dei redditi colpiti, cioè su
periori a 1.000 dollari, quanto all'ammontare dei redditi accertat.i 
superiori al decuplo del minimo di esistenza, gli uni e gli altri con
siderati al lordo oppure al netto del minimo di esistenza dei red
ditieri. 

Il rapporto del gettito dell'imposta all'ammontare dei reùditi su
periori a 1.000 dollari al lordo del minimo di esistenza dice la reale 
falcidia subita con l'imposta dai redditi tassati, e l'analogo rapporto 
all'ammontare di detti redditi al netto dice quale porzione della parte 
di reddito che misura la capacità contributiva dei redditieri è pre
levata dal fisco. 

Più importanti, sotto il punto di vista dei confronti internazio
nali, sono i due rapporti fra il gettito dell'imposta e l'ammontare 
lordo e netto dei redditi che superano il decuplo del minimo di esi
stenza. Il primo dioe qua.le falcidia, mediante l'imposta, opera lo Stato 
sui redditi di coloro che, tenuto conto delle diverse condizioni e del 
diverso tenore di vita fra Sta.to e Stato, hanno un reddito supèriore 
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a un mInImO che, nei vari Stati in cui il reddito è percepito, può sod
disfare gli stessi o analoghi bisogni, e il secondo dice quale porzione 
della parte disponibile di tali redditi - la quale misura la. capacità 
contributiva dei loro possessori - è prelevata dal fisco. 

Facendo i rapporti in conformità di questo secondo criterio, in
teressa anche di conoscere, per i vari Stati, quale frazione dei pos
sessori di redditi superiori al decuplo del minimo di esistenza risul
terebbe esonerata dall'imposta, se in oiascuno venissero adottate le 
percentuali americane, e quale frazione i redditi rispettivi rappre
sentano sui redditi totali accertati. 

I risultati dei calcoli eseguiti in conformità dei precedenti criteri 
figurano nella tabella V. 

Qualunque sia il criterio adottato nel calcolo della percentuale 
del reddito prelevata mediante l'imposta, il risultato mette sempre 
in luce una cifra minima per l'Italia, una oifra massima per il Regno 
Unito e cifre intermedie per gli altri Stati. 

Applicando una imposta progressiva ugualmente gravosa nei cinque 
Stati, se ne otterrebbe un gettito minimo in Italia, appunto perchè, 
essendovi i redditi meno concentrati, hanno maggior giuoco le aliquote 
più basse, che colpi_scono i redditi minimi. Per apprezzare meglio al 
giusto valore i risultati conseguiti dalle ricerche effettuate, limitia
moci a considerare le cifre della colonna lO della tabella V, che, 
a quanto abbiamo detto, devono essere considerate come le più si-

, gnificative, per i confronti internazionali, se esse indicano, in realtà, 
quale porzione della parte disponibile dei redditi superiori a un mi
nimo, che nei paesi in cui i redditi sono percepiti dà analoghe 
soddisfazioni, è prelevata dal fisco. 

7. - Nella tabella VI, le cifre della colonna lO della tabella V 
sono ridotte in numeri indici, adottando come base, di volta in volta, 
la 'percentuale di rendimento in ciascuno Stato di una imposta pro
gressiva' sul reddito ugualmente gravosa in tutti gli Stati. 

Il significato delle cifre, del resto evidente, può essere facilmente 
spiegatò mediante un esempio. Prendiamo la seconda oifra della 
quarta 'Colonna.- Essa dice che un'imposta sul reddito ugualmente 
gravosa nel Regno Unito e in Francia, rende nel primo stato 2,8 
volte di più che nel secondo, e il suo reciproco, cioè la quarta cifra 
della seconda coIQn~a, qice che per prelevare la stessa percentuale 
del reddito imponibile nei due Stati, basta nel Regno Unito sotto
porre il reddito imponibile ad un gravame che è appena 0.36 volte 
quello corrispondente della Francia. Queste differenze dipendono 
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TABELLA VI. - Rapporti percentuali fra le percentuali d'imposta, rispetto al 
reddito netto dei vari Stati superiore al decuplo del minimo di esistenza, 
degli Stati indicati in testa delle colonne per le corrispondenti percentuali 
degli Stati indicati nelle righe. 

I Italia 

I 

~--I--

Italia 100 

Francia 22.8 

. Belgio 21.0 

I I 

Belgio I Regno Unit.o I St.ati Uniti 

--I---i----------I-
I I 

Francia 

I 

l! 475.4 1234.4 

I I 
--~ i 1-------

108.2 I 280.9 I 

I : 

493.3 

100 

495.1 

112.7 

1--- -----~--~---I-----!---
, I 

92.4 lOO I 259.1 10·1.1 

i -----~---I-~~--- I-----!--~~-----
Regno Unito! 8.] 35.6 38.5 Il ]00 40.1 

I 
---- -------- ----- ---- i-----~-~- -------

I 

Stati Uniti 20.2 88.7 9 
I
l 6.0 249.3 100 

appunto dalla diversa ooncentrazione dei redditi nei due Stati. Se i 
redditi fossero quasi ugualmente concentrati, infatti, i detti rapporti 
si aggirereb.bero intorno all'unità. È quanto avviene, approssimati
wmentej per i tre Stati Francia, Belgio e Stati Uniti. I rapporti 
peroentuali fra le percentuali di imposta dei tre Stati si aggirano 
infatti intorno a -100. Poichè, tenendo conto del differente minimo di 
esistenza, i redditi non sono troppo diversamente distribuiti in Fran
eia, Belgio e Sta.ti Uniti, un'imposta ugualmente gravosa dà in questi 
tre paesi press'a poco lo· stesso gettito percentua le, e per prelevare 
in ciascuno una eguale percentuale del reddito imponibile basta sot· 
toporre i redditi rispettivi press'a poco allo stesso gravame fiscale. 
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Ben altrimenti avviene quando si instituisca il oonfronto tra Fran
oia, Belgio e Stati Uniti da un lato e Italia dall'altro; fra gli stessi 
tre Stati e il Regno Unito; fra l'Italia e il Regno Unito. Il fatto 
prinoipale che risalta da siffatti confronti è la posizione di sfavore 
in cui si trova l'Italia a causa della bassissima concentrazione dei 
redditi italiani. Dna imposta progressiva sul reddito ugualmente gravosa 

nei vari Stati, rende in Italia poco p'iù di } di quello che ')'ende in 

Francia, in Belgio e negli Stati Uniti e ,,'ende meno di 1~ di quello 

che rende nel Regno Unito; per prelevare in Italia, 'Jw~diante una im
posta progressiva, la stessa percentuale del reddito imponibile, Ot~COITe 

sottoporre i redditi accertati ad uno sforzo quasi dnque volte maggiore 
che in Franoia, Belgio e Stati Uniti, e olt'l'e 12 volte maggiore che nel 
Regno Unito. 

Questa conclusione è particolarmente importante per la retta 
interpretazione delle cifre contenute nella penultima e nell'ultima 
colonna della tabella 1. Se il fisco prdeva in Italia, sotto tutte le 
forme, una parte del reddito nazionale al netto ùel minimo di sussi
stenza della popolazione 1.3 - 1.4 volte maggiore che in Francia 
e che nel Regno Unito; 2.9 volte maggiore che nel Belgio e negli 
Stati Uniti, anche prescindendo dalla minore stabilità ù dalla più 
sfavorevole composizione del reddito nazionale italiano, non si po
trebbe concludere che il gravame fiscale è in Italia 1.3 - 1.4 volte più 
forte che in Francia e negli Stati Uniti, o 2.9 volte più forte che 
nel Belgio. Il gravame fiscale sopportato dall' Italia è più fa,'te di 
quanto non appaia da dette cifre, percllè la bassa concentra.zione dei 
redditi degli italiani 1'ichiede uno sforzo più che proporzionale che 
negli altri Stati per prelevare mediante le imposte una stessa p3rcentuale 
del reddito naz,ional e. 

8. - Le conseguenze di questa situazione di fatto si fanno 
notevolmente risentire sulla organizza.zione fiscale dei vari Stati. Se in 
Italia bisogna prelevare, mediante imposte, percentuali del reddito più 
elevate che negli altri paesi; e, se la concentrazione dei redditi tende 
a deprimere, rispetto agli altri ~tati, il rendimento delle imposte, in 
Italia è necessario escogitare tutti i mezzi, anche vessatori, per vin
cere siffatta influenza e per assicurare allo Stato e agli Enti locali 
i mezzi necessari per la vita di un grande paese civile. 

Esamineremo partita mente i principali di detti mezzi e i loro 
effetti sul gravame fiscale sopportato dai cittadini, i quali tendono 
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tutti ad assicurare allo Stato e agli Enti locali una parte del reddito 
persino dei contribuenti più poveri. 

Cominciamo col confrontare, desumendoli da fonti ufficiali, i mi
nimi di esenzione dalle principa1i imposte dirette in vigore nei diversi 
Stati. 

T ABELLA VII. - Minimi di esenzione delle imposte dirette per un contribuente 
ammogliato con tre figli (dollari). 

Denominazione delle Italia Franoia 
imposte 

Belgio Regno Unito Stati Uniti 

Imposte sui terreni I 
e sulle case. zero zero ' zero - -

Redditi di capitale zero zero zero ]515 

\ Redditi industriali 
e commerciali . 22 83 \ 

I Redditi professio- \ I . nali, salari e pen-

I, 310-360 I sioni 
26 120-359 1683 

\ 

3.500 
Salari degli impie- I 

\ 
gati di Stato -zero 

\ Salari di impiegati I 

pubblici . 32 / 

Supertassa • 244 
I 

826 I ] 20-359 
I 

9620 / 
I I 

Quasi tutti i minimi imponibili sono più bassi in Italia che negli 
altri Stati e le dift'erenze sono talora veramente fortissime. 

Ma il confronto diretto delle cifre può dare un'idea fallace, se 
non si tien conto di alcuni elementi che ne debbono aiutare l'inter
pretazione. Li schematizziamo assai rapidamente. 

a) In Italia, le imposte, salvo la imposta complementare, non 
ammettono minimi imponibili diversi, a seconda dei carichi di fa
~miglia . del' contribuente; cosicchè, se per i contribuenti singoli le 
differenze fr~ Stato e Stato sono inferiori a quelle che risultano dalla 
tabella,> esse diventano più grandi quando si faccia l'ipotesi di contri
buenti con famiglia nume;rosa. 

b) In Italia, a differenza degli altri paesi, il contribuente, che pos
segga diverse categt>rie di reddito mobiliare, paga l'imposta anche sulla 
categoria del suo reddito che non raggiunge il minimo imponibile. 

c) Generalmente, il minimo imponibile viene dedotto dal reddito 
dei contribuenti per ricavare il reddito tassabile (abbattimento alla. 
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base). Fra gli Stati considerati fa eccezione a questa regola solo l'Italia, 
dove il contribuente con un reddito che sorpassa appena il minimo 
imponibile paga l'imposta sul reddito intero. In altri termini, in Italia 
non esiste il minimo di esenzione dalle imposte per i contribuenti 
che posseggono redditi superiori a quelli indicati nella tabella VII. 

d). La maggior parte delle imposte dei vari Stati prevedono detra
zioni dal reddito imponibile per ricavarne il reddito tassabile giusti
ficate da ragioni di famiglia o altre. Siffatto genere di detrazioni, nel 
caso dell' Italia, è attuato solo per la imposta complementare. 

Queste considerazioni bastano a convincere che realmente l'Italia 
colpisce con le imposte dirette redditi molto più bassi degli altri 
Stati, e che se, nei comuni più piccoli del Belgio, il limite di esenzione 
della supertassa è inferiore a quello dell' Italia,' tale inferiorità, quando 
si tenga conto dell'insieme delle imposte e del loro meccanismo di 
applicazione, è più apparente che reale. 

9. - Se le imposte dirette giungono, in Italia, a, colpire anche 
redditi molto bassi, le aliquote di tassazione sono nel nostro paese 
particolarmente elevate. 

Qualche esempio concreto giova per convincersene meglio di una 
lunga discussione. 

Sapponiamo alcune categorie di redditi commerciali, o professio
nali, e di salari e vediamo le percentuali di imposta che li colpiscono 
in Italia (Ricchezza mobile e imposta complementare) e nel Regno 
Unito (lncome Taro e Super Taro) (1). Le cifre dello specchio della pagina 
seguente sono calcolate supponendo 1 sterlina come equivalente a 
120 lire e considerando per i due paesi dei contribuenti che non frui
scono di detrazioni per carichi famigliari. 

Le percentuali italiane, per le categorie di reddito previste negli 
esempi, sono costantemente superiori alle corrispondenti percentuali 
britanniche. È bensì vero che la Supertassa inglese è progressiva e 
raggiunge percentuali elevatissime, ma essa colpisce solamente i red
diti sopra 2000 sterline, cioè sopra 24.0000 lire italiane, e non rag
giunge le aliquote massime che sui redditi di 30 000 sterline, pari a 

(1) L'esempio è tratto dal Memo1'cmdu1/t drafted by the General Confederation of 
Italian Industries, about Italy's Burden of Taxation, with special Reference to lndustry 
and Tmde as an Answe1' to the Federation of British Indu8tries, annesso alla memoria di 
G. BORGATTA. The :ff-scal B1wden upon the Italian Joint Stock Companie8. Roma, Libreria 
dello Stato, 1925, p. 58. I calcoli SOllO però stati completamente rifatti, tenendo 
conto del corso della sterlina nell'antunno del 1925 e rettificando le aliquote 
dell'imposta complementare italiana. 
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T A BI<JJ,L A VIII. - Imposte su alcuni redditi guadagnati tipo in Italia e nel 
Regno Unito. 

commerciale 

Imposte sul reddito 

professionale salario, assegno, 
pensione 

------------------- ----- -----1------

Lire Sterline 200 = Lire 24.000 
Italia 19.4% 17.8% 13.9 % 

Regno Unito zero zero zero 

Lire Sterline 500 = Lire 60.000 
Italia 20.5% 18.5 % 14.8 % 

Regno Unito 7.3,°/ ° 7.3 % 7.3 % 

Lire Sterline 1000 = Lire 120.000 
Italia 21.2 % 19.3 % 15.6 4/0 

Regno Unito 13.8% 13.8% 13.8% 

3.600.000 lire italiane. In Italia, l'imposta complementare è graduata 
dall'uno al lO °/0' ma comincia a colpire i redditi da 3000 lire in su 
(25 sterline) e raggiunge il massimo prima del milione di lire (circa 
8.300 sterline)~ 

lO. - Solo perseguendo fin i più piccoli redditi eri e colpendoli 
con aliquote d'imposta molto elevate il fisco italiano riesce a prele
vare le elevatissime percentuali del reddito privato di cui ha bisogno 
per fronteggiare le già immense e ognor crescenti spese pubbliche. 

Cercheremo in concreto di renderei conto dei diversi criteri con 
cui vengono colpiti i redditi in Italia, nel Regno Unito e negli Stati 
Uniti e quale è il risultato fiscale delle tassazioni. Supponendo 
una distribuzione dei redditi uniforme nei tre paesi ed applicando 

. a tali redditi le percentuali d'imposta che realmente li colpirebbero 
in ciascuno si ottiene un rendimento fiscale il quale, ridotto in per· 
centuale del reddito imponibile totale, dà un idea sintetica delle 
uifferenze fra lè serie dei coefficienti. 

Que~to procedimento corrisponde al metodo classico della popola
zione tipo, che il GIN! ha generalizzato sotto la denominazione di me
todo della oomposizione tipo (1). 

Come tipo, assumeremo la distribuzione reale dei redditi italiani 
di categoria CI di cinque province rappresentative, classificate me. 

(1) C. GINI, Quelques considémtions, etc. cit., pp. 28-37. 
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diante apposito spoglio dell'elenco ufficiale dei contribuenti privati 
possessori di redditi incerti e variabili eseguito dalla Direzione ge
nerale della Statistica. 

Per ciò che concerne l'Italia e il Regno Unito, sono state utiliz
zate le percentuali d'imposta calcolate dal prof. EINAUDI per alcuni 
redditi tipo (1) applicando ai redditi di ciascuna classe la media delle 
percentuali che colpiscono il reddito minimo e il reddito massimo 
della classe stessa. Per gli Stati Uniti, ho calcolato le percentuali in 
un modo analogo, tenendo conto dell'Income Tax e della Surtax (2). 
In ogni caso, si è immaginato un contribu-ente capo di una famiglia 
normale, composta cioè dei genitori e di tre figli (3). 

Il confronto fra i risultati conseguiti con le imposte italiane e 
quelli che si sarebbero ottenuti con le conispondellti imposte inglesi 
e americane è dei più contrastanti. 11 fisco italiano preleva già sui 
redditi minimi percentuali d'imposta uguali a quelle che il fisco in
glese preleva su redditi quasi cento volte più elevati e che il fisco 
americano preleva su redditi quasi duecento volte più grandi. I red
diti fra 60.000 e 100.000 lire sono colpiti in Italia con imposte 2,6 
volte più forti che nel Regno Unito e 9 volte più forti che negli Stati 
Uniti. I risultati di queste di fferenze si compendiano in poche cifre. 
In Italia, i redditi accertati pagano in media più del J5 per cento, 
mentre pagherebbero, col sistema inglese, 0,33 per cento e col sistema 
Americano, 0.13 per cento. In Inghilterra e in America, su 8742 contri
buenti sarebbero sottoposte all'imposta solo 20 persone, e appena il 
4,4 per cento del reddito totale accertato verrebbe colpito dal fisco. 
La percentuale media di tassazione italiana è rispettivamente 46 
volte e ] 17 volte più elevata che quella ottenuta sugli stessi redditi 
nel Regno Unito e negli Stati Uniti. Se supponiamo nei tre Stati 
esente dall'imposta la parte dei redditi professionali che rappresenta 
il minimo di esistenza personale dei contribuenti, le percentuali effettive 
o ipotetiche della tassazione italiana, inglese e americana diventano ri
spettivamente 18.32 o I o 0.39 o lo e 0.16 o I o e i rapporti fra la, prima e 
le altre due diventano 47 e 115. 

(1) L. EINAUDI, Il bilancio inglese. Oss61'vazioni t! confronti italiani. «Coniere 
della Sera», 6 maggio 1925. . 

(2) L'Income Tax colpisce col 4 % i primi 4000 dollari di reddito al disopra del li
mite di esenzione e con 1'8 °/0 i successivi. La Surtax è invece progressiva, col
pisce solo i redditi sopra 6000 dollari e si calcola con una apposita tabella. 
Vedasi: R. H. MONTGOMERY, Income Tax Proced14-re, 1924. New York. 1924, p. 192. 
Se nella tabella i redditi da 60.000-100.000 1ire figurano colpiti in America solo 
col 2 % si è perchè in realtà i redditi di 60.000 lire non pagano nulla e quelli 
di 100.000 lire pàgano il 4 %: in media, dunque, calcoliamo il 2 0/0' 

(3) Il minimo imponibile per una famiglia normale è stimato a $ 3500 secon
do: Tax BU1'den and Public Erependitu1'6. «National IndustriaI Confel'ence Board», 
New York, 1925, p. 28. 
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Queste cifre, è forse superfluo avvertirlo, non significano già che 
il :fisco inglese e americano prelevano percentuali insigni:ficanti dei 
reò.diti professionali, ma dicono solo che ne preleverebbero percentuali 
insignificanti se i redditi professionali fossero distribuiti nei rispettivi 
paesi così come lo sono in Italia. 

La realtà è che nel Regno Unito e negli Stati Uniti è possibile 
esentare dall'imposta o colpire moderatamente i bassi redditi su cui il 
fisco italiano grava fortemente la mano, perchè in quei paesi i red
diti molto elevati, che mancano in Italia, rappresentano una frazione 
cospicua del totale dei redditi e tollerano forti falcidie le quali 
compensano largamente la perdita fiscale causata dalle larghe esen· 
zio1 accordate ai contribuenti meno ricchi. 

'611. - Altre considerazioni gioveranno a porre sempre meglio in 
luce l'entità del gravame fiscale oggi sopportato dal contribuente 
italiano. 

Secondo una distinzione generalmente accettata, le imposte si di· 
vidono in dirette e indirette, a seconda, che abbiano carattere costante, 
durevole o almeno continuo, oppure che colpiscano, non qualità o 
possessi, ma circostanze, fatti particolari o atti permanenti. Una larga 
categoria di imposte indirette è costituita dalle imposte sui consumi. 
Negli ordinamenti fiscali odierni, per le imposte indirette si può dire 
che non esistono minimi di esenzione: esse gravano anche su coloro 
che percepiscono redditi piccolissimi, per il Bolo fatto che li consu
mano o li impiegano in determinati modi. È fatto riconosciuto che la 
scarsa concentrazione e la scarsa stabilità dei redditi sono due impor· 
tanti elementi che determinano gli Stati a dare un grande sviluppo al1e 
tassazioni indirette (l). D'altra parte, è pure evidente che, quanto più 
il largo sviluppo dato da uno Stato alle imposte indirette dipende dal 
fatto che fra i suoi cittadini prevalgono i reddi ti piccoli e poco stabili, 
tanto più elevato risulta il gravame fiscale da essi sopportato. 

Queste considerazioni bastano a chiarire il significato delle cifre 
contenute nella tabella X. Esse indicano il rapporto fra le imposte 
indirette e il totale delle imposte erariali e looali dei vari Stati. 
Quantunque non pretendano ad una esattezza rigorosa, date le dif· 
ficoltà che si incontrano nel classificare e nel rendere comparabili le 
imposte dei vari Stati, pure le differenze fra Stato e Stato sono ab· 
bastanza rilevanti perchè si possano ritenere significa tive. 

(1) «Se in Prll;sia, scrive il NITTr, 958 i % di tutta lo. popolazione ha redditi 
inferiori a 3000 marchi e 66.85 % ha redditi inferiori a 900 marchi, ed è in 
posizione non stabile, solo ]e imposte indirette possono costituire la base delle 
entrate». V. Prinoipi di Scienza deUe finanze, Napoli, 1912, p. 312. 
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T ABELLA X. - Imposte 'indirette e imposte sui consumi in rapporto al totale 
delle imposte, (compresi i prodotti netti dei monopoli e delle imprese pub
bliche) nei vari Stati. 

STATI 

Percentuale sulle imposte erariali e 
looali in totale delle 

Imposte indirette ImJ'oste sui 
consumi 

-----------------'--- ,-------- ------

Italia (1924-25) 
Francia (1924) . 
Bt>lgio (1924) . 
Regno Unito (1924-25) . 

58.3 
61.7 
60.8 
40.0 

46.6 
28.0 
23.7 
30.0 

IJ grande sviluppo dato in Italia alle imposte sui consumi da 
una chiara idea della notevole partecipazione che sono chiamate a 
dare alle spese pubbliche anche quelle classi di cittadini i quali per
cepiscono redditi minimi, e che probabilmente li spendono, interamente 
o quasi, per provvedere alla sussistenza propria e delle rispettive 
famiglie. 

12. - Per apprezzare al giusto valore le ripercussioni delle imposte 
sui consumi sulle classi meno abbienti, il TIV ARONI ha calcolato il gra
vame di imposte che colpisce in Italia la spesa settimanale di una fa
miglia operaia. In un memorandum preparato dell'onorevole CABRINI, 

del quale ho avuto comunicazione, i calcoli del TIVARONI sono stati ret
tificati e aggiornati in modo approssimativo al 1925, cercando di tener 
conto, fra l'altro, dell'effetto del dazio doganale sul grano di recente 
introduzione e di un piccolo consumo di bevande alcooliche. 

'r ARELLA XI. -- Bilancio settimanale di una famiglia operaia (Torino). (Operaio 
ammogliato con tre figli). 

Spesa Ammontare l 
delle imposte % 
--.----

Alimenti 142.86 28.42 19.9 

~ Vestiario 27.12 4.29 15.8 

Abitazione. 7.10 1.01 15.5 

Calore e lnce. 9.62 0.45 4.7 

Tabacco e varie. 32.86 6.55 19.9 
~, 

Imposte dirette (imposta cmnplemell-
tare) 3.00 3.00 100.0 

1------

Totale .\ 222.56 43.81 19.7 
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Sulla modesta spesa settimanale per il mantenimento di 223 lire, 
pari a 9 dollari, la famiglia operaia tipo italiana paga, almeno, dol
lari 1,8 d'imposte, di cui appena 12 centesimi di dollaro sotto forma di 
tributi diretti. Le cifre riferite rappresentano solo un minimo, per
chè a~cune imposte di importanza secondaria sono state trascurate 
nel compu~o. 

13. - Possiamo ormai rapidamente raccogliere e sistemare le con
clusioni suggerite dalle indagini precedenti. In Italia, la percentuale 
che le somme prelevate sotto qualsiasi forma di imposta erariale e 
locale rappresentano rispetto al reddito nazionale al netto del minimo 
di sussistenza della popolazione risulta: 1.3 volte p.iù elevata che in 
Francia; 1.4 volte più elevata che nel Regno Unito; 2.9 volte più 
elevata che nel Belgio e negli Stati Uniti. 

Queste cifre, tuttavia, non danno un'idea adeguata della pressione 
fiscale comparativa dell 'Italia rispetto agli altri Stati. La pressione 
fiscale italiana è più grave di quanto quelle cifre lascerebbero 
credere: 

I) perchè il reddito nazionale dell'Italia comprende una fra
zione più elevata che negli altri Stati di redditi agricoli, i quali 
sono molto soggetti a variare di anno in anno, e di redditi da puro 
lavoro, che sono più aleatori dei redàiti da capitale. Le imposte rie
scono illfatti più pesanti per i contribuenti che non possono contare 
sulla stabili tà e sulla sicurezza dei propri redditi. 

II) perchè i redditi italiani sono molto meno con.centrati che 
i redditi degli altri Stati. Perciò, una imposta sul reddito, che si 
proponesse nei vari Stati cii prelevare una eguale', percentuale dei 
redditi tassabili, dovrebbe essere basata in Italia su aliquote in media 
5 volte più gravose che non negli Stati- Uniti e 12 volte più gravose 
che non nel Regno Unito. 

Oosicchè. se con una data imposta si preleva in Italia, ad esempio, 
una percentuale del reddito tripla rispetto agli Stati-Uniti, la pres
sione fiscale che costituisce in Italia quella imposta non è solo tripla, 
ma è molto più grande. 
{ Il fatto che in Italia i redditi presentano una media bassa ed una 
distribuzione relativamente uniforme fa sì che il fisco sia costretto, per 
assicurare il gettito necessario alla vita dello Stato, a non risparmiare 
alcuni redditi che in altri Stati appaiono infimi. ~ 

Perciò, in Ij;alia, i limiti minimi di esenzione dalle imposte dirette 
sono quasi sempre pili. bassi che negli altri Stati; non si esonera 
dal pagamento dell'imposta il reddito inferiore al minimo imponibile 

Metron - VoI. V, D. 3 lO 
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che sia percepito insieme a redditi mobiliari di altre categorie; i minimi 
imponibili non costituiscono una detrazione sui redditi tassabili come 
avviene altrove; ed esistono solo per l'imposta complementare le detra· 
zioni per carico di famiglia così freq uènti negli altri paesi. 

Perciò, le aliquote iniziali delle imposte dirette italiane, che col· 
piscono generalmente redditi molto piccoli, sono più forti delle aliquote 
iniziali di altri Stati, che colpiscono redditi grandi, e rappresentano 
quindi un gravame fortissimo per il contribuente. 

Perciò il sistema fiscale italiano dà una. forte preponderanza alle 
imposte indirette e alle imposte sui consumi, col risultato di colpire 
anche i redditi inferiori ai minimi di esenzione dalle impost_e dirette . 

.. 



G. H. KNIBBS. 

The Growth of human populations, and the laws 
of their increase. 

The rapid rate at whicb the world's population has increased 
during the last century and a quarter, and the various difficulties 
of maintaining such a rate till tbe end even of tbe present centnry, 
have given an impulse to the study of the fondamental laws of po
pulation-increase. A very elementary supposition long ago indicated 
by VERHULS'l', and recently independently developed by Prof. PEARL, 
snd examined bu Mr. UDNY YULE and others, has beell advanced 
as substantial1y embodying the totality effect of the true law ofin
crease. This paper pl'oposes to shew that snell a view of popnlation 
growth is not justified, and it is believed that it would lead to an 
unsatisfactory estimate oi' the world's popnlation Iimits. 

I n a restricted region, a group oi' organisms inel'easing in nUlli
ber under the impulse to reproduce themse]ves, the impulse acting
with constant intensity~ but its effectiveness at any moment being 
reduced in the ratio, that the fUl'ther number still possible at that 
moment bears to the total numbel' which can possibly live in the 
region in question, grows less Hnd less rapidly, relatively. This di
minution in relative growth occurs in snch a way that the co-ordi
nates expressing its num bel's, with tirne as the variable, conform to 
what has been called a «logìstic» curve. Initial1y this curve is con
cave upwards in its middle region it is sensihly linear; after that 
it is convex upwarùs. Going back to past time it approaches its lo
west limit asymptotically: going i'orward it appl'oaches its highest 
asymptotical1y; and it is symmetrical on either side of its middle 
point. 

Attempts have been made recently to show that the growing 
population of the world substantial1y conform to this curve. That sllch 
s curve sbould characterise the mode of increase, is deduced from 
the fundamental assum ption and can easily be derived by expressing 
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the relation differentially and integrating the equation. lt can pos
sess the characteristics mentioned only when the inherent reproductive 
impulse is constant, excepting in so far as it is limited by oppor
tunity of effectually acting, this effectualness being dependent upon 
the limita.tion of the possibility of future populatioll. 

The nature of the organism, and that of its environment, are 
supposed to be constant except that the restrietion of the latter li
mits the result. This assumption, therefore, raises at once the que
stion as to whether, taken in the mass, hurnan beings can be regarded 
as organisms of essentially constant qualities, living in an environ
ment which a180 i8 sensibly constant. Obviously merely minute changes 
in 1ihe nature and extent of oscillations ahout the averAge essential 
character of human beings, and minute oscillntions in the nature of 
their environment, could of course, quite properly, be~ disrt>garded. In 
part, they would tend to cancel one another in ally large snmma
tions, and the «logiRtic» curve would represent the averag-e con· 
dition of things, it being understood that at any moment the actual 
numbers, etc. would only approximately conform thereto. 

To anyone who considers for a moment the enormons length of 
time that man has been upon the earth, the fact th~tt, with his po
wers of reproduction, he has not even yet attained in lIulllber to 
2,000,000,000 shows that the fondamental assumption, set out above, 
cannot be even approximately true. In order to adequately appreciate 
the significance of the very ]OW avel'age rate of rnan's power tu in
crease his numbers let us assume that he has alrea(ly attained the 
number of 2,000,000,000, and assuming different peliods 1'01' the ùe
velopment of such a number, estimate the rate of illCI't>Ase neceSsary 
to attain it, in differing periods of time. We then, obtclÌn the fol
lowing rather startling results: 

For a single pair of human beings to attain to a population of 
'2,000,000,000 in the periods of time shewn hereunder, the percen
tages- of increase per annum would have to be as follows: 

In 2.01)0 years, per cento per ano 1.04165 
» . 10.000 » » » 0.20745 

» 100.000 » » » 0.0~O72 

» '1.000.000 » » » 0.00207 

» 10~OOO.OOO » » » 0.000207 

In other words if uhman beings had existed on the earth for only 
as much as 1,000,000 years, their rate of increase over aH was sIi-
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show at what an extremely slow rate increase would have taken had 
it been uniform, and in view of the fact that, if the rate of increase 
of last century had been maintained for less tban 2,000 years, the 
whole population of the world could have sprung from a single pair, 
one sees tbat the fundamental assumption of the «logistic» theory 
is unqnestiona bly invalid, even if it happened to nearly represent 
more recent growths of population, which however it does noto 

The traces still existing of past civilisation, suggest that cause 
profoundly affecting the rate of reproduQtion have existed, but of 
these is no adequate historical record. Either the earth has been 
subject to tremendons vicissitudes of which we. know practically 
nothing, bllt of wbich there is perhaps geological evidence, or else 
the powers or self·destruction of the human being himself can be so 
evoked as to practicaI1y annihilate civilisations. Nor is it wholly im
possible that there are cosmic disasters or which no bistorical or 
astronomical account remain, but which can be imagined from phe
nomena that have come to hand tbrough surveys of the solaI' system 
and stellar universe now being made. 

It may be remarked that the study of changes on the solaI' sur
face has not yet covered any great range of time. lt is becoming 
increasingly clear, bowever, that climatological changes upon the earth 
are due very largely illdeed to phisical alterations, changes of energy, 
etc., of the solaI' surface_ Sufficient is not yet known to be able to 
say whether these cosmlC factors have caused profound changes in' 
man's power to increase in number or not, nevertheless it is quite 
possible that the rate of his increase has been very dependente upon 
great meteorological factors, 1;ihe like of which are only beginning to 
be sistematically studied. Even so far as man's physical environment 
is concerned, there is every reason to believe that the very naive 
assumption underlying the development of the «logistic» curve is 
invalido It probably is also invalid to suppose that his intrinsic na
ture is fundamentally unchanged. There is no doubt for example, 
that the accessions of knowledge, particularly during the 19 th Cen
tury, which came to man, were such as toenable him far more ef
ficiently to exploit, to his advantage, the material resources of his 
environment. The ability to do this easily made it possible for a 
population expansion perhaps larger than that which has existed in 
historical times, ior the civilisations or China, India, .Babylon, Egypt, 
Peru and Mexico, without doubt did not attain to the enormous de
velopments that have characterised more modern times. 
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One se es t.herefore that the vicissitudes of Nature, with which 
we are familiar through meteorological studies, may profoundly check 
human increase; the developments of agri culture, the powers of trans· 
portation which enable man to transfer such commodities as he needs 
to where they are most serviceable, and those accessions of knowledge 
which have made the earth more productive for him (as for example, 
through schemes of irrigation and fertilisation) have opened up poso 
sibilities for supporting a much Iarger Dumber of human beings. 

On the other hand it has to be borne in mind that 6)ince human 
desires have no intrinsic limit, we tend to surronnd ourselves with 
something more than is necessary for actual1y mnint~tining_life, na·· 
mely with luxuries, expressed not only in OUI' foods, but also in our 
clothing and housing. Even compared with say two or three hundred 
years ago, the elaborations of civilisation are very striking. Thus 
some measure of human effort goes into the development of « luxury », 
which possibly conId have gone into the development of increased 
amounts of food and the maintenanee of off-spring. 

Man also has greatly lengthened his life by better national and 
individuaI hygiene: this affects his economie power, efficiency, and 
his possible reproductive efficiency. 

When all these things are borne in mind the inadequacy, for the 
study of human increase, of the assumptions leading to the deri· 
vation of the «logistic» curve are clearly recognised. When closely 
studied populations are found not to increase in tbe way supposed, 
but it is found that (a) by making the population-unit the number 
of the greatest possible population; (b) by making the unit of time 
different lor the dift'erent series of results, and (c) by selecting a 
region of the whole curve which with these modifieations most elosely 
fits the actual numbers, the latteI' seem in fairly good agreement. 
This agreement is however fortuitous, not a rational conseguence of 
c?rrect assumptions, and is not therefore an indication of the sound· 
ness of the hypothesis reviewed. 

The' question under review is not merely an academic one of no 
--praetical moment; it is already influencing the national policy of 

peoples whòse governing classes are being influenced by the future 
outlooK. Were territori es can no longer provide the food-supplies 
for their inhabitants by means of home·production, they are dependent 
upon exchanges of .. c6mmodities necessary to them, and therefore are 
at once influenced by the developments and attitudes of peoples in 
other territories and by their production. And in view of the fact 
that with the world's growing population food-production difficultie8 
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are 'already in evidence, it powerful1y influences the question of mi
gration, inasmuch a,s national, raeial and linguistic differences and 
diverse social ideals operate strongly to prevent free movement. 

We sha11 first consider briefly the evidence that the «logistic» 
type of development does not apply to human populations. For the 
United States the census-data' from 1790 to 1920, give tbe' position 
of the upper asymptote 01' tbe curve at somewhat less than 200 
mi11ions. lf we accept this figure as the maximum possible popula
tion, and take the successive population expressed as a ratio of this 
subtracted from unity, it wilI give the factor to be multiplied into r, 
the assumed constant inhel'ent impuIse to increase, which however 
has been modified by the diminution of the furter possible increase, 
viz., from Y, originalIy, 1,0 Y - y. For the «logistic» theory is that 

(dyjdt);y == l' (1 - y/ Y) 

y being the population at any time in question, Y the greatest pos
sible population, and r the inherent impulse to increase. This Iast 

in the United States was about 36 per cento per decennium or say 
3.1226 per cento per annum, that is 3.074e47 per cento at every 
moment; in other words l' == 0.03074847. Calculating the inatanta
neoua rate for each decennium, and referring these to the middle 
yeara thereof, then comparing them with the means of the istantaneous 
rates (based on the above va]ue for r modified by the above formula), 
at the beginning ~md end of ench decennium we get: 

lstantan eous 'rates per 10.000 persons. U. 8. A. 

Year 1ì55 1805 1815 
I 

1825 I 183511845 I 
1855 

Acl,nal rates 
I 

300 310 286 289 I 283 307 304 
« LogiHtie» l':ltes 300 298 294 290 I 284 I 277 265 

--~----- --_._-

18~1~;;; 
--- -1-------

Year 18n5 1885 1895 1905 1915 

Actllal l'at,es . I 304 204 I 263 227 188 191 139 
4: Logistic» rates .[ 265 254 I 239 220 201 178 156 

I 

The steady diminution shewn in the supposititious «logistic» rates 
is not exhibited t1y the actuaJ rates, notwithstanding that the 200 
million was so taken as to fit them as well aa possible. For example 
for 1845 the rate actually had increased from the originaI 300 to 
307 instead of dropping to 277: it was as high as 304 instead of 
being 265 for 1855, and as high as 263 instead of being 239 for 1875. 
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These considerable irregularities in the rate of inerease were 
exhibited in the successive values for the population of Australia. 
Again referring them to the middle year, and expressillg them as 
1'ations of the population at the commencement of each decenninm, 
they were as follow: 

1Jecennial Ratios oj l1w'rease jor Australia 1790-1920. 

Year . I 1795 1805 1815 182511835 1845 1855 

Ratios of increase . 
·1 

2.48 2.23 2.89 2.13 2.83 2.09 2.71 
--- -- ~--- ---

Year 1855 1865 1875 1885 1895 1905 H115 

Ratios of increase . 2.83 
I 

1.44 1.35 1.41 1.20 1.18 1.22 

From 1870 to 1920 the quinquennial rates of incl'ease can be very 
exactly found. They are: 

Quinquennial ratios oJ Increase f01' Australia 1870-1920. 

Year 1872 1/2 77 '/2 82 '/2 87 '/2 92'/2 97 1/2 1902 '/2 

Ratio of increase 1.15 1.18 1.21 1.17 1.11 1.08 1.07 

7'/ 12 

1.10 

]2 1/ 2 17 1/ 2 

1.12 1.09 

The arithmetical average is 1,128 and the quinquennial ratio over 3111 
1.12626. 

The population numbers for England and Wales from 1801 to 
1911 are also not well fitted by the «logistic» curve. From 1811 to 
]871 they are very closely given by the parabola 10.14 + 1.745 T, + 
+ 0.055 T/ and then for 1.he next fouI' decades by the straight line 
22,59 + 3.34 T 2 , the unit of the times T, and T 2 being a rlecennium. 

If we take the populations of France for the years shewn below, 
excluding Aisace-Lorraine from 1876 onward, the differences (in 
millions) do not at all support the «logistic» hypothesis. 



Year. 

1801 

1806 

1811 

1816 

1821 

1836 

1841 

Population d~fferenee8. 1l ra.nce 1801-1911. 

Diff. Year. Diff. 

1841 
1.76 1.12 

1846 
0.24 0.46 

1851 
0.65 0.26 

1856 
2.42 1.34 

1861 
0.05 

1866 
0.72 

~:,r.J_~~~fl'. 
1876 

1881 

1886 

1891 

1896 

f901 

1906 

1911 

I 

I 
! 

I 

I 

1.80 

0.64 

0.17 

0.17 

0.42 

0.30 

0.36 
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eThe population h~ve been obtained by small linear interpolations 
for the periods in question). Although a «logistic» curve can be 
drawn close to the curve of the successive population·figures, it does 
not well represent them, and to fit it to them is without meaning. 

In this connection it is well to turn to an examination of the 
characteristics of population·growth iu tIte United States. The view 
of F. A. W ALKgR, the American statisticiau and economist, who 
had studied the question, was that the remarkable change that ope-' 
rated to lirnit the rate of growth of the people of the U nited States, 
had it~ ill"lgin in social and industriaI changes. In 1790 there were 
only about 600,000 white families, few either very rich or very poor. 
At t,hat time food was abundant, dornestic tranquillity prevailed, and 
and both social traditions and religious beliefs encouraged fecundity. 
The land was but partially settled, and - it rnay be added - the 
people occupied a virtually unrestricted area. Up to 1850, particu
larly in the North} instead of mechanical labour being ernployed, the 
farm labourers consisted largely of young me n, who worked for et 

few years to acquire sufficient ready money to marry. These condi
tions allowed the population to expand quite freely. But between 1840 
and 1850 a change carne. There was a rise in the standard of living, 
artificial « necessities » were multiplied, dornestic service was extended, 
women were introduced into factory labour. Then in 1861 to 1865 
carne the war of secession, causing a defect - it was estimated -
ot 1,765,000 persons at the 1870 enumeration. Although there had 
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been an enormous immigration, pnrticularly from Ire]and and Gel'
many, in the successive decennia, viz.: 

lmmigration in the U. S. America 1820-1910. 

Decennium ending 1830 40 50 60 70 80 90 1900 10 

Millions of immigrants 0.143 0.599 1.713 2.593 2.314 2.812 5.246 3.844 7.754 , 

the old rate of growth was never re· established. What these facts 
reieal is that 80eia1 and economie factors operate as very potent 
eause of variation in the rate of growth of popnlations. The' percen
tage of urban popnlation grew more slow]y from 1790 to abont 1831 
than from 1831 to say ] 880. Thus in the two periods the llrban 
populations grew as follow: 

] 790 - ]831 
1831 -1880 

3.40 + 0.70t l 

6.34 + 0.28t j 

in which tiare the yenrs after 1790 and t 2 those alter] 831. These 
, were due to the change of the poeple in their industriaI character. 

Before considering the matter further it is welI to consider the 
nature of the reproductive element in a population, viz., the women 
of fertile age and the things which ensure or hinder fertility. Ob
viously the potential reproductivity of a population depends upon 
the following element8, viz.: 

(i) Its constitution according to sex and age; 
(ii) The health of its individnals; 
(iii) The possibilities of their response to the reproductive 

impulse; . 
(iv) The possible effectiveness of this response in securing a 

normal costitution according to sex and age. 
For married women of alI ages from 13 to the end of life the 

nnmbers per 1000 who bore from O to 20 or more children were found 
in Aus,tralia in 1911 to be a8 follows (1) 

..,.. Frequency oj wives bearing O lo 20 children and o'Vel'. - Australia, 1911. 

No. of children O 1 -2 3 4- 5 6 7 8 9 lO 
No. of wives 143 150 14:5 123 101 80 64 51 41 33 26 

No. of children 11 12 13 H 15 16 17 18 19 20 Over 20 

No. of wives 17 
lo 

12 7 3 1.6 .8 .32 .15 .06 .02 .05 

(1) G. H. KNIBBS, Math l'heQry of Population, p. 336. 



155 

These results gave about the number 3.76 per wife, which is evidently 
less than the physiologically possible number for healthy wives. Thus 
the question of the measure of the response, (iii) above is an imo 
portant element in the law of growth of a population. Moreover aH 
social and economie factors which affect the average intervaI between 
the age of husband and that of wife affect the fecundity (1). Thus 
one sees that health, contraceptive knowledge and practice, affect 
the numbers of the issue, and these again are in turn affected by 
social traditions and ideaIs, despite the easy circumstances of a 
territory. 

That changes of this last kind take pIace and that they have 
some relation to the productivity of a country is .well revealed in 
the history of Australia from say 1860 to· the present time. The 
following are quinquennial results: 

Marl'iage, birth, and increase rates, etc. and production per ltead. 
Australia 1860·1923. 

Periods ]860-4 1865·9 1870-4 i 1875-9 11880-4 I 1885.9 1890-4 
I 

Population (1) 1.233 l. 474 1.722 I 1.995 2.347 2.835 
I 

I Marriage (2) 8.56 7.67 7.12 I 7.25 7.90 7.86 3273 

Births (3) 42.54- 40.28 37.59 i 35.59 I 35.08 
1

35 .30 6.82 

Births p. marriage 4.97 5.25 5.28 4.91 4.44 4.49 33.34 

Inerease (4) 38_52 37.42 ! 30.4,0 : 31 74 38.04 32.84 4.89 I . • 

Produetion (5) ..c 23.4 28.5 I 30.7 ;31.4 30.4 29.9 24.50 
I 

Periods 1890-4 lh95·9 1900·4 1905-9 1910-4 1915-9 1920-3 

Popnl ation (l) 3.273 3.585 3.855 4.158 4.651 4.905 5.575 

Marriage (2) 6.82 6.64- 7.10 7.65 8.72 7 68 8.52 

Births (3) 33.34 28.29 : 26.58 26.57 27.72 25.69 24.71 

Births p. maniage 4.89 4.26 3.74 3.47 3.18 3.35 290 

Inerease (4) 24.50 16.84 13.54- 17.04 28.34 13.14 20.4 

Produetion (5) J: 29.9 29.9 31.6 37.9 43.5 57.5 \65.6 

(l) Millions. (2) Per 1000 mean popnlation. (3) Per 1000 mean populat.ion. 

(4) Per 1000 mean population. (5) Pounds stirling per head of population. The 

mean of the populations as at 31 Dee. 1861 and 31 Dee. 1862 are taken as the 

population at the middle of the 5-year periods. and similarly for eaeh following 
quinquennium. 

(1) See, Diisogeny in Australia, G. H. KNIBBS, [Md., pp. 356-361 and the results 
of KOROSI, Budapest. «Phil. Trnn8» VoI. 186, pt. II, pp. 781.875. 
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The period 1915 to 1919 is the war period and its affect is ob· 
vious. 

The period 1920·3 is a four-year period only. 
The ratios of the totals of the birth-rates to the totals of the 

marriage·rates shew a steady falI with the lapse of time, the generaI 
trend of which may be roughly represented by 

5.47 - 0.21 T 

in which T denotes the number of quinquel1nia after 1860·4, or the 
number of years June 1862 divided by 5. 

These results shew that the response in Australia to- the mar
riage and reproductive impulses have dhninished during the last 60 
years, despite the increasing value of the production per head 01 

population, and the easy going circumstances of lif~ therein. The 
production had increased from 1860-4 to 1870·4; it then averaged 
about "t 30.1 for 30 years, when it again progressed at the rate of 
about 1.6TJ

, in which T denotes a 5·year periodo We thus see that 
. a population's economie production may be accompanied by influen
ces which can rob it of its appropriate effect on the measure of 
increase. The development 01' secondary industries reinforced the urban 
populations, the percentage divisions in Australia on 4 th April, 
1921. being as follows: 
Metropolitan 43.01: Provincial 19.09; Rural 37.35; Migratory 0.55; 
Total 100. This large aggregation in the cities pl'obably has had much 
to do with the limited rate of increase. 

A study of the relative productive activity of Australia from 
1871 to the present time (the figure being corrected by wholesale 
price·indexes up to 1907 and by production price-indexes from 1908 
onwards), and a comparison with the increase, marriage, and birth
rates, ant! vith the ratios of the birth· rates to marriage rates, shews 
that very often fiuctuations in the relative productive activity have 
been followed slightly afterwards by somewhat similal fluctuations 
in the rates of increase. On the whole the increase may be expected 
to become ,grèater in the year following the increase of the relative 
produGtivity. This is shewn in the following figures, starting with 
1891 for the productive activity (P. A.) and 1892 for the increase 
Clnc.) per 10,OOO~ 
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Relative Productive Activity and Population-increase. Australia 1892-923. 

17621761 1
793 68619061 7461 65416951 921 I 

I 
P. A. 839 899 949

1 
942 

I 
Inc_ 200 193 176 140 158/ 132 i 107 147 148 145 172 I 170 217 

I , I I I 

P. A. 1062 11070 11000 9841102618171 958 1 908 897 8681 828 i 925 967 I 
Inc. 2341 3361 378 3101159 -51_104, 130 198 438 1 203 , 181 225 

I I : : I l 

The births and marriages per 100.000 ratios of the births to mar
riages from 1891 onwards were as follows: 

Birrths and Marriages peto 100,000 and thei'i' 'I"atios, Australia, 1891-922. 

B. 3447 

M. 747 

R-7-M I 4.60 

B. 2669 

M. 790 

B-:-M 3.38 

3365 13085 

674 I 608 

5.00 15.07 
I 

I I 
2843127:&7 2716 ;2671 

655 703 7321 726 
4.3413,88 3 71 3 68 

I • i" 

I I I 

2529 /2641 2623 2657 2676 2659 

667 702 725 749 787 776 

3.80 I 3.76 3.62 355 I 3.40 3.43 
-------_._------~-~---~-----------~-_._----- . 

1

2673 

837 

/3.19 
l 

2720 2860 /281512790 [2706 12657 1262712500123531254512495 
879 906, 863 I 876 I 907' 814 I 681 659 780 962 859 

i I I I I I ' I 1 3.09 I 3.16 1 3.26/3.19 i 2.99 i 3.26 3.86 3.79 1 3.02 i 2.65 2.90 
i I I I I I 

The above resuIts indicate that the economie faetor acts definitely. 
In generaI favourabIe circumstances lead to an increase of marriage 
ancI birth-rates, but the deveIopment of « easy-going» tendencies may 
militate qui te appreciably against the increase which otherwise would' 
have taken pIace. 

A. factor which shouId be noted is that an improved hygiene has . 
operated to preserve life during the years oi higher economie efficieney. 
TubereuIosis is yieIding thereto with most valuable economie results, 
since life is not terminated before economie efficiency is reached. It 
is true that cance'r is increasing, but cancer is an oId-age disease, 
and its balefui effeets do not ordinarily appeal' till the age of highest 
economie effieiency has been passed. 

It is necessary to bear in mind that in different Iocalities and 
different peoples the reactions to advancing therapeutics and hygiene 
are very diverse. This is seen in the very di:fferent <<:: average ages » 

attained by alI born in a particular country (the expectation of life 
at birth). It is also seen in the great differences in the mortality 
of infants du!'ing the first 12 months of life (infantile mortality) and 
also in the death-rates of the populations. The next three TabIes 
shew these. 
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It may be mentioned that the expectation of life at date of birth 
has been greatly increased during the last four decades, but as 
stated is very different in dift'erent countries. In the following Tables, 
it is given for males (M) and for females (F) in years: 

Eoopectation of L~fe at Birth. 

Country I Per:od M. years F. Country Period I M. years F. 
i 

Australia 1920-2 59,.16 63.29 U. S. America 1901-10 48.34: 51.92 

Denmark 1906-10 54.90 57.90 Belgium 1901-10 4539 48.84 

Norway I 1901-10 54.82 57.70 Germany 11901-10 44.82 48.33 

Sweden 11901-10 M.53 56.98 Italy 1901-10 43.60 44.40 

Netherlauds 1900-9 51.00 53.40 Finland 11891-1900 42.90 45.60 

England & W.I •• 11901-10 48.53 52.38 Austria 1900-1901 37.77 39.87 
I Frauce 1908-13 48.50 52,42 -
I 

- I - -

Results suoh as the above are of course reflected in the rates of 
infantile mortality, per 1000 births recorded, and also in the orude 
death-rates, per 1000 of the mean population. These are as follow, 
the number follQwing the country being the year of the present 
century. 

infantile MortalUy per 1000 births. 

Country Vear Country I Vear Rate Country Year 
I 

Rate Rate 

-- -- -- --
New Zealand 24 40 Scotland 23 79 Austria 20 157 
Australia ,. 57 Canada (I) 24 79 ltaly 17 158 
Norway 21 63 S. Africa (b) W. 23 82 Japan 22 166 
Sweden ,. 65 Canada (2) 24 80 Jamaica » 177 
}rlsh Free State 23 66 Finland 23 92 Ceylon ,. 188 
NetherlatIds :'2 67 France lO 96 Hungary 21 197 
Great Britain 23 70 Bulgaria 19 109 Roumauia 20 231 
Switzer1.and 21 74 Belgium 2J 115 Russia in E. 09 248 

England & W~les 24 75 Canada (3) Il 128 Chile 283 
U. S. America (a) 21 76 Germany ,. 134 Canada (1) excl. 
Denmark » 77 Spain I 22 141 Quebec. (2) is 

I for Ontario. (3) 

i I Quebec. 

(a) The results f"r the U. S. America are for the registration area only. 
(b) The resultsfor South Africa are for whites on]y. 
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Orude Death-rates per 1000 mean Population. 

Country Year Rate Country Year Rate Country Year Rate 

-- --- ---- ---- -- --

New Zeland 24 8.3 Creat Britain 24 12.6 Czeco-Slovaki a 22 I 17.8 

Australia 9.5 Switzerland 22 12 9 Bulgaria 19 19.9 

S. Africa W. 23 9.7 Finiand 23 13.8 Spain 22 20.5 

Canada (1) 24 9.8 Belgium 22 13.9 Hungary 20.8 

Canada (2) 10.8 Canada (3) 21 14.2 Japan 22.3 

Netherlands 22 11.4 Scotland 24 14.4 Jamaica 22.9 

Sweden 23 11.4 Irish F. State 14.8 CeyIon 27.8 

U. S. America 22 11.8 North Ireland 15.8 Russia in E. 09 28.9 
Norway 11.9 France 23 17.0 Chile 23 32.8 

Denmark 11.9 Austria 22 17.1 
England & Wales 24 12.2 Italy 21 17.5 

The effeef of war on the populatioll growth of the United States 
of America has already been notieed. Recently the birth rates were 
considerably affeeted in European countries. Thus the pre-war, war 
and post-war rates were about as follow: 

Prussia Bavaria Austria Belgium :France Britain Switzerland 

Pre-War 21.1 21.3 18.5 16.5 11.6 23.0 19.5 
War 15.1 15.8 14.3 12.1 10.7 20.8 18.8 
Post-War 24.2 26.5 23.0 21.3 20.5 22.8 20.9 

Australia. affords a striking example of the effect of a great 
eoonomie disaster. Frolli 1891 to 1902 the number or sh eep was re
duced from over 106 millions to 53.7 millions and. fro ID 1894 to 
1902 of eattle from over 12 millions to 7.1 millions. The populatioll 
inerease per 1000 per annum changed as foI1ows : 

From 31 Deeember of 
Increase per 1000 p. a. 

1883·1891 1891-1898 1898-l903 
32.7 17.7 13.9 

Although not wkolly attributable to economie losses it was mainly so. 
À eareful review of 3111 the factors affecting population increase 

indicate the following as the main determining elements: 
1. The reproduetive potential of, and therefore the increase of, 

any population ultimately depends upon: 
a) Its constitution in respect of sex ad age; 
b) Its health at all ages, and particularly at the ehild-bearing 

ages 01 its feltlales; 
c) The natural resources available to it; 
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d) The efficiency of its knowledge of the means of exploiting 
such resources; 

e) Its constant social traditions. 
2. The effectiveness of the reproductive potentiai is uniform only 

so long as a) to e) remain unchanged, and for such time the law 
of increase is Pt == P o ert , r being the constant inherent impulse to 
increase expressed as an i nsta,ntaneous rate. 

3. In a new country with relatively very great resources, the in
crease of which arises from within itself, such increase is the measure 
of its effective reproductive impulse, alI factors affecting it remai
ning constant. 

4. Variations of social tradition and changes in economi c facts 
may operat,e to increase or diminish the' annual rate of increase. 

5. Studied more minuteIy, the rate exhibits an annual periodicity 
(bun this can ordinariIy be ignored) because births and deaths have 
such periodicity. 

6. The rate of increase can become greater in many ways; among 
, others a) by the discovery of resources previously unknown or igno
l'ed; b) by the more skilfui exploitation of the known resources; c) by 
social changes reducing the standard of living, so long as these do 
not hinder the reproductive efficiency of the population or the im
pulse to increase; d) by the maiutenance of desire for offspringj e) by 
the improvement of the generaI health of the population or the nor
malising of their acUvities. 

7. From the standpoint of incréase the elaboration of a standard 
of living is advantageous only so long as it increases normally the 
productive efficiency without impairing the reproductive impu1se. 

8. AlI unnecessary luxury Iowers the possibilities of increase by 
deflecting human activities towards their production instead oi leaving 
such activities available for food and other supplies under normal 
çonditions. 

9., Since thrifty and efficient living demands the exercise of intel
ligellce and will, and since also these are essenti al to secure optimum 

~ conditions for reproduction, ethical factors have a far-reaching influence 
upùn the 'rates of increase~ and of this there is the clearest evidence. 

] O. The highest efficiency of the human units of a popuiation 
presuppose the application of the resu1ts of a knowledge of heredity, 
in the reproductoon oi' the human being himse1f, as regards et) his 
intellectual and mental powers general1y; b) the normal development 
of his social characteristics; and c) the genius of his social-economic 
world·system. 
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11. Under any system which admits of an increasing world-po· 
pulation, there inevitably comes a time when the efl'orts to satisfy 
human needs wiU exhibit the law of climinishillg returns. 

12. So mally factors of adjustment co· operate in the result, that 
the optimum scheme of meeting such needs cannot be stated a 
priori, nevertheless certain eleinents of the optimum eOllditions are 
discernible. 

13. These optimum conditions are: a,) the danger of hostile col
lisions shall be reduced to a minimum; b) constructi ve birth-control 
shall become a world·ideal and alI popuIl:\tions shall submit to its 
discipline; o) such migrations shall occur ns eliminate alI Ullneces
sary movement, and minimise the effort of respollse to human needs; 
d) every territory shall become an integraI elemeIlt in the world
effort; e) the disposition to dominate or take advallta,ge by financial 
or military power shall give pIace to that of hel pfulness in the 
whole issue. 

When the real factors of poplliation increase are considered, it 
is self.evident that the «logistic» theory calluot be l'eganled as 
satisfactory. The present deerease of the rllte of advance in most 
countries, and perhaps particnlarly in the United States of America 
alld perhaps also in Russia and the fact that Australia has not yet 
exhibited the rate of increase of 3 per cent, per annum, these things 
are due to faetors which are nat expressed by the ]aw 

This is not even empirically an expression which rea]]y represents 
the facts. It ean fit them in a generaI way, amI thcn on]y wery 
imperfectly, wen the units of t can be vari ed arbitrarily, the distance 
between the asymptotes, ant! tbe range of the curve lllay aiso vary 
arbitrarily. lt then Iends a false support to thc notion that the 10-
gistic theory is confirmed. 

Gi ven a differcnt distribution of thillgs essential to the mainte
nance of human life antI the satisfaction of human lleeds, many more 
people could Uve in the worId than it now maintains: needless luxury, 
collisions of interest, ancI wanton destruction limit tbe num bers gl'e
atly. One has only to sllrvey the facts, patent everywhere in the 
world, to see tlmt hllmanity has not yet a definite answer to the 
question whetber it is better that very large numbers live humbly, 
or a, smaller number with a few living very luxuriously antI many 
with needless luxury at the éxpense of great numbers. 

Metron - VoI. V, n 3 11 / 
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It is however beyond (lollbt that the standards of living prevailillg 
in some countries are such that they lirnit the possibilities of their' 
popnlation. For this and similar reasons any empirical fttting of the 
vaI'ia,tions of populations with time do not represent the intrinsie 
laws of population,development, but merely refleet the vieissitudes 
of the natural resourees, and of the ethieal, soeial, and economie faets 
pl'evailing at particular periods in the variable tirne. 

Direttore responsabile: CORRADO GINI. 

Città dì Castello - Società Anonima Tipografica «Leonardo da Vinci». 







The International Review of St.atisticlil METRON ispublislted fourtimes ~ year, 
the four numbers'makingavolllme of 700 to 8po"p'ages inall. 

~Jtaccepts originaI articles. on statistica} me~hods and ontJle -applications of sta~ 
tisticsto tHe (lift'erent,Bpheres of adi vity, and reviews or di8cusi-iocsof l'esulta ob
taiued by statistical method in varÌolls fields of scieuce,orsuch materiai aB may 
be or. interest to the statisticiau. A bibliograplty is ,anllexed of aH works' or Reviews 
preseÌlted or recei V'ed in. exchallge. 

Articlesand reviews may be written in EngljsJI, 'Italian, French or Germnri. 
l\fa,nuscripts in EnglislI, French 01' German SbOllld be,' t.ypewrHten. Contribntors wil 
receive free ofchal~ge 25 copies of their publications isslled. 

Manuscripts submitted for pnblicatioll shollldbeadressed to Prof. Oorrado Gini, 
Istituto di Statistica e Politica Economica, R. Università ,di Roma (Ital:lI) J or to the 
memberof theEditorial COlllmittee who represents the writers's country. Contributors 
are requested to retain one ,copy of each manuscript senti as, in case of non ae
ceptance, the Editors will not be ,responsible for thesafe return of theoriginal. 

Proposals for eX~]lange malle by Reviews or otlJel' periodicals, and ali publica
tions sent in exchange, or as complimentarycopies,should be addressed to Prof. 
Corrado Gini. 

AlI applicntions o.f subscribers, as well ae the SUll1,S for the 8ubscriptions, are to 
be made,payable to Amministrazione del Metron, Istituto di Statistica. R. Univeràità 
di Padotla, Italy. 

Tbe subscriptioll rate for eaeh volumI? is 20 sh. (draft) hl Europe and 5 dollars 
(draft) in other parts of the world,post paid ;singles copies .,6 sh,. alld .1 4

/ 2 dollars . 
respect,ive)y, each post·paid. For IlaIy sud countries wi-th less fav()rable. exchange, . 
thc stlbscription rate is 100 it. Hr~ and for single copies 30 it. lire, each post paid. 

Die Internationale Statistische Zeitscbrift METRON erscheint jahrlich in 4 Heften 
im Gesamtumfang von 100-800 Seiten. ' 

Die Zeitschrift veroffentlicht Originalaufsatze iiber die Ml~tllOde del' Statistik 1md 
dieAnwendnng der Statistik auf die verschiedenen Zweige del' Wissensçhaften,sowie 
Uebersichtell nndEl'oI'terlltlgen iiber die EI'gebnisse det statistischell Methode auf 
den verschiedenen Wissenschaftsgebietell, soweit die fUI' den Sfatistiker VOIl Interesse 
sind. Sie ell~halt ferner ein Vel'zeichnis aller unentgeltlicù oderim AustauscbV'erkehr 
eingehenden Biicher, una Zeitscbriften. 

Die ZUl' Vel'offenUichllllg eillgesandten Atlfsatze und Mitteilungen konuen in 
deutscher, italienischer,fl'allzosischel' und englischer Spmche verfasst sein. Deutsche, 
franzosiseheund englische Manuskdpte miissen mit del' Maschillegescluieben sein. 
Beitrage werden nicht bonoriert. Jeder Verfasser el'halt unentgeltlicb 25 Sonder
abdriicke seilier Al'bèit. 

Die Marmskl'ipte, deren Veroft'ellttichuug gewiinscht wird,sind an Herrn Prof. 
OO'f1'ad.o G'ini, Istituto di Statisticra e Politica Eoonomica, R. Univel'sità di Roma 
(Italien) oder aulias Mitglied(les Direktion-Komitee:., das den Staat des Mitarbpiters 
vertritt, Zll richten. 

Die Verfasser werden gebeten~ eina Abschrift deseing.esandten Manusluiptes 
zuriickzllbehaHen, da (Ue~cbriftleitnng fiiI' den ~al1, dass dieeingesandte Al'beit 
nicht ver()If(mUicht wir-d, keine Gewallr fiir ileren Riieksendnng iibernimmt. 

Au~t;auschantrage fiiI' andet'é Zeitscbrifteu und alle Vel'oft'entlichungen, dia Ull

ent.gelLlich oller im Anstansèb zur Verfiigung gestellt w61'den,'sind ali Herrn Prof. 
Corrado Gini zu richten.· . '. J 

, Die nenellAbollnéments~AÌ\fragen, sowie die Z'ahlnngeIì fiir die Abonamentes, 
smd an Amministrazione del 1lletron, Istituto di Statistica, R •. Unit'ersità di Padova 
(Italien) zu richten. . ..' -: 

Der postfreie Bezugspreis fiir jeden, Band ist 20 sh.(chèqne) ineuro.paiscben 
Landern, und 5,dollars (chèque) in extra-enropai-schen Landern, fiir das einzelne 
Helt 6 sh.be.ziehugsweise 1 11 2 dollars. FiirItalieu und die Lander mit schwacberer 
Valuta, 100 i_t. lire, ~lIld 30 it.lil'e fiir das einzelne Heft~ , 



. BIBL!O TfC~: Oflii'METRON~' .. ·~MJtRò~~t' L1BR~RY~ 
-BIBLlOTHÈQlJfDU"METRON" ~""MElRON:j" ~S' ilIB(t{tl"~K 

- " __ 'o • -

SERIE A ~ Pròòlemi di attualità'.;froblèmes ~'~tu:alitéG~genwar.tjge . 
Fragen - " " ," 

SERIES A- Pro blems of~the>moment 

, 1 ... A. A~DRÉÀ:oÈS -,L.a P01.1ulat'ion qngldis,e 'a'vant, pmrilatet :apre~ la 
grande "rfite;~e -, "'. ':- ',' , 
lO 11-' ~es pour l'Italie et leapaYI a.yant 'r! -.Fr' , S":' SU,c'I·S': 's'es' ," -- :,'"" ,,',' r un chani~ pIue d:éfavorab1è, c"" - .'" ' \ po~ l~ .. l\.'9W •• pa1.. 

- ---~-- - - .', - -. ::-,~ ~ '--,::.-~,",-, ~ 

SERIE B ~Memori~ S,cientifiche ~,;,MéIÌloir~~rse.ielÌtìJiqu~s~~W:ls_$é1l~ha. 
ftliche Arbeiten' " - i / 

"SERIESB-~ Scientiftc>Memoirs 

1.,~' F.SOHIN:DLEJ~' - Das ,VolksverntiJgen ",Yo,ral'òergs 
~5 ,liTes' po~r l'ltall •. 70.000couronnes 
8 ,Frs siIisses pou~J~ SUlt1seet 

_. , ,,' lall 'lI.utrea pa,. ' 

, 2 ... 'F. :SAVOR'GN.A.N - La~oelì(ì nutt'ri'n1:oniale . St~(tli s:tatistic{~_ 
/ . 121i;res'pourl'italie\t ie$~~~'8à~iutttnGha~;~})lu. 4éfavora~1~ , -

Gl'l'S •. suisSeS '. pmir l~ aù.tte8p&.y~ 

3~ - F. v. FELL}l~R ;.'Di,t3 ~Ye'rte~ilung-- cles'Y ()lk.s'!Je'rth~gens'itn~ "tiìlfrSei.~--.~ 
kontmens ,deT Liinderde'r Ungà~isèlu~li 1f eiltgèn 1FrlìfM ~wi8:o7ifnvàeriì 
h,eutigenU ngarnl{1t,ll .den, :l~/u C-~sg'~ons~ $taa'ten"" 

. 10'lires/pourlIItal~è\'6tìeB })ay,!J~y~nt un~.Qllang. ~lu~étavo!'~b~~( 
5' Frs. ·suisses pont' lElS'&tìtÌ'ifI!PBY;( 

- -. __ :....~ .... -t - , ~. . : :--

4. -MARIO -BALESTRIERi - ImJst1t1nialit11Je}tlar(d~la'p~PQ~~io~e~tal'iaiia ,'< 

dal 191f> al 1921 oonpr,efaiiQnedelPi'of.,.OORRAM (lIN.{ , 
15 Ures. ' -'. "~. 

Gli abbonati' del Me tP<J n ~chèa~ma.rrd'al1~, di~eftamente , ~n' .A.m~iDistratjo'ne' ,le operè 
pubblicate neÙaBibUotecaddl «M.et~tO-n»ric8vOnounq-&QOnt~,:8tllpr~zzo it(èopei:iituc, d:el: ' 

, 30 Dj o .... Lt:'. ;'pese di PQl'tò restatH)" a_ cariyolÌeU'acqJ'liie.llte. , - - :. ,. 

Las . ab~nnéS~dll ' ~M et1'(m,:q fii . COfl:l'Jri~l~de''ll t· dfi~cteDl6tit Al ;Ad~f~istratiori 1~8'oU vrages 
pu bliés par la Bib(iQiMqu~ du,' «M etrpn '»~èçoive~t ~ùn rabaiti de, 30 ~/ri:~:ur 'le "prÌx indiqu.és. 
Las fl'aisde port restan t à laclÌarg-e<1e l' Achet"ellr. - ,- -

:"fhose,subsoti barato ,~he' M~t1'Qnwhoobtain ~ direetty fronLthe Administration. w.~ik8 
published in _the-«M8trQn»·..tibra-rY;'·l~ive ~·'di8CO.uh,t, oJl.tH-e'm~r~~tfprh~~, o(,3(}o/w The f 

'cost or carrfage'must be bor:ue. -bythe,bnye'r,' ,,' ,~- , .. - -,-' .,. 
, r _ ") ~ ~-. .. 

Den ~bopnén ten(1er: ZeitsohrlflM~t"l)nW6I~he die-evollder",« M,.h'?1f»' 8 Bibliothei ' 
v6roffentlch~ Werkeda8elb~,t 'bezienen, ko~mt. ein_Bo~lls:vo~3''(1}!~) des,atige8~hlage~ 6,11 

,.Pl'eÌse8 zug1,lte., - . . 


	Vol.5_n.3_1925

