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CORRADO GINI 

Sur la théorie de la dispersion et sur la vérification 
et l'utilisation des schémas théoriques (') 

Le rapport de fréquence entre naissances masculines et 
féminines qui, dès le XIVe ou XIIle siècIe, avait foumi, à Florence, 
la matière à la constatation d'une loi statistique (2) - peut-etre 
la première loi statistique gue l'on ait étabIie après Ics tabIes 
d'Ulpien sur la vie probable - et auquel une pIace importante était 
faite, quelques siècIes plus tard, dans les célèbres recherches de 
John Graunt (3), devait figurer parmi Ies premières applications 
aussi du calcul cles probabiIités et ensuite foumir l'occasion 
à cette théorie de la dispersion qui a marqué une nouvelle orienta
tion dans Ies dites applications. 

Dispersion de certaines grandeurs signifie littéralement Ieur 
distribution et en quelques langues le mot est généralement 

(I) Rapport présenté à la (' Réunion d'études sur l'application du 
calcul des probabilités» organisée sous le haut patronage du Département 
Fédéral de l'Intérieur de l'Etat de Genève, par l'Université de Genève 
et l'Organisation Internationale de Coopération Intellectuelle (Genève, 
12-1 5 Juillet 1939). 

(2) Dans la Cronica de ] ean Villani, du début du XIVe siècle, on pade 
de l'excédent des naissances masculines sur les féminines comme d'une 
régularité que l'on avait déj1. Nablie par une longue observation. (, Tro
viamo dal piovano che battezzava i fanciulli (impcl'occhè ogni maschio 
che si battezzava a S. Giovanni, per averne il novero, metteva una fava 
nera, e per ogni femmina una fava bianca) chE' erano in questi tempi dalle 
55 alle 60 centinaia, a, anzando il sesso masculino che il feminino da 300 

in 500 per anno l). Cf. G. VILLA!'fI, Crom'ca, con note di MOUTHIER E' appen
dice di DRAGOMAN!'fI, Firenze, 1845. 

(3) J. GR.\UNT, Natural and polilz'cal observations upon the tables 01 
mortality, chie,tiv with relerence fo tlte g07/ernment, religion, tra de grolt'th, air, 
diseases, etc. 01 the city 01 London, 1661. 



4 

employé par les statisticiens comme synonyme de variabilité. 
Mais, dans l'expression théorie de la dispersion, on entend par dis
persion la comparaison entre la distribution effective des gran
deurs considérées et une distribution théorique calculée par le 
moyen du calcul des probabiIités. On pade, de la sorte, de disper
sion normale, sous-normale ou surnormale, selon que la distribution 
effective des grandeurs observées a la meme variabilité ou, au 
contraire, est moins ou plus variable queleurdistribution théorique, 
calculée dans les hypothèses que la probabilité des événements 
élémentaires (par ex. la probabilité qu'un nouveau-né soit du 
sexe masculin ou, au contraire, du sexe féminin) reste constante 
dans tout l'interval1e et dans tout le champ de l'observation, et 
soit indépendante du fait que ces événements se soient produits 
ou non dans les cas précédents (I). 

C'est là le schéma attaché au nom de BernoullL 
A coté de celui-ci d'autres schémas ont été établis, dans 

lesquels on part d'hypothèses théoriques plus ou moins différentes, 
soit en tant que les événements élémentaires ne sont pas consi
dérés comme mutuellement indépendants, soit en tant que leurs 
probabilités ne sont pas considérées comme constantes. Le pro
cédé en 'tout cas est le meme : il consiste à comparer la distri
bution effective de certaines grandeurs avec une distribution 
théorique, établie sur la base de certaines hypothèses. 

Or, ce procédé a marqué une nouvelle étape dans les appli
cations du calcul des probabilités. 

Dans le passé, en effet, le calcul des probabilités, qui était né, 
ainsi gu'on le sait, pour calculer Ies combinaisons des jeux de 
hasard, avait été appIiqué, non seuIement à ceux-ci, mais aussi 
aux divers phénomènes physìques et sociaux, en admettant que, 
pour Ies dits phénomènes, de meme que pour les jeux de hasard, 

(I) A la rigueur, il suffirait de dire que la probabilité des événements 
élémentaires est constante car, si la probabilité d'un événement n'est pas 
indépendante du fait qu'il se soit produit ou non dans les cas précédents, 
cette probabilité évidemment varie dans l'intervalle de l'observation. 
l'ai iugé pourtant de m'en tenir au langage courant - qui, d'ailleurs, est 
assez clair-d'après lequel on distingue deux ordres de causes qui font 
varier la probabilité: les causes qui tiennent à des circonstances que l'on 
pourrai t dire extérieures aux événements considérés, et Ies causes qui 
dépendent des modalités avec Iesquelles Ies événements eux-memes se 
sont réalisés dans les cas précédents. 
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on puisse admettre l'hypothèse de la constance des probabilités 
des événements élémentaires, ainsi que celle de leur indépen
dance mutuelle. De cette façon, par exemple, était calculée (par 
les Bernoullis, par Laplace, Poisson, Quételet, Herschel) la pro
babilité de constater certaines différences entre Ies. rapports de 
fréquence des deux sexes dans un nombre de naissances donné, 
ou la probabilité que la fréquence d'un sexe dans un certain nombre 
de naissances présente un écart de sa probabilité élémentaire 
supérieur à une certaine limite. Et des applications semblables 
étaient faites aux erreurs d'observation, à la distribution des 
coups dans le tir à la cible, à la théorie mécanique de la chaleur 
et à la théorie cynétique des gas, aux décisions des juges et aux 
autres résolutions rendues à la pluralité des voix, et ainsi de suite. 
Dans plusieurs cas, comme dans le cas du rapport des sexes dans 
les naissances, lesdites hypothèses se sont ensuite avérées confor
mes à la réalité et les applications du calcul des probabilités se 
sont montrées, par conséquent, justifiées; dans d'autres, comme 
dans le cas des décisions rendues à la pluralité des voix, ce fut 
bien le contraire, et les conclusions non justifiées auxquelles en 
étaient parvenues des personnes mème fort éminentes ont entouré 
la nouvelle science d'une atmosphère de méfiance qui en a entravé 
peut-ètre à un certain moment le développement ultérieur. Mais, 
en tout cas, le procédé était le mème: on partait de la connais
san ce du mécanisme de certains événements et on en déduisait, 
par le moyen du calcul des probabilités, la distribution de certaines 
grandeurs qui en dépendaient. J'appelle déductives ces applica
tions du calcul des probabilités. 

En contraste avec celles-ci, j'appelle inductivcs les applications 
du calcul des probabilités qui consistent à comparer la distribu
tion effecti ve de certaines grandeurs a vec une distri bution théo
rique, établie par le moyen du calcul des probabilités, en partant 
de certaines hypothèses (I). .' 

C'est à Cournot que revient la mérite d'avoir réc1amé la 
comparaison des valeurs prévues par Ies schémas théoriques éta-

(I) La distinction entre applications déductives et applications indltc
tives du ca1clll des probahilités a été faite dans notre articI!' Contributo alle 
aPPlica?ioni statistiche del calcolo delle prob'J,/"ilità, (. Giornale degli Econo
misti.), Décemhn~ J90;. Cf. allssi Il sesso dal punto di vista statistico, Istituto 
di Statistica della R. Università, Roma, Chap. IV. 
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blis par le moyen du calcul des probabilités aux données empi
riques (I). Dormoy (2) et Lexis (3) ont donné à cette comparaison 
un caractère systématique dans la théorie de la dispersion, qui 
constitue l'exemple classique des applications inductives du calcul 
des probabilités. 

Les deux catégories d'applications - déductives et inductives 
- ont chacune leur but; mais il s'agit de buts foncièrement 
différents. Les applications déductives ont le but de faire des 
prévisions. Les applications inductives ont un double but: d'une 
part, un but formel: celui de vérifier le schéma théorique et de 
permettre par conséquent les applications déductives; d'autre 
part, un but substantiel: celui de permettre de pénétrer le méca
nisme qui règle le phénomène. 

Si, au point de vue historique, les applications inductives 
sont venues après les applica tions déductives, au point de vue 
logique e1les doivent, en règle générale, les précéder. Ce n'est qu'ex
ceptionnellement, en effet, que l'on peut faire des applications 
déductives, avec certitude de succès, sans avoir préalablement 
vérifié l'exactitude du schéma que l'on veut appliquer. Cela arrive 
lorsqu'il s'agit d'événements dont nous aVons nous-memes construit 
le mécanisme, de façon que nous connaissons à la perfection les 
conditions dans lesquelles ils se développent. C'est le cas pour 
les jeux de hasard. Méme dans ce cas, d'ailleurs, nous ne pouvons 
pas nous passer toujours de toute vérification. Quelquefois nous 
pouvons nous en passer seulement si nous nous contentons d'une 
prévision qui reste dans un certain degré d'approximation ; mais, 
si nous aspirons à des prévisions très précises, nous devons procé
der à une vérification : c'est le cas, par exemple, dans la roulette, 
dans laquelle bien que tous les numéros aient en théorie la meme 
probabilité de sortir, certains d'entre eux peuvent en réalité sortir 
ave c plus de fréquence à cause de défauts de constructioll. On 

(I) A. (OURNOT, Expasitian de la théarie des chances l't des prababilités, 
Hachette, Paris, I8.t.3. 

(2) ])ORMOY, <, ]ournal des Actuaires Françai~~, 1874, et Théorie 
mathématique des assurMlces sur la vie, 1878. 

(3) W. LEXIS, Das Geschll'Chtsverhiiltniss der Geborenen und die Wahr
schànlich~eits1'echnHng, « ]ahrbiic1ler fiir Nat.-Oel<. u. Stat. », 1876; Zur 
Theorie der Massenerscheinungen in der menschUchen Gesellschaft, Freiburg 
i. B., I R77; U ebpr die Thearie der Stabilitiit statistischer Reihen, « J ahrbii
cher fiir Nat..-Oek. u. Stato », 1879. 
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sait que des joueurs rusés, doués d'un esprit particulier d'obser
vation, ont su dans le passé profiter des « habitudes)) des roulettes 
de Monte-Carlo en réalisant des gains très considérables et en obli
geant la direction du Casino à changer, depuis lors, chaque jour 
les cadrans de la roulette. C'est que notre capacité technique 
ne sait pas toujours réaliser exactement les conditions requises. 

Il est indifférent, au point de vue logique, si on construit 
d'abord le schéma théorique et on passe ensuite à sa vérification 
par les faits, ainsi qu'on le fait souvent dans le domaine de la 
physique et en général des sciences expérimentales; ou si, au 
contraire, on part de l'observation d'une certaine distribution 
effecti ve et on la compare ensuite à un schéma théorique, ainsi 
qu'on le fait plus souvent dans les sciences sociales et en général 
dans les sciences d'observation. Pourvu qu'une comparaison entre 
le schéma théorique et Ies faits soir opérée, on est toujours dans 
le domaine des applications inductives du calcul des probabilités. 

* * * 
Lorsqu'on connalt Ies probabilités des événements élémen

taires - comme dans Ies applications de la théorie classique de 
la dispersion - on peut caIeuIer d'une part l'intensité de la varia
bilité et, d'autre part, la forme de .la distribution théorique et 
comparer l'une et l'autre à la variabilité et à la forme de la distri
bution effective. Mais la forme de la distribution peut etre obtenue 
aussi sans connaÌtre les probabilités éJémentaires. De là la possi
bilité de com parer aux distributions théoriques, non seulemen t 
les distributions effectives qui concernent des Iréquences, ou, 
comme on les appelle aussi, des grandeurs intensives, mais pareil
lement celles qui concernent des montants ou, comme on les appelle 
aussi, des grandeurs extensives, telles que la taiIle, le poids, etc. 
Des applications aux grandeurs extensives ont été méme faites -
par Quételet - avant que la théorie de la dispersion proprement 
dite eùt été formulée. Dans ce cas, nous sommes aussi dans le 
domaine des applications inductives du caicui des probabilités, 
car il s'agit de comparaisons entre des distributions effectives et 
des distributions théoriques déduites par le moye11 du caIeul des 
probabilités. Ici aussi, 011 appelle normales les distributions effec
tives qui sont conformes aux distributions théoriques établies 
par le moyen du calcul des probabìlìtés; mais le mot Il normal » 
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-- il faut y fai re bien attention - a, dans ce cas, une signification 
différente que dans la théorie de la dispersion, la conformité à la 
théorie concernant exclusivement la forme de la distribution et 
non l'intensité de la variabilité (I) 

* * * 
Dcs schémas théoriques peuvent naturellement etre construits 

non seulement par le moyen du caicul des probabilités, mais aussi 
en faisant recours à d'autres branches des mathématiques et meme 
sans faire recours aux mathématiques OU, tout au moins, aux 
mathématiques supérieures, ainsi qu'il arrive souvent dans les 
schémas construits par Ies économistes, par Ies sociologues, par 
les ethnologistes, etc. 

La distinction que nous a vons établie entre applications 
inductives et déductives du calcul des probabilités peut en effet 
etre étendue à tous les schémas théoriques. On parlera de schémas 
déductijs lorsque, croyant bien connaltre le mécanisme des évé
nements, on construit un schéma paur prévoir le développement 
des dits événements, sans se soucier de le vérifier, et en admettant 
à priori qu'à part des circonstances perturbatrices, il doit corres
pondre à la réalité. On parlera, au contraire, de schémas inductijs 
lorsque ccux-ci sont construits en vue d'etre comparés aux faìts 
et ne sont admis que dans la mesure où Ics faits Ics vérifient. 

(I) Voir. il cc sojet. Il sesso etr... Op. cit .. pages 84-85. Paur éviter taut 
danger de COllfll~io!l. jc proposais cl 'appeler « régulières ~ les courbes qui 
ont la forme dc la distributioll correspondant au schéma de Bernoulli et 
« normales >, le,., courbes qui OTt aussi le dcgré de dispersion, c'est-à-dire 
l'iniensitL' de la variabilìté, correspondant au dit schéma. Cette nomen
clature pourtant n'a pas été adoptée, et il faut reconnaitre qu'en effet 
l'emploi de l'expression « distri bu tion normale » dans le sens de « distrÌ
bution gaussienne » est trop répandu paur pauvair etre facilement cbangé. 
Gardant par conséquent ali mot « normal» cette signification courante, 
il y aurait lieu de qualifier a vec un autre mot les distributions qui pré
sentent une « dispersion normale ». Peut-etre serait-il opportun de parler 
plutòt de « dispersion binomiale » et par conséquent de « dispersion sous
binomiale » ou « sur-binomiale », d'autant plus que les distributions des 
grandeurs intensives que l'on considère sont bien souvent plus ou moins 
asymétriques, en contraste avec la symétrie de la courbe gaussienne. Voir 
dans ce sens, l'article: A simmetria e anormalità delle distribuzioni stati
stiche qui paraitra dans le procbain numero de « Metron ». 

'. 
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On fait encore un ampie usage des schémas déductifs dans 
Ies sciences morales qui se basent sur la psychologie humaine 
(psychologie, économie politique, sociologie, etc.), car on croit 
pouvoir se rendre compte a vec précision suffisc1nte du mécanisme 
de la conduite humaine par le moyen de l'introspection. Les résuI
tats de la psychologie et de la sociologic modernes, qui tendent 
à donner de plus en plus d'importance dans la conduite humaine 
aux facteurs subconscients et inconscients, sont vraisemblablc
ment destinés à réduire de plus en plus (sinon à éliminer compI è
tement) les schémas déductifs du domaine des scÌences moralcs. 

En tout cas, il est bien certain que dès maintenant un role 
prépondérant doit etre reconnu, dans toutes Ics scÌences, aux 
schémas inductifs. 

:le * * 

Pour les schémas inductifs deux groupes de problèmes se 
posent, correspondant aux òeux buts que ces schémas se propo
sent: 

l°. Quand pouvons-nous regarder comme vérifìé un schéma 
théorique? 

2°. Quelles sont les conc1usions sur le mécanisme du phéno
mène que l'on peut tirer d'un schéma inductif vérifìé? 

* * * 
Com bien de fois n'est-il pas arri vé gue des schémas théoriques 

que l 'on regardait camme parfaitement vérifìés, et par conséquent 
certainemcnt correspondant à la réalité, se sont démontrés ensuite 
inadéquats et ont nécessité des révisions, des corrections ou des 
intégrations? Cela dépend souvent du fait que des phénomènes 
nouveaux se sont produits, ou gue d'autres, dejà existants, ont été 
pris en considération plus tard, auxqueis le schéma s'est démontré 
inadéquat. Il n'y a rien de surprenant ou d'alarmant en cela. 
C'est la conséquence naturelle du progrès de nos connaissances, 
auquel nos constructions théoriques doivent flécessairement 
s'adapter. D'autres fois, c'est qu'au début on se contentait d'une 
certaine approximation de la théorie aux faits, tandis qu'ensuite 
on a demandé une approximation supérieure. C'est le cas, par 
exemple, pour Ies lois de Newton sur l'attraction universelle. 
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Là aussi on ne pourrait voir que l'effet de la progression des exigen
ces scientifiques et techniques. D'autres fois encore, c'est que 1'0n 
a trouvé que le schéma théorique s'adaptait bien aux cas sur les
quels on l'avait d'abord vérifié, mais ne s'adaptait pas, ou s'adap
tait moins bien, à d'autres cas des mèmes phénomènes auxque1s 
on l'a appliqué ensuite et qui, mème s'ils étaient apparemment 
équivalents, devaient contenir des éléments différents. Cette 
constatation est plus troublante. Comme on ne peut jamais avoir 
la certitude que deux cas soient parfaitement égaux, on pourrait 
en effe t l'n déduire que 1'0n ne peut jamais avoir confiance dans 
l'application d'un schéma théorique à des cas nouveax, malgré les 
vérifications nombreuses et satisfaisantes que 1'0n en a faites aux 
mèmes phénomèncs. Ce serait là une façon pessimiste de présenter 
la vérité. Plus exactcment, on peut dire que lorsqu'un schéma 
théorigue a été vérifié d'une façon satisfaisante, on peut l'appliquer 
aux cas nouveaux avec la mème confiance avec laquelle on peut 
regarder les cas nouveaux comme essentiellement équivalents aux 
cas sur lesguels le schéma a été vériiìé dans le passé. 

Mais quand pouvons-nous dire gu'un schéma a été vérifié 
d'une façon satisfaisante ? 

On répondra: lorsgue les faits correspondent aux données théo
riques que le schéma fait prévoir. Il est facile pourtant de mon
trer que cette condition n'est pas suffisante. Supposons que l'on 
veuille représenter un phénomène qui présente un certain nombre 
de vaIeurs (par exemple, le nombre des mariages dans les sept 
jours de la semaine), ou bien un phénomène dont nous connais
sons un cerìain nombre de vaIeurs (par exemple, la population 
d'un pays pendant un siècle dans Ies années du recensement qui 
a lieu tous les dix ans). Supposons encore que, pour représenter 
ces phénomènes, on ait construit des schémas comportant un 
nombre de paramètres égaI au nombre de valeurs dont nous dispo
sons (dans nos exemples, respectivement 7 ou IO paramètres). 
Les données calculées d'après le schéma théorique reproduiront 
exactement les données observées. On ne pourrait demander 
une concordance plus précise entre les faits et la théorie. Et, si 
nous faisons d'autres applications du schéma aux mèmes phéno
mènes, c'est-à-dire aux mariages des divers jours de la semaine, 
ou à la population d'un siècle déterminée par des recensements 
décennaux, nous sommes certains que les données établies d'après 
le schéma reproduiront les données empiriques. 

l' 
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Malgré cela, nous ne pourrons pas aire d'a voir fai t une véri
fication du schéma. Dans des cas sem blables, la comparaison 
des faits aux données théoriques n'ajoute meme rien à notre con
naissance. 

Pourquoi ? 
La raison en est que le schéma est une reproduction simpli

fiée de la réalité: un schéma qui ait le meme degré de complica
tion que la réalité ne mérite pas meme la dénomination de schéma 
et il ne présente aucune utilité pratique. C'est le cas du prcmier 
exemple, relatif aux mariages dans les 7 jours de la semaillc. 
Si la réalité est, au contraire, plus compliquée, mais nous en con
naissons seulement quelques données dont le nom bre est du mel11e 
ordre de grandeur que le nOl11bre des inconllues qui rentrent dans 
le schéma, nous pourrons parler d'un schéma, mais nous n'aurons 
pas les moyens de le vérifier, faute d'éléments suffisants. C'est 
le cas du second exemple, concernant les recensements décennaux. 
Dans les deux exemples, nous ne pourrons pas parler de vérifica
tion du schéma théorique par Ies faits. 

Pour parIer en· effet de la « vérification d'un schéma l), il 
faut que les deux cas soient possibl~, que le schéma soit vérifié 
par les faits ou qu'il ne le soit pas. Sans cela, nous pourrons parIer 
d'un schéma « compréhensif», mais non d'un schéma vérifié. 

TI y a lieu de se demander si la catégorie des schémas com
préhensifs qui ne sont pas vérifiables est limitée aux schémas 
qui comportent un nombre dc paramètres égal au nombre des 
données qui sont connues, ou si l'on ne serait pas justifié à faire 
rentrer dans la meme catégorie d'autres cas dans lesqucls le schél11a 
porte à des formules te11ement simples que l'on voit immédiate
ment que toute série d'événements peut s'y adapter. Comme il y a 
des affirmations tellement évidentes qui ne font avancer en rien 
nos connaissances et que nous appelons « platitudes» ou « vérités 
de M. de La Palisse», de meme n'y aurait-il pas des schémas 
qui ne font avancer en rien nos connaissances, tellement ils sont 
compréhensifs? Une remarque de ce geme a été faite au sujet de la 
logistique généralisée par les Professeurs Pearl et Reed. La logistique 
originairement établie par Verhulst présente une allure caractéris
tique qui peut répondre ou peut ne pas répondre aux faits; mais 
avec les termes complémentaires et les cycles successifs considérés 
par Pearl et Reed, la courbe est devenue tellement souple qu'elle 
s'adapte évidemment à une série de données quelconques lorsqu'on 
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prend des termes suffisamment éIoignés, de façon à éIiminer Ies 
discontinuités. Il n'est pas surprenant, par conséquent, si, dans 
de telles conditions, on a trouvé que la dynamique de la popula
tion des différents pays est représentée ave c de bonnes approxi
mations par la logistique généralisée. Mais il s'en faut que l'on 
puisse regarder le schéma comme applicable aux développements 
successifs des populations respectives, meme en faisant abstraction 
de faits nouveaux. Il est facile, au contraire, de démontrer que 
l'on parviendrait souvent à des résultats absurdes. Prenons, par 
exemple, le cas de la France et de 1'Allemagne dans leurs frontières 
de I914. La logistique généralisée décrit bien la dynamique des 
deux populations; elle permet aussi de déterminer le maximum 
de la population, qui - abstraction faite de faits nouveaux -
pourrait efre aUeint par les deux populations: ce maximum était . 
calculé par Pearl à 42 mi11ions et demi pour la France et à lI6 
millions et de mi ou II9 milIions et demi pour l'Allemagne (I). Le 
résultat était évidemment inadmissible. La surface des deux 
territoires étant à peu près la meme et les ressources du territoire 
français n'étant pas du tout moindres que celles du territoire 
allemand, il serait impossible de justifier une telle différence. La 
différence dépend du fait que, pour adapter la logistique. aux 
faits, il faut pIacer la période considérée beaucoup plus près de 
la limite supérieure pour la France que pour l'Allemagne. On 
arrive à des résultats également incompatibles entre eux ponr 
plusieurs autres pays de l'Europeo Une autre jolie contradiction 
serait sorti e - à ce qu'on m'a dit - de l'appIication de la 
logistique aux populations de l'Etat de New York, d'une part, 
et de la ville de New York, de l'autre. Les données dont on dispo
sait pour les deux populations suivaient admirablement la logis
tique: le schéma aurait été don c vérifié pour les deux séries; 
mais, à partir d'une certaine date future, la population de la ville 
de New York aurait dépassé celle de l'Etat tout entier et le maxi
mum compatible avec les conditions actuelles aurait donc été 
supérieur ponr la ville que pour l'Etat, dont elle n'est qu'une 
partie. 

On pourrait pourtant donner une autre explication de l'absnr
dité d{' cer:aines prévisions auxqnelles conduit la logistiqne, une 

(I) Cf. R. PEARL, Studies in Human Bialagl', William and Wilkins. 
Baltimore, 1924. pages 6°3-6°7 et 609. 
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explication qui me parait plus plausible: c'est que les vérifica
tions que 1'0n fait de ces schémas sont en réalité incomplètes et, 
de ce fait, seulement apparentes. 

En effet, le schéma don t on déduit la courbe logistique porte 
à déterminer non seulement l'allure de la courbe, mais aussi son 
~rigine, d'une part, et, d'autre part, son maximum, qui repré
sente le niveau le plus élevé que la population pourrait atteindre 
dans les conditions actuelles. Pour vérifier complètement le schéma, 
il faudrait vérifier aussi cette origine et ce maximum: or, on ne 
possède pas les données qui permettent de le faire d'une façon 
exacte. La vérification du schéma est donc incomplète. Dans 
certains cas, d'ailleurs, comme dans les exemples que nous venons 
de citer, concernant la France et l'AlIemagne, ou l'Etat et la 
ville de New York, les données que l'on possède ou le rapport de la 
partie au tout entre les deux populations considérées sont suffisants 
pour montrer que les niveaux maxima prévus pour les deux pays 
sur la base de la logistique ne sont pas compatibles entre eux et 
que par conséquent l'un d'eux, tont au moins, n'est pas admis
sible. 

Il serait exagéré de conclure de ces considérations que la logis
tique généralisée est dépourvue de toute valeur; mais on peut 
en conc1ure qu'elle n'a pas de valeur en tant que schéma repré
sentatif du développement de la population; sa valeur est limitée 
comme formule interpolatrice. 

Mais quand pourra-t-on dire que la vérification d'un schéma 
est complète ? 

Absolument complète, elle le serait quand on aurait constaté 
que toutes les déductions et prévisions que 1'0n pent tirer du sché
ma sont vérifiées par les faits avec toute précision et dans toutes 
circonstances. Cette constatation est en pratique bien difficile, 
sinon tout à fait impossible. Elle impliquerait, d'ailleurs, que le 
schéma concerne seulement des phénomènes du passé. Toute 
application déductive en serait exclue. 

Ce qu'on peut demander pratiquement c'est que l'on vérifie, 
aVec un degré de précision suffisant, les déductions et prévisions 
que l'on peut tirer du schéma SUl' les faits qui nous sont connus ou 
tout au moins SUl' ceux que nous jugeons etre en connexion avec 
le schéma lui-méme. C'est ce que 1'0n n'avait pas fait avec la logis
tique, en négligeant de vérifier si les maximums qu'elle faisait 
prévoir pour les différentes populations, dans les conditions actuel-
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les, étaient compatibles a vec Ies faits et entre eux. Les faits qui 
nous sont connus dépendent de l'état de notre patrimoine scien
tifique; le degré de précision de la vérification dépend des buts 
que nous avons en vue dans l'utilisation du schéma; les conne
xions entre les faits et le schéma sont en partie évidentes, en 
partie elles dépendent de la subtilité du chercheur. Ces circonstan
ces expliquent - ainsi que nous l'avons dit - comment des schémas 
regardés comme vérifiés à un certain moment tombent en défaut 
à un moment successif, et demandent des intégrations ou doivent 
meme etre écartés. 

Mais, ces circonstances et toutes autres étant égales, il est 
évident que, le but pratique de la vérification étant d'autoriser 
des applications déductives du schéma dans des cas nouveaux, la 
vérification aura d'autant p1us de va1eur qu'il y a plus de proba
bi1ité que l'accord que l'on a constaté entre le schéma et les faits 
observés se répète dans des cas nouveaux, et cette probabilité 
sera d'autant plus élevée que les faits pris en considération pour 
la vérification sont plus nombreux, variés, complexes en compa
raison avec le schéma, ou, en d'autres mots, que le schéma est 
plus simple en comparaison des faits que l'on a utilisé pourla vérifica
tion. Si le schéma comporte un nombre de paramètres égal au nombre 
des valeurs qui servent à la vérification, l'accord entre schéma et 
faits est - ainsi que nous l'avons remarqué -inévitable: dans ce 
cas, cet accord n'autorise qu'une bien faible confiance dans un accord 
analogue du schéma avec des cas nouveaux. En employant l'expres
sion « degré de li berté» dans un sens un peu large, on pourrai t 
dire gue plus grand est le nombre des degrés de liberté, vis-à-vis 
du schéma, de l'ensemble des faits qui ont servi à la vérification, 
plus grande est la probabilité que l'accord constaté entre les faits 
et le schéma ne soit pas accidentel et plus grande est, par consé
quent, la probabilité que l'accord se répète sur des faits nouveaux. 

A còté du but, important au point de vue pratique, d'auto
riser des applications déductives, le schéma a l'utilité, importante 
au point de vue scientifique, de donner une représentation sim
plifiée de la réalité. Or il est évident que sa valeur sera d'autant 
plus élevée que cette simplification est plus grande. Voilà pourquoi 
les statisticiens plus expérimentés - je serais tenté de dire les 
véritables statisticiens - restent froids devant des formules éta
blies pour représenter certaines distributions (par exemple, celle 
des revenus) qui comportent trois, quatre, cinq paramètres. TI 
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n'est pas surprenant que de telles formules représentent assez 
bien lesdites distributions; et, s'il était besoin de fai re recours 
à des interpolations plus précises que celles obtenues par les for
mules plus simples, bien connues, il serait tout à fait justifié de 
les employer (1). Mais, en dehors de cet emploi, on ne voit pas 
quelle utilité pratique on pourrait tirer des dites formules. 

Il y aurait une autre utilité si à chaque paramètre de la for
mule - ou tout au moins à guelqu'un d'entre eux - on pouvait 
faire correspondre un certain groupe de circonstances ou un certain 
aspect de la courbe. Ces différents paramètres représenteraient 
alors autant d'indices statistiques, dont chacun servirait à donner 
une mesure d'un certain groupe de circonstances ou d'un certain 
aspect du phénomène. L'utilité de la formule serait alors de com
parer chaque aspect ou chaque groupe de circonstances dans des 
distributions différentes. La formule de la courbe gaussienne con
tient deux paramètres, dont un représente la moyenne et l'autre 
l'écart quadratique moyen. Dans une formule que j'ai proposée 
pour mesurer la concentration de la prolificité des mariages, il y 
a aussi deux paramètres dont un représente la prolificité moyenne 
et l'autre mesure l'inégalité de distribution de ladite prolificité. 
Dans les formules bien connues, également à deux paramètres, 
proposées par Pareto pour représenter la distribution des revenus 
et par moi pour représenter leur concentration, un paramètre 
(ex ou respectivement ~) est fonction de l'inégalité de distribution 
des revenus et est couramment employé comme indice de cette 
inegalité (2). Mais cette correspondance devient de plus en plus diffi
cile au fur et à mesure gue le nombre dE's paramètres augmente. 
Elle n'existe plus dans les formules à trois ou plus paramètres, 
proposées pour représenter Ies revenus. 

(I) Il est bon d'ajouter que, lorsque les interpolations obtenlles par 
des formules simples ne sont pas suffisamment précises, il est à conseiller, 
en général, de faire recours à une interpolation graphique. En réalité, les 
cour~s qui comportent de nombreux paramètres ne sont pas mème em
ployées dans la pratique pour des buts d'interpolation. 

(2) Pour les formules, proposées pour mesurer la concentration de la 
prolificité des mariages et la concentration des revenus, voir le recent vo
lume Memorie di metodologia statistica, VoI. I, Variabilità e concentrazione 
(Giuffrè, Milano, 1939), où sont reproduites, avec quelques additions, 
nos mémoires concernant ces sujets. 
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Nous avons parlé de l'utilité des formules dérivées de certains 
schémas théoriques en vue de l'interpoIation et de l'étabIissement 
des indices statistiques afin que l'on n'étende pas notre critique 
au delà de ses limites véritables. Mais il est bon d'ajouter que 
cette utilité est tout à fait indépendante de la valeur des schémas 
comme tels. Les schémas théoriques peuvent donner lieu ou non 
à des formules utiles aux fins d'interpolation ou aptes à fournir 
des indices statistiques et, par contre, des indices statistiques et 
des formules interpolatrices d'une utilité indiscutable sont en usage 
qui ne présupposent aucun schéma théorique. 

* * * 
Nous passons maintenant à la deuxième question que nous 

nous étions posée. 
Quand un schéma théorique est dument vérifié, quelles sont 

Ics conclusions que l'on en peut tirer sur le mécanisme des phéno
mènes? 

Supposez que l'on fasse le raisonnement suivant: Dix cham
bres de 100 mètres cubes chacune donnent (abstraction faite des 
murs, planchers, etc.) un édifice de 1000 mètres cubes; si nous 
constatons qu'un édifice a des dimensions correspondant à 1000 

mètres cubes, nous .pourrons don c en conclure qu'iI contient dix 
chambres de 100 mètres cubes chacune. Tout le monde en rirait. 
Et pourtant les déductions que l'on a tirées de la vérification des 
schémas théoriques ne sont pas plus valables que ce raisonne
mento Ce qui est surprenant c'est que des noms parmi les plus 
beaux de la théorie statistique et des mathématiques s'y trouvent 
parfois liés. 

Atout seigneur tout honneur! Nous commencerons par 
Adolphe Quételet. Le schéma théorique de Quételet était celui 
de la distribution des valeurs observées d'une grandeur dont les 
observations étaient affectées par des erreurs accidentelles; ou, 
d'une façon plus générale, celui de la distribution des gran
deurs dépendant d'une cause constante et de multiples causes 
perturbatrices, variant l'une indépendamment de l'autre:' ç'a 
été un des grands mérites de Quételet d'avoir vérifié la validité 
de ce schéma pour plusieurs caractères anthropométriques de 
l'homme (taille, poids, force) ; ses résultats ont été, à ce point 
de vue, confirmés par Ies chercheurs qui ont sui vi. Mais Quételet 
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ne s'arretait pas là; la conformité des distributions des caractères 
anthropométriques à la courbe binomiale permet de reconnaitre 
_ pensait-il - si les individus appartiennent à uri meme type 
et ne sont différenciés que par des causes fortuites. C'est ce qui 
aurait lieu en ce qui concerne les individus d'une meme nation 
ayant le meme age, les oscillations dans leur taille ou clans les 
autres caractères étant déterminées - d'après Quételet - par 
l'inftuence du climat, la différence des nourritures ou des fatigues 
plus ou moins grandes (I). Aujourd'hui meme, l'interprétation 
de Quételet est encore partagée par certains théoriciens: dans 
un traité bien connu sur « Le hasard», dù à un mathématicien 
éminent, il est souligné que « le caractère biométrique intrinsèque 
des séries normales est la pureté de la race l). La série normale 
des tailles des Français, en particulier, «coIncide -d'après l'auteur 
- avec le fait qu'ils forment un groupe biologiqlle suffisamment 
homogène» (2). Tout anthropologiste vous dira, au contraire, que 
les Français, ainsi d'ailleurs que les populations de beaucoup 
d'autres pays de l'Europe, sont extremement hétérogènes au 
point de vue racial. Et les biologues, qui ont démontré expéri
mentalement, sans contestation possible, que les différences d'une 
population à distribution binomiale dépendent en partir de fac
teurs du milieu, te1s que ceux envisagés par Quételet, mais en partie 
aussi de facteurs génétiques, citent volontiers ces conclusions pour 
démontrer l'insuffisance de la statistique dans l'analyse des phé
nomènes biologiques (3). En réalité, la faute n'est pas à l'insuf
fisance de la statistique, mais plut6t à la défaillance de sbtisti
ciens ou de mathématiciens éminents (quandoque bonus dormitat 
Homerus), qui ont pris une condition sllffisante pour une condition 
nécessaire. Car le schéma d'une cause constante et de multiples 
causes accidcntelles est théoriquement condition sllffisante, mais 
non condition nécessaire pour la distribution normale, qui pCl~t 

très bien provenir de mécanismes différents. On peut vérifier ccttl~ 
proposition paur l'cspèce humaine en mettant ensemble Ies mtnsu-

(I) Cf. Letlrcs Slty la théot'ie des prouauil-ités, Bruxelles, IBefO, Lettre 
XXX, particulièremcnt, à la page 2I6, et Anthropoméi1'ic, Bruxelbs, 1871, 
I ntroduction, particulièrement aux pages 15 et 26. 

(2) E. BOREL, Le lzasard, Paris, 1928, pago J5J. 
(3) Cf. ~'. l OIlA~XSEX, Eleme/llc der e-raliteJl Erulichlleitslehre, 111, 

deutsche Auftage, lena, 1926, particulièrement aux page~; 177-r:36. 

2 
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rations que 1'0n possède des tailles, ou des indices céphaliques, 
de toutes les races. On obtient précisément une courbe qui peut 
bien étre regardée comme binomiale (I). 

Revenons à la théorie de la dispersion. On a vérifié que la 
dispersion des pourcentages des males dans les naissances hurnaines, 
groupées d'après les divers intervalles de temps et les divers terri
toires, c·st normale, c'est-à-dire que ces pourcentages se comportent 
camme si la probabilité qu'une naissance soit du sexe masculin 
était constante et indépendante du sexe des naissances précéden
teso Ici aussi, n'ont pas manqué ceux qui en ont conelu que la 
probabilité de la naissance d'un enfant de sexe masculin est cons
tante et indépendante du sexe constaté aux naissances précé
dentes. Lexis lui-meme, auteur de la théorie de la dispersion, 
sans arriver jusque là, s'approchait pourtant beaucoup de cette 
conclusion, en admettant que la dite probabilité puisse seulement 
varier d'une femme à l'autre, par des fiuctuations purement acci
dentelles. De la dite dispersion normale des rapports des sexes 
dans les naissances, il concluait que le sexe de l'enfant est déjà 
déterminé dans l'ovaire de la femme et le rapport entre ovules 
de sexe masculin et ovules de sexe féminin est le meme chez toutes 
les femmes ou varie seulement par des fiuctuations accidentelles. 
Les différents rapports entre garçons et filles, que l'on observe 
dans les divers groùpes des naissances - légitimes et illégitimes, 
nés à la campagne et en ville - dépendraientà son avis du diffé
rent pourcentage d'avortements, parmi lesquels - ainsi qu'il 
est bien connu -le sexe masculin est plus largement représenté (.). 

eette conclusion a été contredite par la génétique, qui a dé
montré que le sexe des naissances humaines est déterminé à la 
fécondation et dépend des spermatides; non moins que par la sta
tistique, qui démontre qu'il y a certainement des différences 
significati ves entre les rapports des sexes des diverses familles (3) 

(I) Voir, à ce sujet, ce ql1e je disais dans Il sesso etc., Op. cit., 
pages 169-17°, et dans l'artic1e Quelques considérations au sujet de la cons
truction des nombres-indices des prix et des questions analogues, « Metron », 
VoI. IV, N. I, 15-VII-1924. 

(2) Cf., pour ces interprétations, Il sesso etc., Op. cit., pages 149-15°. 
(3) La part qui, dans les différences entre les rapports des sexes des di

verses familIes, revient au hasard et la part qui, au contraire, est signifi
cative, ont été mesllrées dans l'ouvrage cité Il sesso etc., Chap. X: La 
variabilità individ14ale nella tendenza a produrre i due sessi, pages 371-393. 
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et probablement aussi des divers groupes sociaux. Ici eneore on a 
confondu une condition suffisante avec une condition néeessairc. 
Il est vrai, en effet, qu'une dispersion normale a licu Iorsque: 

l° la probabiIité d'une naissance masculine est constante 
pour toutes les naissances et indépendante du sexe des naissJ.nces 
préeédentes. 

Mais il est aussi vrai qu'une dispersion normale a licu égale
ment dans Ics deux conditions suivantes; 

2° la probabiIité qu'une naissanee soit de sexe masculin 
est indépendante du sexe des naissances précédentes et ne varie 
pas d'un intervalle à l'autre et d'un territoire à l'autre, mais varie, 
avec une dispersion normale, d'un groupe à l'autre des naissances 
du meme intervalle ou du meme territoire, ces groupes, pourtant, 
étant, eux aussi, variables en nom bre avec une dispersion normale; 

3° la probabilité qu'une naissanee soit de sexe m:lsculin 
n'est pas indépendante du sexe des naissances précédentes; mais 
la tendance, qui l'n dérive, à une dispersion sous-normale ou sur
normale est compensée par une tendance en sens contrai re prove
nant des variations de la probabilité d'une naissance masculine, 
soit d'un intervalle OlI d'un territoire à l'autre, soit d'un groupe 
à l'autre des naissances dans le meme intervalle ou dans le meme 
territoire (l). 

Ayant démontré que la probabilité d'une naissance masculine 
varie d'une famille à l'autre, la Ière hypothèse reste exclue et ayant, 
d'autre part, dém.ontré que la probabilité d'une naissancc mascu
line est indépendante du sexe des naissanees précedentes (2), 

la 3ème hypothèse reste également exclue. On en déduit que, dans le 
cas du sexe des naissances, la dispersion normale correspond à 
la 2 ème hypothèse. De eette conclusion on a pu tirer des conséquences 
d'une certaine importance, car la constance, dans l'espèee humainc, 
de la probabilité qu'une naissance soit de sexe masculin d'un inter
valle à l'autre et d'un territoire à ]'autre porte à écarter toutes 
les théories sur la détermination du sexe dans notre espèce qui 
attribuaient de l'importance aux facteurs psychologiques, clima
tiques, alimentaires, économiques et, en général, aux facteurs du 

(I) Cf., à ce sujet aussi, Il sesso, etc., Op. cit., particulièrement aux 
pages 152- 1 56 . 

(2) Cette démonstration est donnée dans l'ouvrage cité Il sesso etc., 
pages 159-166. 
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milieu qui sont normalement variables dans le temps et dans 
l'espace (I). 

Voilà, done, que de,,; conclusions - meme importantes -
peuvent €:tre tirées des schémas théoriques vérifiés. On n'y anive 
pourtant que par des recherches supplémentaires et cela meme 
dans les cas Ics plus simples, tds que celui de la théorie de la dis
persion. 

Que dire de ces schémas compliqués, cumubnt hypothèses 
sur hypothèscs, qui - tout au moins en ltalie - font, depuis 
plusieurs années, le plaisir innocent d'un certain groupe de stati
sticiens, ou de soi-disant statisticiens, et qui devl'aient - dans 
!eur intention - nous l'endre compte, par exempìe. de la distri
bution des revenus ou du développement de la population, phèno
mènes pour lesquels les schémas plus simples proposés par le passé 
ne seraient pas satisfaisants? 

D,ws le meilleur des cas, 011 pouna dire que ces schémas, 
une fois qu'ils fussent dument vérifiés par les faits, l'eprésente
raicnt une des explications possibles des phénomènes auxquels 
ils sont appliqués. Je dis « dans le meilleur des cas l), car quelque
fois les hypothèscs qll'ils impliquent sortent du domai ne du vrai
scmblable (2). Mais, meme dans le cas le plus favorable, ces sché
ma:,; -- une fois qu'ils fussent dùment vél'ifiés par les faits - ne 
pourraient €:tre regardés camme la seule explicZltion admissible 
qu'apl'ès t]lH' toutes les hypothèses qll'ils impliquent (Oli tout au 
moins tOtltcs /es hypothèses sauf une) eussent été vérifiées sépa
r{'Il1l' Il t. 

Si ma pt'n~é(' n'est pas claire, je la rendrai claire - je l'espère 
- C'11 reprenant l't·xcmplt· des chambres et de l'édifice que j'ai 
ml'ntiOnl1l' au début de ma critique. 

Nons aVOl1S fait le schéma d'un édifice de dix chambres, 
chacune dc 100 mètres cubes et avons ensuitè vérifié qu'un certain 

(I) Cf. Il sesso etc .. pages 166-168. Cela n'exclut pas que des circons
tanccs anorlllales - soit naturellcs, soit expérilllentales - puissent pro
\'oquer ùe;; variatiolls significatives dans la probabilité qu'une naissance 
soit de sexe lllasculin. C'est ce qui est arri'\'é. dans beaucoupdepays, pendant 
et après la guerre, pour des causes qui sont encore incertaine;;. 

(2) Cf., au sujet de quelques schémas proposés pour expliquer la dis· 
tributioll des revenus, ce que je disais dans les JInl/orie di metodologia 
statistica. Op. ci t.. pages I IO-Il 1. Des observatioJls analogues pourraient 
etre faites au snjet d'autres schémas proposés e:1suite. 
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édifìce a précisément les dimensions correspondant aux 1000 mètres 
cubes que ce schéma comporte. Après cela nous ne pOUVO{1S dire 
autre chose sinon qu'il est possible gue cet édifice contÌennc dix 
chambres de 100 mètres cubes chacune; mais, afin de pouvoir 
dire qu'illes contient vraiment, il faut que nous vérifìiolls nlté
rieurement: que l'édifice contient IO chambres; que 9 des dix 
chambres ont une capacité de 100 mètres cubes; la seule vérifi
cation dont nous pouvons nous passer - en ayant vérifié les di
mensions de l'édifice - est celle de la capacité de la dixième 
chambre. Alors, et seulement alors, nous serons autorisés à dire 
que le schéma envisagé correspond à la structurc de l'édifice en 
questiono 

En général, si un certain schém,t comporte n hypothèses 
totalement OlI partiellement indépendantes, et s'il est vérifié, 
(c'est-à-dire si les résultats qu'il fait prévoir sont confìrmés par 
les faits), on ne pourra jamais dire que le schéma représentr la 
structure des phénomènes considérés sans avoir vérifié aussi n-I 
des n hypothèses que le schéma comporte (I). 

Bien souvent, pourtant, il ne suffrt pas de vérifier n-I hypo
thèses; il faut vérifier aussi la nème hypothèse. 

(I) La confuslon entre les conditions à remplir pour la vérification 
du schéma et celles qui sont nécessaires pour connaìtre la structurc dn 
phénomène a été probablement facilitéc par le fait qu'en général un schéma 
est déclaré représenter une «hypothèse» et, par conséquent, on pense 
que, Jorsque cette hypothèse est vérifiée, il ne reste plus rien à faire. Or, 
on peut admettre que le schéma représente une hypothèse, pourvu que 
l'on ait soin de pr~ciser qu'il s'agit d'une «hypothèse compIcxe », c'est-à
dire d'un «ensemble de plusieurs hypothèses i). Il s'ensuit quc, après avoir 
vérifié l'hypothèse complexe, il reste à vérifier aussi sa composition dans 
les diverses hypothèses qu'elle comprendo On pourrait meme soutenir que 
le schéma ne peut pas, à la rigueur, etre considéré comme vérifié si l'on 
n'a pas vérifié aussi les diverses hypothèses qu'il comprend : il y a lieu, 
en effet, de remarquer qu'en acceptant le schéma, on est aussi autorisé 
à prévoir les faits qui découlent de ces diverses hypothèses, qui, par con
séquent, doivent etre également soumises à la confirmation des faits. Ce 
point de vue plus rigoureux a été adopté dans mon discours sur I Pericoli 
della Statistica (là" rénnion de la Société ltalienne de Statistique, Pisa, 
9 octobre ]939), qui a été écrit après, mais imprimé avant le présent ar
ticle (Cf. «Rivista di Politica Economica l), Roma, Novembre 1939 et 
«Atti della Riunione di Pisa della Società Italiana di Statistica », Padova 
1940 ). 
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Dans l'exemple précédent, nous n'avions pas besoin de ven
fier la capacité de la IOème chambre, parce gu'il était possìble de 
la déterminer par différenee el1tre la eapacité totale de l'édifiee 
et celle des autres 9 ehambres. Mais cela n'arrive pas toujours. 

Nous le montrerons par un exemple. 
Le prestige de la eourbe des erreurs aecidentelles est tel gu'il 

y a eu, et il y a eneore, des statisticiens, ou des presque statisti
eiens, qui attaehent une grande valeur à étudier les transformations 
que l'on doit introduire dans une courbe non normale pour la 
réduire à une courbe normale. Sauf des cas exceptionnels qui 
n'ont pas d'intérét de notre point de vue, il est toujours possible 
en théorie et il est, en règle générale, possible en pratique, avec 
des transformations opportunes, de réduire une courbe quelconque 
à une autre courbe qllelconque, de façon que ce but est, en règle 
générale, atteint ave c satisfaction de l'auteur. Jusqu'ici, rien de 
mal. Mais le mal commence lorsque l'auteur pense avoir construit, 
avec la dite transformation, un schéma qui donne l'explication 
de la courbe qui n'est pas normale. Prenons un exemple. La courbe 
des revenus globaux est du type hyperbolique; les courbes des 
qualités individuelles sont du type binomial et par conséquent 
on peut admettre, en particulier, que la courbe des apti tudes à 
gagner un revenu soit une courbe du type binomial. 

Dans ces conditions, onpeut étudier la transformation à appor
ter dans la cOUl"be des aptitudes à gagner un revenu pour obtenir 
la courbe des revenus globaux. N'avons-nous pas obtenu de la 
sorte un sehéma qui nous donne l'explication de la courbe des 
revenus globaux? La courbe des revenus globaux - pourra-t-on 
observer - déduite du schéma correspond aux faits; le schéma 
est done vérifié. Des deux hypothèses gue le schéma comporte -
distribution binomiale des aptitudt's à gagner un revenu, relation 
entre cette aptitude et le revenu global représentée par la trans
formation - une, la première, est vérifiée. Ne pouvons-nous 
pas en concIure qu'aussi la deuxième est vérifiée, comme nous 
avions déduit la capaeité de la IOème chambre de la capacité 
globale de l'édifice et de la capacité des autres chambres? Pas 
du tout! car il y a une seule capacité de la IOème chambre qui 
puisse accorder la capacité globale connue de tout l'édifice avec 
Ics capacités connues des 9 chambres; mais il y a, au contraire, 
plusieurs relations qui peuvent concilier la distribution du type 
hyperbolique des revenus globaux avec la distribution du type 



binomia! cles aptitudes à gagner un revenu. Pour expliquer la dis
tribution des revenus globaux, il faut dane vérifier aus,\i la deu
xième hypothèse, e'est-à-dire la relation eutre aptitude à gagner 
un revenu et revenu global, relation qui correspond à la trasfor
mationopérée. Or, la dite transformation eorrespond à l'hypothèse 
qu'entre aptitude et revenu global il y ait une relation biunivoque, 
ee qui n'est pas du tout conforme à la vérité. A égalité d'aptitudcs 
à gagner un revenu, le revenu global, en effet, change d'après 
l'age, Ies relations et maintes autres circonstances, en premier 
lieu la fortune. Entre phénomènes statistiq.ues Ies reiations biuni
voques sont l'exception ; peut-ètre n'en existe-t-il mème pas (Il. 

C'est là la raison pour laquelle Ies transformations des courbes 
ne peuvent pas, dans le domaine statistique, servir à établir des 
schémas théoriques répondan t à la réalité. 

TI n'est pas du tout impossible d'établir la relation entre 
aptitudes à gagner un revenu et revenu global ; il suffit de conshui
re une table à double entrée pour les deux phénomènes. De cette 
façon on pourra parvenir à un schéma qui explique la courbe des 
revenus globaux aU moyen de lacourbe des aptitudes à gagner 
un revenu. 

Revenons encore une fois à la dispersion du rapport des sexes 
dans les naissances. 

Ici le schéma était vérifié: la clispersion était en effet normale. 
Le schéma comportait deux hypothèses: a) probabilité du sexe 
masculin constante dans toutes les naissances; b) indépendance 
entre le sexe d'une naissance et le sexe des naissances précedentes. 
La deuxième hypothèse a été aussi vérifiée. Mais il aurait été erroné 
d'en déduire que, par conséquent, la première hypothèse aurait 
aussi pu ètre regardée comme vérifiée. En effet, la dispersion nor
male peut également etre conciliée aVec l'hypothèse b) par une 
hypothèse différente de l'hypothèse a); c'est-à-dire par l'hypo-

(I) Dans la statistique on a pourtant l'oecasion d'utiliser parfois 
des relations biunivoques entre phénomènes qui ne sont pas statistiques, 
telle, par exemple, la relation qui passe entre les dioptries et les distane es 
foeales des lentilles. La dioptrie est !'inverse de cette distanee. On peut, 
par une transformation, passer de la distribution d'un groupe d'individlis 
seIon Ies dioptries des lunettes qu'ils emploìent (Oli devraient employer) 
à Ieur distribution selon la distanee de l'oeiI du point éIoigné (punctu11l 
remotum) réeI Oli virtuel. Contre une transformation pareille il n'y a rien 
à objeeter. 



24 

thèse C) d'une probabilité variable dans des groupes d'extension 
v,uiable. Il devenait, par conséquent, nécessaire de vérifier aussi 
J'hypothèse a). La vérification a été négative. De là on a pu con
dure à la réalité de l'hypothèse c) et arrivcr de la sorte à des 
connaissances positives sur le mécanisme des fadeurs du rapport 
des sexes dans Ies naissances humaines. 

Cette analyse dc la dispersion du rapport des sexes dans les 
naissances remante à plus de 30 anso 

Une analyse semblable devrait ètre faite, ou tout au moins 
tentée, toutes les fois que l'on vise à utiliser les schémas théori
qnes pour accroitre nos connaissances sur le mécanisme des phé
nomènes. Malheureusement, on ne le fait que trop rarement. 

On continue, au contraire, à fabriquer des schémas parfois 
assez compliqués qui se cumulent, s'enchevètrent, parfois se con
tredisent, sans prendre soin de vérifier sur Ies faits les hypothèses 

j' qu'ils comportent ou méme d'examiner leur plausibilité. 
On dit que 1'on a satisfait de la sorte au besoin humain de se 

donner une explication des phénomènes. Il n'y a pas de doute que 
c'est là un mobile très noble et très utile; c'est le mobile qui est 
à la base de la recherche scientifique ; mais, pourqu'il porte à des 
résuItats scientifiques, il faut qu'il soit dirigé et réglementé par 
une procédure rigoureuse. La vérité est que construire des schémas 
est très facile et peut donner l'iIlusion d'avoir fait des découvertes ; 
cxaminer et vérifier les hypothèses qu'ils comportent est long et 
pénible, et bien souvent cela a le résultat de faire disparaitre 
les illusions que 1'0n s'était faites. On a dit des recherches scie n
tifiques l'n g6néral, mais on pent le répéter à plus forte raison 
pOlli' les schémas théoriques, qu'ils sont com me les enfants, dont 
l'engendrenwnt est rapide et agréable, alors que la gestation est 
longue et laborieuse. Qui voudrait pousser l'analogie pourrait 
com parer Ics faiseurs de schémas théoriques qui se désintéressent 
des v6rifications nécessaires à Ies rendre viables, à ces pères qui, 
,lprès avoir contribué à l'engendrement de l'enfant, se soustraient 
à la responsabilité qu'iis ont encourue. Pour ma part, je me bor
nerai à les comparer à des expérimentateurs impatients et pares
seux qui entreprennent beaucoup de recherches, mais n'en portent 
aucune à terme. Peut-ètre satisfont-ils de la sorte leur curiosité, 
mais ils n'enrichissent pas notre patrimoine scientifique. Et encore 
l110ins aboutissent-ils à simplifier et ecJaircir la réalité; loin de 
lù, ils ne font que répandre l'incertitude et créer la confusion. Cela 
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au point de vue de la théorie. Les inconvénients ne sont pas moin
dres au point de vue pratique, car les déductions gne l'on po~urait 
faire de ces schémas théoriques, croyant qu'ils nous renseignent 
vraiment sur le mécanisme du phénomène, peuvent nous porter 
loin de la réalité. Il est vrai gue tòt on tard les faits se chargeron t 
de nous faire rentrer en nous-memes. Mais il n'est pas nécessaire 
d'attendre de donner de la tete con tre le mur pour se convaincre 
d'avoir fait fausse route. Un petit écart au point de départ peut 
porter à des écarts énormes au point d'arrivée, si on ne corrige 
pas Ics déviations en cours de voyage. C'est pour cela que tont 
bon navigateur fait périodiquement le point. C'est cela aussi 
gue doit faire tout bon chercheur, ne se fiant pas aux constructions 
théoriques, mais faisant appel aux faits pour les contròler dans 
la mesure du possible. Moins de schémas théoriques et plus dc 
vérifications étendues, détaillées et approfondi es des hypothèses : 
voilà un programme qui s'impose dans certains sectenrs des sciences 
sociales. 

Il est vrai gue bien des fois on n'a pas les éléments pour véri
ner toutes les hypothèses que les différents schém,ls alternatifs 
comportent, surtout s'il s'agit de schémas compligués, de façon 
que l' on reste incertain sur leur validi té et on doi t baser son choix 
sur des raisons extra-scientifiques, telles que la simplicité du 
schéma, son utilité pratique, son harmonie avec notre conception 
générale de l'univers ou tout simplement avec nos sentiments 
personnels . .:\;fais il ne faut pas ajouter, aux incertitlldes inévita
bles, des incertitudes que l'on pourrait éviter avec un peu plus de 
discipline mentale et un peu plus de travail m'ltériel. 

La tàche de la vérification des diverses hypothèses que le 
schéma comporte est - je le disais - d'autant plus difficile gue 
le schéma est plus compliqué. Cette considération s'ajollte à celles 
gue nous avons faites dans les pages précédentes pour plaider en 
faveur des schémas simples. 

* * * 
Une autre observation à faire concerne la multiplicité des 

schémas théoriques établis pour les memes phénomènes. Pas tous 
les schémas différents sont incompatibles; au contraire, pour les 
phénomènes statistiques, qui dépendent en général d'un nombre 
très grand d'autres phénomènes, la possibilité de construire plu
sieurs schémas différents, mais compatibles entre U1X, est la règle. 
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Nous avons vu comment on peut construire un schéma qui rende 
compte de la distribution des revenus globaux en fonction de la 
distribution des aptitudes à gagner; analoguement, on pourrait 
construire un schéma qui rende compte de la distribution des 
revenus globaux en fonction de la distribution des fortunes. n 
va de soi qu'on pourrait établir un schéma plus compliqué en 
fonction, en memc temps, des aptitudes à gagner et des fortunes ; 
mais on pourrait de meme établir un autre schéma qui mette en 
rapport la distribution des revenus avec la distribution par age, 
par profession, par instruction, par sexe. 

I. Tout schéma théorique, ainsi que nous l'avons remarqué, est 
une représentation simplifiée de la réalité. Or, les simplifications 
pouvent étre faites de différentes façons; et différentes simpIi
ncations peuvent étre également autorisées. Mais alors - peut-on 
observer - meme après avoir vérifié le schéma dans ses résultats 
globaux et avoir vérifié également Ies différentes hypothèses 
(toutes ou toutes moins une) qu'il comporte, on ne peut pas dire 
qu'on soit arrivé à l'explication du phénomène ; il Y aura toujours 
d'autres explications également autorisées. Oui et non - c'est la 
réponse. On peut dire qu'on est arrivé à l'explication du phéno
mène en fonction de certains autres phénomènes; mais il y aura 
la possibilité d'autres explications en fonction de phénomènes 
partiellement OH totalement différents. 

* * * 

Il Y a d'autres dangers dans la construction des schémas 
théoriques: c'est d'oublier une ou quelques-unes des hypothèses 
qu'iIs comportent. C'est un danger auquel on est plus exposé 
lorsqu'il s'agit de schémas compliqués, mais dont Ies schémas 
simpies ne sont pas tout à fait exempts. Quoi de plus simple que 
le schéma envisagé plus haut, celui d'un édifice de 1000 mètres cubes 
composé de IO chambres de 100 mètres cubes chacune? et pourtant, 
dans son énoncé et dans son application, nous avons oublié l'hypo
thèse qu'il fut bati de plein pied, de façon que sa capacité 
correspondit à ses dimensions extérieures. Au cas où cette hypothèse 
ne serait pas réalisée, la conclusion sur la capacité de la dixième 
chambre, à laquelle nous sommes arrivés, et par conséquent la 
connaissance de la structure de l'édifice, que nous avons tirée de 
l'application du schéma, seraient erronées. 
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Dans les cas envisagés dans les paragraphes précédents, les 
conclusions erronées, tirées des schémas théoriques, proyenaicnt 
du fait que nous prenions des conditions suffisantes pour des con
ditions nécessaires; ici, l'erreur proviendrait du fait quc 110US 

aurions . négligé une des conditions nécessaires pour arriver à 
nos conclusions. 

C'est là peut-etre une des causes Ies plus fréquentes qui exi
gent la révision d'une théorie que nous a vions constrllite pour 
expliquer les phénomènes et qui avait semblé pour un certain 
temps tout à fait satisfaisante; c'est que la théorie contenait 
des hypothèses qui étaient passées inaperçues. Pour autant que la 
vérification avait été faite dans des conditions ou relativement à des 
cas qui étaient conformes à ces hypothèses inaperçues, la théorie fonc
tionnait d'une façon satisfaisante; lorsqu'on est passé à l'appli
cation dans des conditions ou à des cas différents, ces défauts se 
sont rendus manifestes. Ces di verses condi tions ou ces cas diffé
rents, auxquels on a étendu la vérification, peuvent bien rentrer 
dans ces faits nouveaux auxqueIs est due, ainsi qu'il est reconnu 
et que nous l'avons mentionné d'abord, la modification dc nos 
schémas théoriques. Bien souvent Ies schémas qui se sont de la 
sorte révélés insuffisants ne doivent pas etre rejetés; ils peuvent 
efre conservés en leur apportant Ics compléments nécessaires. 

Les dites insuffisances sont fréquentes surtout lorsqu'on part 
de l'observation d'une certaine régularité et que l'on construit 
ensuite le schéma destiné à l'expliquer. Il arrive facilement, dans 
ce cas, de construire un schéma qui explique seulement certaines 
caractéristiques de la régularité observée, sans rendre compte 
des autres. C'est ce qui est arri vé dans les premiers schémas de la 
courbe des revenus. Sur la base des recherches de Galton, mettant 
en lumière l'uniformité de la distribution des aptitudes indi vi
dueIIes, on avait prévu l'uniformité de la distribution des revcnus. 
Pareto, ayant démontré la différence essentielle entre les deux 
distributions, l'expliquait par les difficuItés que 1'0n éprouve à 
passer d'une classe sociale à l'autre. Ces difficuItés étant insuffisantes 
à donner une raison de la forte asymétrie de la courbe des revenus, 
Benini faisait entrer en ligne de compte l'in5titution de la 5ucces5ion, 
qui a sans doute une certaine importance, mais ne suffit pas non 
plus à expIiquerl'allure caractéristique de la courbe. N OU5 a vons alors 
signalé une autre circonstance, qui peut nOU5 en rendre compte, 
dans la plus forte reproduction des cla5ses soci al es plus pauvres. 
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Il E'st meme douteux si, E'n CE'S cas, on peut proprement parler 
de schémas théoriques ou s'il ne vaudrait pas mieux de les appeler 
tout simplement des expIications. 

La différence entre schéma et expIication est, en effet, princi
palement une différence de degré. Tout schéma n'est, au fon d, 
qu'une explication complète de la structure du phènomène. Il a 
pourtant une autre caractéristique: c'est d'etre une explication 
qui concerne la physionomie générale du phénomène, et non pas 
Ies particularités qualitatives et quantitatives avec Iesquelles il 
se manifeste dans des cas particuliers. Du fait d'etre des expli
cations générales et complètes proviennent Ies avantages des 
schémas théoriques: iIs expliquent la faveur croissante que ceux-ci 
rencontrent dans Ies milieux scientifiques modernes. 

* * * 
L'examen critique que nous venons de iaire des schémas théo

riques conduit à des concIusions qui ne sont pas excessivement 
encourageantes. Tout à fait exceptionnellement, Ics scliémas 
théoriques peuvent etre empIoyés sans vérification préalabIe: 
c'est le cas seulement Iorsque nous aVons construit nous - memes 
le mécanisme des phénomènes considérés, comme dans Ies jeux 
de hasard, et quelquefois, dans ce cas meme, seulement si on se 
contente d'une certaine approximation. Dans tous Ies autres cas, 
les schémas théoriques doivent ètre vérifiés au moyen d'une 
comp:uaison adéquate des résultats qu'ils font prévoir aVec la 
réalité. Mais pas toujours les schémas sont vérifiabIes, soit parce 
qu'ils ne présentent aucune simplification vis-à-vis de la réalité 
(et alors ils ne méritent pas meme le nom de schémas), soit parce 
que Ies données pour une vérification adéquate manquent. D'ail
leurs, bien des fois la vérification n'est qu'incomplète, et, de ce 
fait, à un certain point de vue, illusoire. Dans tous ces cas, le 
schéma ne peut servir qu'à des buts éventueIs d'interpolation 
entre les données connues. Lorsqu'une vérification adéquate du 
schéma est fai te, le schéma ne présente qu'un ensemble d'hypothèses 
qui doiveut etre vérifiées sép:uémeut - toutes ou, dans quelques 
cas, toutes 1110ins une - pour nous autorisér à tirer des concIusions 
sur le véritable mécanisme du phéno111ène. Lorsque toutes ces pré
cautions sont dùment obserYées, nous pouvons arriver à nous 
rcudre compte du mécanisme du phénomèue relativement à 
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certaines circonstances, le schéma étant foncièrement une simpli
fication de la réalité qui doit négliger d'autres circonstances. 
Ces précautions ne sont en réalité observées que très exccptionncI
lement et l'emploi des schémas théoriqucs a, par conséquent, 
donné lieu - meme de la part de statisticiens et mathématiciens 
des plus éminents - à des conclusions erronées qui n'ont pas con
tribué à élever le prestige de la statistique. D'ailleurs, lorsque Ics 
schémas sont compliqués, il serait bien difficile, sinon impossiblc, 
de procéder à toutes les vérifications qui seraient nécessaires; 
de façon que cet instrument de recherche, ainsi qu'il est employé 
aujourd'hui, se montre souvent plus dal1gereux qu'utile. 

La faute n'est pas aux schémas théoriques; mais à la façon, 
trop simpliste, de s'en servir. Les schémas théoriques ne sont que 
des explications de la structure des phénomènes, mais des expli
cations qui devraient et re complètes et générales. Ils ont marqué 
certainement un véritable progrès dans la méthodologic scicnti
tifique. Mais il s'agit d'instruments délicats; on ne doit pas Ics 
employer à la légère. Il faut faire moins de schém<ls théoriqul's, 
mais se soumettre à un travail sérieux de vérification, soit cIu sché
ma lui-meme dans son ensemble, soit des diverses hypothèscs 
gu'il comporte. Il faut faire des schémas aussi simples quc possible ; 
non seulement le schéma simple l'empii t mieux sa fonction, qui 
est de donner une représentation simplifìée des phénomèncs, mais 
il est plus facile d'l'n faire une vérification complètc, OH moins 
incomplète; cette vérifìcation, Ics circonstances étant égaIes, a 
plus de validité, et la vérifìcation également des hypothèsl's quc le 
schéma comporte est plus facile à etrc réaliséc. 

Vérifìés d'une façon adéquate et complétés par les rcchcrchcs 
supplémentaires nécessaires SUl' la conformité aux faits, ot! tout 
au moins sur la plausibilité des hypothèses qu'ils renfennent, ìcs 
schémas théoriqucs peuvent porter - d ont porté t'n cffet -- à 
des conclusions importantes. 
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G. ZAPPA 

Osservazioni sopra le medie combinatorie. 

Ci proponiamo di studiare le medie chiamate dal GIN! (( Me
die combinatorie)), e precisamente di esaminare anzitutto il com
portamento di tali medie nel caso di serie con ripetizione; di 
definire di conseguenza delle medie combinatorie ponderate; di 
definire inoltre le medie combinatorie con ripetizione; di dare 
alcune interessanti proprietà delle medie combinatorie con e senza 
ripetizione. 

Inoltre, a simiglianza di quanto è stato già fatto da vari 
autori per le medie potenziate, cerchiamo di estendere la defini
zione di media combinatoria al caso di una distribuzione continua 
della variabile; e infine, vogliamo determinare il limite a cui 
tende una media combinatoria di una serie i cui termini siano in 
progressione aritmetica, geometrica, quadratica, armonica, etc., 
quando, fermi restando i termini estremi, il numero dei termini 
tende all'infinito. 

1. CONCETTO DI COMBINAZIONE MEDIA D'ORDINE C, DI Vl\A SERIE 

DI n TERMI:KI (n > c). 

Sia data una serie di n termini positivi, al, a2, ... , a". Non 
facciamo, per ora, nessuna ipotesi sopra la possibilità o meno che 
alcuni termini siano eguali tra loro. 

Chiameremo, per comodità di linguaggio, combinazione sem
Plice d'ordine c della serie (c ~ n) il prodotto di c termini distinti 
della serie stessa. 

Diremo combinazione media semPlice d'ordine c di la specie 

della serie stessa la media aritmetica delle ( ; ) combinazioni 

semplici d'ordine c della serie. 
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Diremo in vece combinazione media sempZicc d'ordine c di 

2 U sPecie la media aritmetica di quelle tra le ( ;) combinazioni 

semplici d'ordine c che hanno i c termini non solo distinti, ma 
anche con valore diverso. 

In tal caso c dovrà non superare il numero dei termini diffe
renti della serit'. 

Es. : Sia data la serie di 5 termini 

2, 2, 3, 5, 6 

( 
_'i) ) Lp = IO combinazioni semplici d'ordi.ne 2 della serie 

sono le seguenti 

2X2 =4 2 X 3 = 6 2 X 5 = IO 2 X 6 = 12 

2x6=I2 3X5=15 3x6=I8 

2 X 3 = 6 2 X.5 = IO 

5 x6 = 30 

La combinazione media semplice d'ordine 2 di la specie è 

4 + 6 + IO + I2 + 6 + IO + 12 + 15 + 18 + 30 123 
= - = 12,3 

IO IO 

Pn ottenne la combinazione media semplice d'ordine 2 

di ZU specie delb st'rie non bisogna invece tener conto della combi
nazione z X 2, risultando essa di due termini di egué\le valore. 
Tah~ combinazione media sarà data da 

6 + IO + 12 + 6 + IO -1- 12 -+ 15 -+ 18 + 30 Hg 
9 = 9 = 13,2 

ChiaI1ll'fl'1l10 inoltre COli/binazione con ripetizione d'ordine c 
della serie, il prodottu eli c termini distinti o coincidenti della serie 
stessa. 1\011 l' naturalmellte, più necessario supporre c::: n. 

Direml) cOlI!bina::ione mcdia con ripetizione d'ordine c di 

. l ù' . . d Il (n +- c - I) b' . . la specle a I1lè la antmehca e p . e com InaZlOl1l con 

ripetizione d'ordine c della serie. 
Diremo infine combinazione /IIcdia con 1'ipctùione d'ordine c 

d · . l d' . . d' Il l (JL + C - I) b' l 2 a speCIe a mI:' la antmehra 1 que (' tra e c com 1-

nazioni con ripetiziollè d'ordine c della serie, in cui tra i c ter
mini non ve ne siano due formalmrnte distinti, ma a venti va
lore eguale. 



Es.: Riprendendo la sene di 5 termini 

2, 2, 3, 5, 6 
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le ( ~ ) = 15 combinazioni con ripetizione sono date, oltre che 

dalle IO combinazioni semplici, dalle seguenti 

2 X 2 = 4 2 X 2 = 4 3 X 3 = 9 5 X 5 = 25 6 X 6 = 36 

La combinazione media con ripetizione d'ordine 2 di la specie 
è pertanto 

4 + 6 + IO + 12 +- 6 + IO + 12 + 15 + 
15 + 

+ 18 +,30 + 4 + 4 -I- 9 + 25 -I- 36 201 
15 = 15 = 13.4 

Per ottenere la combinazione media con ripetizione d'ordine 2 

di za specie non bisogna tener conto della combinazione ottenuta 
moltiplicando il primo 2 per il secondo 2. Tale combinazione 
media pertanto sarà: 

6 + IO + 12 + 6 + IO + 12 + 15 + 18 + 
14 + 

+ 30 + 4 -I- 4 + 9 + 25 + 36 = 197 = 14,1 
14 14 

2. DEFINIZIONE DEI vARI TIPI DI MEDIE COMBINATORIE: 

Partendo dal concetto di combinazione media, ora introdotto, 
potremo definire in modo molto semplice le medie combinatorie, 
introdotte, almeno nelle loro forme più generali, dal GINI (I). 

Diremo media combin.atoria monoPlana semPlice ti' ordine c 
di la specie la radice c-esima della combinazione media semPlice 
d'ordine c di prima specie. Essa coincide con la media chiamata 
dal Gini « media combinatoria monoplana d'ordine c)). 

Diremo media combinatoria monoPlana sempLice d'ordine c 
di za specie la radice c-esima della combinazione media semPlice 
d'ordine c di 2a specie. 

Diremo così media combinatoria monoPlana con ripetizione 
d'ordine c di la (za) specie la radice c-esima della combinazione media 
con ripetizione d'ordine c di la (za) specie. 

(I) C. GINI, Di una formula comprensiva delle medie, (, Metron ~. 
voI. XIII, n. I, pagg. 3-22. 

3 
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Scriviamo ora le espressioni analitiche di queste medie. Sia 
data una serie, con Pl termini eguali ad al, P2 termini eguali ad 
a2, ..... , pn termini eguali ad aH' 

La media combinatoria monoplana semplicf' d'ordine c di 
la specie della suddetta serie è data dalla formula 

dove il sistema ql(S), q2(sJ, ••. , qn(S), descrive, al variare di s, tutti 
i possibili sistemi di numeri interi tali che 

n 

O ::: q/S) ::: Pi (i = l, 2, ... n) 1: qi(S) = C 
i=1 

La media combinatoria monoplana semplice d'ordine c di 
za specie M 2c della suddetta serie è data dalla formula medesima 
di quella di prima specie, con la differenza che in tal caso il sistema 
ql(S), q2(S), ••. , qn(S) descrive al variare di s, tutti i possibili si
stemi di numeri interi tali che, per ciascun valore di i da I ad n, 

s 

si ha qi(S) = O oppure qi(S) = I, ed inoltre 1: qi(S) = c . 
i=l 

La media combinatoria monoplana con ripetizione d'ordine c 
di ra specie della suddetta serie f. data dalla formula 

ove il sistema di valori Q1('1, Q2(S), ••• , qn(S) descrive, al variare 
di s, tutti i possibili sistemi di numeri interi positivi o nulli tali 

" clw 1: qj(S) = c . 
i=l 

La media combinatoria monoplana con ripetizione d'ordine c 
di ztt specie della medesima serie è data dalla formula 
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ove il sistema ql(S), Q2(S), ••• , q,.(8) descrive, al variare di s, tutti i 

" possibili sistemi di valori positivi o nulli tali che ~ qi(S) = c, cd 
i~l 

ove è q;(5) = O se qY) = O, mentre qi(S) = I sr q/B) f: O. 
I valori pI, P2' ... , p" possono anehe interpretarsi, anzichè 

come frequenze, più generalmente come pesi; in tal caso potremo 
chiamare la MIe, media combinatoria ponderata di prima specie, 
e la M 2c media combinatoria ponderata di za specie, e analoga
mente, la RM{ media combinatoria ponderata di la spede, e la R!vI2c, 

media combinatoria ponderata con ripetizione di Z11 specie. Dette 
medie conserVano significato pure qualora i pesi PI, P2, ... , PII 
non siano interi, purchè però restino positivi e, nella Mle, maggiori 
dell 'uni tà. 

Chiameremo media combinatoria monoPlana potenziata sem
Plice (con ripetizione) d'ordini c, p di la (za) specie la radice (c P)
esima, della combinazione media semplice (con ripetizione) J'or
dine c di la (za) specie delle potenze p. esime dei termini. 

Chiameremo media combinatoria biplana semPlice (con ripeti
zione) d'ordini c, d di la (za) specie la radice d'ordine c -d dr! rap
porto tra la combinazione media semplice (con ripetizione) d'or
dine c di la (za) specie e la corrispondente d'ordine d, dei termini 
della serie. 

Diremo media combinatoria equipotenz1:ata biplana d'ordini c, 
d, P semPlice (con ripetizione) di la (za) specie la radice d'Ql'dine 
p (c -- d) del rapporto tra la combinazione media semplice (con ripe
tizione) d'ordine c di la (za) specie e la corrispondente d'ordine d, 
delle potenze p - esime dei termini della serie. 

Diremo ancora media biplana equicombinatoria potenziata 
d'ordini c, p, q semPlice (con ripetizione) di l° (za) specie la radice 
d'ordine c (P -- q) del rapporto tra la combinazione media sem
plice (con ripetizione) d'ordine c di la (za) specie delle potenze 
p - esime e quella delle potenze q - esime dei termini della serie. 

Diremo infine media biplana combinatoria potenziata d'ordini c, 
d, p, q, semPlice (con ripetizione) di la (za) specie la radice d'ordine 
c p - d q del rapporto tra la combinazione media semplice (cun 
ripetizione) d'ordine c di la (za) specie delle potenze p - esime dei 
termini della serie e la corrispondente d'ordine d delle potenze 
q - esime dei termini della serie. 

Occorre appena avvertire che le medie semplici di la specie di 
ciascun tipo corrispondono alle medie considerate dal prof. Cini 



nell'opera citata; riteniamo inoltre superfluo scrivere le formule 
relative ai vari tipi di medie. 

3· Su ALCUNE PROPRIETÀ DELLE MEDIE COMBINATORIE. 

Le medie combinatorie di prima specie hanno un significato 
più immediato di quelle di seconda specie. Le medie combinatorie 
di seconda specie godono però della seguente importante proprietà: 

Se si moltiplicano tutti i pesi di una media combinatoria di 
2 a specie per uno stesso numero reale positivo il valore della media 
non cambia. 

Basterà, per dimostrare tale proprietà, dimostrare che se si 
moltiplicano tutti i termini di una combinazione media di 2 a spe
cie per uno stesso numero reale positivo, il valore della combina
zione media non cambia. 

Riferendoci infatti, p. es. alla combinazione media sem
plice di 2a specie d'ordine c, data dalla formula 

.. 
(i = 1,2, ... , n) ed inoltre 1: qi(8) = c), si nota subito che, 

i=1 . 

se si moltiplicano i valori h, h, ..... , Pn dei pesi per uno stesso 
numero reale positivo k, i prodotti del tipo alq1(S) a2%(S) ••• a,.q,.(·) 

restano invariati, mentre le espressioni (~~)) restano invariate 

(= I) se qi(8) = o, e vengono moltiplicate per k se qi(S) = 1. 

PE'rtanto ciascun termine della sommatoria che compare al 
numeratore della (I) viene moltiplicato per k C

, e altrettanto av
viene di ciascun termine della sommatoria che compare al deno
minatore. La combinazione media resta cosi invariata. 

Nel caso che avessimo a che fare con una combinazione media 
con ripetizione di za specie, la dimostrazione si farebbe esatta
mente allo stesso modo. 

Tale proprietà non è valida invece per le medie combinatorie 
dI la specie, come può vedersi per I1H'ZZO cIi semplicissimi esempi. 
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Sia data, p. es., la serie al, a2' con pesi rispettivamente z e I. 
La media combinatoria monoplana semplice di ra specie d'ordine 2 

di detta serie è data dal valore 

M
1

2 = 11 a1
2 

+32 
al a 2 

Se diamo invece ai termini della medesima serie i pesi rispet
ti vamente 4 e 2, proporzionali ai precedenti, si ottiene 

M 2 = 1/ 6 01
2 + 8 al 02 + 02

2 

l V r5 

valore evidentemente diverso dal prE'cedente. 
Altra proprietà interessante è la seguentE' : 
La combinazione media con ripetizione d'ordine c di una serie 

di ra (za) specie è maggiore o eguale della corrispondente combinazione 
media semPlice della stessa specie, l'uguaglianza valendo solo quando 
tutti i termini della serie sono eguali tra loro. 

Faremo la dimostrazione per le combinazioni medie di la spe
cie; basterebbero poche modifiche per avere la dimostrazione 
anche per le combinazioni medie di 2 a specie. 

Ci riferiremo inoltre, per semplicità alla combinazione media 
d'ordine .'5 di una serie di sette termini, al, a2, a3, a4, a5' a 6, a7' 

Si noti però che il procedimento dimostrativo ha portata del tutto 
generale. 

Due combinazioni con ripetizione si dicono simili, quando si 
possono ottenere l'una dall'altra permutando gli indici dei termini 
in modo opportuno, od anche, se si vuole, quando nelle due combi
nazioni gli esponenti dei termini coincidono a meno dell'ordine. 
Saranno, per esempio, simili le combinazioni 0 13 a22, a12 al, a23032, 

a2
2 

a3
2

, etc., o le altre a13 a2 as, alS a4 a 6 , al a23 a3, al a34 a.! etc. 
Si potranno dividere le combinazioni con ripetizione in tipi 

di combinazioni simili. Le combinazioni appartenenti ad un tipo 
possono individuarsi dalla successione degli esponenti dei loro 
termini, disposti in ordine non decrescente. Se, per es., si tratta di 
combinazioni medie d'ordine S, i vari tipi di combinazioni similI 
sono indi viduati dalle seguenti successioni di esponenti: 

(S), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,r), (2,1,r,r), (r,I,I,I,I) 

Le combinazioni con ripetizione del tipo (S) sono a15, a26 , 

a3(5) •.• etc., quelle del tipo (4,1) a14 a2, al a24 , a14 a3, al a 3
4, etc., 



e così via, e infine le combinazioni del tipo (I, I, I, I, I) sono le 
combinazioni semplici, vale il dire al a2 aa a,! a5, al a2 a3 a4 a6, 

al a 2 a3 U6 a G, etc. 
Possiamo ordinare i vari tipi nel st'guente modo: 
Se due tipi hanno differente esponente massimo, precederà 

tra i due quello in cui l'esponente massimo è maggiore; se due 
tipi hanno eguale l'esponente massimo, ma diverso l'esponente 
immediatamente inferiore al massimo, precederà tra i due quello 
in cui eletto esponl'ntt' è maggi ore, e così via. 

Così, tra i tipi (4,1) e (3,2) prt'cederà il tipo (4,1), perchè 
l'esponente massimo, nel primo è 4, nd secondo è 3; e tra i tipi 
(3,2) e (3, I, I) precederà il tipo (3,2), perchè in esso, pur essendo 
eguale (= 3) l'esponente massimo, si ha che l'esponente immedia
tamente inferiore è nel primo 2, nel secondo I. 

Ciò posto, è facile vedere che, sempre nel caso di combina
zioni d'ordine 5, l'ordine dei tipi è il seguente 

a) (5), b) (4, I), c) (3,2), d) (3, I, I), e) (2,2, I), 
I) (2, I, I, I), g) (I, I, I, I, I). 

Or bene, vale la seguente proprietà: 
« Se un tipo x precede un tipo )I, la media delle combinazioni 

del tipo x è maggiore o eguale di quella delle combinazioni del 
tipo y, l'uguaglianza valendo solo se tutti i termini sono eguali » 

Basterà dimostrare ciò per due tipi consecutivi. Prendiamo, 
ad es., i tipi (3,2), e (3, I, I). Si noti anzitutto che, considerando 
eguali a O gli esponenti mancanti al numero di 5 nei vari tipi, si 
può affermare che si passa da un tipo al successivo diminuendo 
di I un esponente, ed aumentandone di I un altro ad esso seguente. 
Così, nel caso dei tipi (3,2) e (3, I, I), si diminuisce di I il secondo 
esponente, e si aumenta di I il terzo. 

Ciò posto, sia una data combinazione del tipo (3, I, I), per es. 
ala a2 as. Consideriamo, insieme ad essa, le altre combinazioni dello 
stesso tipo che possono formarsi con le lettere al, ag, ag. Esse sono 
al al as e al a2 ag3. 

Consideriamo poi le combinazioni del tipo (3, 2) che si pos
sono fare con le lettere al, a2, ag. Esse sono 

E facile vedere che la somma 

a1
3 al + a1

2 a,i + a1
3 aa2 + a/ al' + al' aa2 + a22 al 
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è maggiore della somma 

2 al3 a2 a.,i+ 2 al i1'la a. + 2 al a2 i133 
I 

Si ha infatti, supponendo, ad es., al::=: a'l < a3 

al· a2'J + al2 a23 + al3 a3
2 + al2 a.3 + a.3 a2

2 + a2
2 as· --. 
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- (2 al3 a2 a3 + 2 al a'l· as + 2 al a2 a.3) = (a13 al _. al· a2 aJ ) + 
+ (a12 a23 - al a23 as) + (a13 a32 - al3 a2 ({3) + (a12 a33 - al 112 a3·3) + 
+ (a23 a32 - al a23 as) + (a22 as3 - al a2 a.3) = al3 a2 (a2 - a3) ·1-

+ al a23 (al - aa) + al3 aa (a. -. a2) + al a33 (al -- 112) + 
+ a'l

3 a; (a3 - al) + a2 a3
a (a2 - al) = (a'J - al) (a:! 1133 - al aa3

) + 
+ (as - al) (a23 a. - a,i al) + (a3 -- a2) (a13 a. -- a13 

(/1) = 
= a.3 (a2 - al)2 + a23 (a. - al)!) + ala (as - a2)2. 

quantità manifestamente ::::. 0, il segno = valfndo solo quando 
è al = a2 = as. 

È facile poi da ciò dedurre che la media delle combinazioni 
del tipo (3,2) è maggiore o eguale alla media delle combinazioni 
dr! tipo (3, I, I), l'uguaglianza valendo solo nel caso che tutti i 
termini siano tra loro eguali. Lasciamo la prova al lettore. 

La dimostrazione fatta è di carattere affatto generale; essa è 
quindi valevole per due qualunque tipi consecutivi, come anche 
nel caso che non si tratti di combinazioni d'ordine 5. 

Da ciò segue, sempre riferendoci al nostro caso, che, essendo 
il tipo (I, I, I, I, I) l'ultimo nell'ordinamento stabilito, la media 
delle combinazioni del tipo (I, I, I, I, I) è minore o uguale alla 
media delle combinazioni di un qualunque altro tipo, l'uguaglianza 
valendo solo quando tutti i termini sono uguali tra loro. 

Notando poi che la combinazione media semplice è la media 
delle combinazioni del tipo (I, I, I, I, I), mentre la combinazione 
media con ripetizione è la media delle combinazioni di tutti i 
tipi, si ha immediatamente, da quanto precede, che la combina
zione media semplice è sempre minore o eguale della corrispondente 
combinazione media con ripetizione, l'uguaglianza valendo solo 
nel caso in cui tutti i termini siano eguali tra loro, c.d.d. 

Dalla proprietà ora dimostrata segue subito l'altra: 
Ogni media combinatoria potenziata monoPlana M'P con 

ripetizione è maggiore della corrispondente media senza ri1)etizione 
se è p > 0, è minore di essa se è p < O. 

Lo studio delle medie biplane da questo punto di vista è pì ù 
complesso, ed è pertanto rinviato ad altra occasione. 



4. MEDIE COMBINATOlUE DI UNA VARIABILE CONTINUA. 

Sia una variabile x distribuita con continuità nell'intervallo 
(a, b) (ove è a > O, b > O). La funzione f (x), che ci dà le frequenze 
per i vari valori di x, sia continua e sempre positiva in tutto !'in
tervallo (a, b). Quando considereremo medie combinatorie pon
derate di la specie, supporremo inoltre che sia sempre f (x) ~ I 
per ogni x di (a, b). 

Ci proponiamo di definire le varie medie combinatorie per la 
suddetta variabile x di frequenza f (x). Dovremo anzitutto defi
nire per le variabili continue il concetto di combinazione media. 
Procederemo a tal uopo nel seguente modo. 

Dividiamo l'intervallo (a, b) in parti, mediante una succes
sione di punti di ascisse al, a~ , ... , ak-l. ove è a < al < a2 < 
< ... < ak-2 < ak-l < b. 

Le k parti in cui risulta diviso (a, b) come anche le loro lun
ghezze si indichino rispettivamente con le lettere 01, Oa, ... , Ok. 
Sia o, una parte generica, e sia x, un valore di x tale che a,_l < 
< x, < a" tale cioè che il punto di ascissa x, appartenga all'inter
vallo o,. 

Consideriamo la combinazione media d'ordine c di la (za) specie 
con o senza ripetizione delIa serie discreta costituita dai valori 
x, (r = I, 2, ... ,k) con pesi rispettivamente f(x,) o,. Evidente
ID.!ònte, la serie discreta così ottenuta ci darà tanto meglio un'idea 
della serie continua di partenza, quanto minori saranno le parti Or. 
Detta pertanto Re la combinazione media, del genere considerato, 
della serie discreta, saremo portati a definire la combinazione 
media della serie contintta, Ke, come il limite a cui tende la combi
nazione media della serie discreta quando tendono a zero tutte le 
parti Or (r = I, 2, ... , k) ; in simboli 

Ke = li m Re. 
1\,-+0 

Perchè detta definizione sia legittima occorre però che il 
limite suddetto sia i:cdipendente dalla maniera in cui si è diviso 
l'intervallo (a, b), dai valori x, scelti in ciascun Or, e dal modo in 
cui si fanno tendere a O i o, stessi. 

Ci accingiamo ora a dimostrare ciò, e nello stesso tempo a 
calcolare detto limite. 



J
.: 
. 
> 

Nel caso di una combinazione media d'ordine c di za speCIe 
senza ripetizione, si ha 

(2) 

Ora si ha, per definizione di integrale 

k i l -l i 2-1 ;C_l-1 

l i m ~ ~ ~... ~ ail ai2 · .. Òd(Xil ) f(X;2)' •. f(Xic) Xi! Xi2 · .. Xic = 
b,-+O il=l i 2=1 i3=1 ic=l 

e analogamente 
k ;1-1 '2-1 ;C_l-1 
~ L ~... ~ Òil Òi2 ••• Òic f (XiI) t (Xi2) ••• t (Xie) = l i m 

b, -+ o il =1 i 2=1 i3=1 ic=l 

Ora, si vede facilmente che (x) 

e analogamente 

f b fXl f XC-l I \ fb le . I (Xl) d Xl f (X2) cl X2 . . . t (Xc) d Xc = -,./ f (X) d X \ 
a a a C. a I 

(I) Ciò discende dalla proprietà nota che se Ip (x) è una funzione inte
grabile, si ha 

f b f1'l fX I fJb ]C " CF (Xl) d Xl " CF (X2) d X2 • •. "C-l cp (Xc) dXc = Cl a rp (x) d x 

Essa diviene banale per e = I ; la si può pertanto dimostrare per in
duzione, ammettendola vera per c - I, e dimostrandola per c. Si ha in
fatti, che sotto tale ipotesi, il primo membro della (ex) diviene 

(e ~ I) I f: cP (XI) d Xl r.r:1 
t (X2) d x2]'-1 

Integrando ora per parti, prendendo [f:1 t (x2) d x2]'-1 per fattore 

finito e cP (Xl) d Xl come fattore differenziale, si arriva alla (ex). 
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Si ha pertanto 

re -I(~.r: X f (X) cl X r _ ~ I~ X f (x) cl X r 
I~ = --}l-;»-(~;)-d-x (~e ~? -- f: f(~)--:;-:--- ~ 

Nel caso di combinazioni medie di 2a specie con ripetizione, 
come pure nel caso di combinazioni medie di la specie con o senza 
ripetizione, al numeratore della formula (2) che ci dà Re, come 
anche al denominatore, si deve aggiungere un altro termine, rela
tivo a tutte le combinazioni in cui figura due volte uno stesso 
valore Xi. Ma è facile vedere che detto termine è com posto di 
sommatorie relative a c - l indici al massimo, mentre ciascun 
addendo delle sommatorie ha c fattori ~" distinti o coincidenti, 
che tendono a zero, ed è quindi infinitesimo d'ordine c quando 
tendono a zero tutti i ~,. Da ciò si deduce facilmente che il limite 
di questi termini aggiunti, quando tutti i ~, tendono a zero, è zero. 
Ne segue che, anche nd caso di combinazioni medie di 2a specie 
c on ripetizionE', e in quello di combinazioni medie di la specie con 
o senza ripetizione, si ha 

( Jh le ~c \ a X f (x) cl X 
h =, --~~--- ~ 

~ J~ f (X) d X 

H.icordiamo che l'espressione 

I: X / (xl cl X 

J> (x) d x 

ci dà la media aritmetica della variabile x, di peso I (x), in (a, b), 
abbiamo che 

La combinazione media d'ordine c di la O za specie, con o senza 
ripetizione, di una variabile x di peso I (x) in (a, b) è la potenza 
c-esima della s/ta media aritmetica. 

Da questa seguono le altre im portan ti proprietà: 
Le medie combinatorie 11lonoPlane di q/talunque ordine, (di 

la O 2 a specie, con o senza ripetizione), di una variabile x distribuita 
con frequenza f (x) nell'intervallo (a, b), coincidono con la s/ta media 
aritmetica. 

j 
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Le medie monoPlane combinatorie potenziale, di ordini c, p, 
di una variabile x distribuita con frequenza f (x) 1tell'intenmllo a, b 
coincidono tutte con la sua media monopla1'ta potenziata d'ordine p. 

Le medie combinatMie biplane d'ordini c, d di una 'u(l'l'1:abile x 
di frequenza t (x) nell'intervallo a, b coincidono tldte con la sua mcdia 
aritmetica; le medie biplane combinatorie eqltipotenziate di ordini 
c, d, p coincidono con la media potenziata monoPlana d'ordine p 
della x; le medie biplane equicombinatorie potenziate d'ordini c, 
p, q coincidono con la media biplana potenziata d'ordini p, q della x ; 
e infine le medie biPlane combinatorie potenziate di ordine c, d, l), q 
coincidono anch' esse con la media bi plana potenziata d'ordini p, q 
della x. 

5. LIMITI CUI TENDONO ALCUNE MEDIE COMBINATORIE. 

G. GALVANI (1), ha determinato il limite a cui tende una media 
monoplana potenziata di una serie di termini XI, X2, •.• , x", in 
progressione aritmetica, quando, restando fissi gli estr~~mi XI = a, 
x" = b, il numero dei termini tende all'infinito. 

Egli giunge ai seguenti risultati: 
Se p è l'ordine della media potenziata considerata, il limite 

di cui sopra è dato da 

I 

r bP+l-- ap+I lP 
L (P+ I) (b - a) " 

per p et O C J) / --- 1 

p =-1 

prr i) = O 

Vogliamo determinare il medesimo limite per le varie medie 
combinatorie, ed esaminiamo anzitutto, come al solito, il compor
tamento delle combinazioni medie. 

(I) Dei limiti a cui tendono alcune medie, "BolI. Unione Matematica 
Italiana», 1927. 
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Siano i valori Xl> X 2, •.. , x" in progressione aritmetica, e 
sia Xl = a, X n = b. Dividiamo l'intervallo (a, b) dell'asse x in 
JZ parti eguali mediante i punti 

a, = a + 

Essendo poi 

b -- a 

n 
. y 

b -a 
x, = a + --- (r - I) 

n-I 

(r = 0, 1, 2, ... , n) 

(r = 1,2, ... n) 

si vede immediatamente che il punto di ascissa x, è nell'intervallo 
(a,_ 1, a,) (r = 1,2, ... , n). 

Fissata una combinazione media (di ordine c qualsiasi, di 
1 11 o di 2 a specie, con o senza ripetizione), dei termini Xl, X2, •.. , x" 
in progressione aritmetica, ci proponiamo di determinare il limite 
cui essa tende, quando, fissi restando Xl = a e XII = b, il numero n 
t ende alI 'infinito. 

:E facile vedere, in base alla definizione di combinazione media 
nel continuo, che tale limite coincide con la combinazione media 
della variabile x distribuita nell'intervallo (a, b) con frequenza I. 

Basta infatti, ricordare che la combinazione media nel continuo 
si ottiene in tal caso dividendo (a, b) in parti o" scegliendo in 
ciascuna parte un valore X, di x, facendo la combinazione media 
dei valori X, con pesi o" e passando al limite quando tutti i o, 
t~ndono a zero. Scegliendo in particolare o, = (a,_l, a,) (r = I, 2, 

... , n) e X, = X" si ha la coincidenza della combinazione media 
continua col limi te da noi cercato. 

Ma la variabile continua x distribuita con frequenza I nel
l'intervallo (a, b) ha per combinazione media d'ordine c (di la 

O di 2 a specie, con o senza ripetizione), il valore 

Avremo pertanto, in base alle considerazioni precedenti, che 
illilllite cui tende la combinazione media d'ordine c (di la O 2a specie 
c on o senza ri petizione) della serie Xl, X2' . . . XII i cui termini sono in 
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prog1'essione aritmetica, quando, termi restando Xl = a, XII = b, il 
numero n dei termini tende all'infinito, è dato dal valore 

Da ClO si ricava subito che il limite cui tende una qu,alsiasi 
media combinatoria monoPlana o biplana è dato da 

b+a 
2 

cioè dalla semisomma dei termini estremi. 
Lo studio delle medie combinatorie potenziate richiede in

vece qualche ulteriore osservazione. 
Lievemente modificando il ragionamento che ci ha condotto, 

nel § 4, a dimostrare che, in base alla definizione data di combi
nazione media di una variabile X di frequenza t (x) in (a, b), si 
ottiene per detta combinazione media il valore 

è facile provare che, volendo analogamente definire per una va
riabile continua la media potenziata d'ordine P(-j O) delle com
binazioni d'ordine c dei termini, essa è data dal valore 

r .r: xp 
t (x) d x l~ 

l I> (x) d x 

Ragionando come nel caso della media combinatoria, si 
vede quindi che la media potenziata d'ordine PC*- O) delle com
binazioni d'ordine c di n termini Xl, X2 , ..• , X n in progressione 
aritmetica tende, quando, fissi restando i termini estremi Xl = a, 

Xn = b, il numero n dei termini tende all'infinito, al valore 



che è eguale al valore 

e al valore 

c 

l-(;-;f;~f(t:~:) t pc~r P le - I 

b --- a 
--loi-b~-log --;- per p = -- I 

Notando infine che la media monoplana combinatoria poten
ziata d'ordini c, P(P =1= O) (di la () 2 U specie, con o senza ripetizione) 
è la radice c-esima della media potenziata d'ordine p delle com
binazioni d'ordine c dei termini, si ottiene subito che la media trtO

noPlana combinatoria potenziata d'ordini c, p (P =1= O) (di la O 2a 

specie, con o senza ripetizione) di una serie di termini Xl, x2, ... , Xn 

in progressione aritmetica tende, quando, restando fissi gli estretni 
Xl = a xn = b,il numero n dei termini tende all'infinito, al valore 

e al valore 

l 

I b PJI __ a P H lP 
1

- --------------------------j per P ==1= -- l 
~ (P + I) (b -- a) 

b -- a 
- ----- ---- per p = ---- I. 

log b --log a 

Se è poi P = O, la media monoplana combinatoria potenziata 
si riduce alla media geometrica (I). In tal caso il limite da noi 
cercato è stato già determinato da GALVANI nella memoria citata, 
ed è dato da 

Passando alle medie bi pIane, si ottiene analogamente che 
per le medie biPlane cquicombinatorie potenziate, di O1'dini c, p, q 
(P e q "'1= o) tale limite è dato da 

(I) Vedi C. Gal!, op. cito 



da 

e da 

[ 

[ 
(b pj-l _ a P+! ) 

-o(-p--c+-'-I) (log b -log a) 

(q + I) (log b -log a) 
b q+l -- a q+l 
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1 
-HI 
J per P =1= -- I, q = --- I 

1 

J-l-q per p = - I, q =/== - I 
Cosi sÌ ha analogamente che per le medie bz'plane combinatorie 

eq'uipotenziate di ordini c, d, P (P =1= o) il limite cercato è dato da 

e da 

l 

r b P+l - a P+l l'P 
L---W+ I) (b-a) J per P =/=-1 

b-a 
-log b -log a per P =/= - I 

Infine, per le medie biplane combinatorie potenziate di ordini 
c, d, p, q (P e q =/= o) tale li'mite è dato da 

~
\ b P+l - a NI /CJ_l 
, . cp-qd 

I (P + I) (b -- a) \ 
\-F+l-= a q+l l, iL per P e q :::/0=: - I 

! (q + I) (b --- a) \ 

da 

p = - I, q =/= - I 

e da 

~
( b Hl - a Hl t l--.!:-r (j~±_~[(~ ~:~~LL. ,p +d per P =/'" _ I q = -- I 

\ b --- et ìà ' 

,-tòg r- log a i 
R. CISBANI (I) ha determinato illimite a cui tende una media 

monoplana potenziata di una serie di termini in progressioni ar-

(I) Di alcune medie !iontinue - Contributi alta teoria delle medie, « Me
tran ll, Val. XIII, n. 2, 28 febbraio 1928. 



monica, geometrica, quadratica, cubica, etc., quando, restando 
fissi gli estremi Xl = a, X" = b, il numero dei termini tende al
l'infinito. 

Egli giunge ai seguenti risultati: 
Se i termini della serie sQno tali che le loro potenze i-esime 

(1 ~/~ O) sono in progressione aritmetica, il limite cercato, per la 
media monoplana potenziata d'ordine p, (P ~/= O), è dato da 

e da 

mentre per la media geometrica (corrispondente al caso P = O) 
esso è dato da 

Se invece i tt'rmini ddla serie sono in progressione geometrìca 
(corrispondmtementc al caso i = O) il limite cercato è dato da 

l 

[ 
bP - al> "'IP 

-P(log b -log a} . 

prr la media monoplana potenziata d'ordine P (P =/= O), e da 

Vab 

per la media geometrica (corrispondente al caso P = O). 
Naturalmente, per j = I, si ricade nei risultati di GALVANI. 

E interessante esaminare la questione, anzichè per le medie 
potenziate, per le medie combinatorie. 

Tenendo presente il ragionamento da noi fatto nel caso di 
termini in progressione aritmetica, e quello fatto dal CISBANI 

nella memoria citata, si giunge facilmente ai seguenti risultati. 
Se le potenze j-esime (j = /= O) dei termini della serie sono in 

progressione aritmetica il limite cui tende una media combinatoria 
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tIlonoplana d' ordine C, o una media combinatoria biplana di ordini c, 
d, quando, fermi restando i terrnini estremi Xl = a, x" = b, ii nu
mero dei termini tende all'infinito, è dato da 

bi+l_af+l 
- ~ -~--- ---- -- -

( 
1 ). . -. + 1 (U' _. - al) 

, 1 

Per una media monoPlana combinatoria potenziata di ordini c, p, 
e per una media biplana combinatoria equipotenziata, d'ordini c, 
d, p, tale limite è dato da 

se p =/= j 

e da 

l 

l---,---;c:-----
bl

-o-· _-:ac-f ---0--11 se p = - i 
i (log b -log a) 

Per una media biplana equicombinatoria potenziata, d'ordini c, 
p, q, il limite da noi cercato è dato da 

l (b P+f - a P+f) (~--+ 1)-1":'" 
per p =/ =- . i c q =/= - i 

(b q+i -- aHi) (-t- + 1) 
1 / 

da 

l 

i (b P+1 - a ";1) (log b --lO[!!.Ll"+i 

-. +1 
1 

per P =/= - i e q =/= - i 

e da 

l 

[
q l-i-q -+1 

----. 1 .-- per p =--- i e q =/= - i i (b q+i -_.- a q+i) (log b -log a) 

4 



Infine per una media biplana combinatoria poten?:Ìata, d'or
dini c, d, p, q, il limite da noi cercato è dato da 

f) 
b p+i -- a Hi IC 

----~------

(; + I) (bi -- ai)1 

C-l) i I i--=-~l Q+i-=7' 
.( q ). . t ( { + I (bI -- al) ~ 

da 

e da 

\ bi --- ai le 
{-i (log b -- toga) \ 

) ~ib ':'0 ~b,;'"Ta,j 

cp-qd 

per p =/= -- i e q =/=- 1 

1 
cp+d 

1 
-c-dq 

per P =!-=.-.j q =-1 

per p =.- i q =/= ._ .. j 

H.csta ora da calcolare il medesimo limite per i vari tipi di 
nwdic combinatorie, nel caso che i termini siano in progressione 
geometrica. Si ottengono i seguenti risultati: 

Per le medie combinatorie monoPla'ne e biplane, il limite cercato 
è dato da 

b -_ .. a 
log b -- log et 

Per le medie mano piane combinatorie potenziate d'ordini c, p, 
e per le medie bi piane combinatorie equi potenziate d'ordini c, d, p 
tale limite è dato da 

1 

[- "p(IOrb-~~1;0ga) y 
Per le medie biplane equicombinatorie potenziate d'ordini c. p, 

q, il limite cercato è dato da 



e infine per le medie biplane combinatorie potendate d'ordini c, d,. p, q 
esso è dato da 

6. ApPLICAZIONI. 

Vogliamo anzitutto mettere in luce mediante esempi nume-
nCI che la medi.a monoplana combinatoria con ripetizione (di la 

O di za specie) d'ordine c è sempre maggiore della corrispondente 
media combinatoria senza ripetizione, e che la media monoplana 
combinatoria potenziata con ripetizione (di la O di 2 a specie) d'or
dini c, p è maggiore o minore della corrispondente media combi
natoria senza ripetizione, a seconda che è p > O o p < O. 

Consideriamo a tal uopo la serie di 5 termini I, 2, IO, 20, 100. 

Trattandosi di termini tutti diversi tra loro, la media combina
toria di la specie e quella di 2a specie coincidono. 

Riportiamo, dalla memoria di GINI, già citata a pago 33 i va
lori della media monoplana combinatoria potenziata senza ripe
tizione della suddetta serie, per c da O a 5, e P intero variabile 
da -4 a -+ 4· 

TAVOLA I. - Medie monoplane combinatorie potenziate sen::a 
ripetizione. 

=;:======r====c==~-r===;===;===c====;===="--'~'.~~ 

_~~_~~~ __ ,~14_ ~31-' I ' I c 

I 1, 471 1,641 1,991 3, 01 1 8,J3Iz6,toI45,83158,6sf6~~ 
------i-

I I,SS/ Z'071 2,481 3,661 8033118,95126,7113,,08133,79 

2 3 4 

2 

I 3,271 3, 461 3,831 4, 811 8,331 14,401 18,68121,041 zz,41 
------~-- -~--~-~ . 

1 4, 95 1 s,III 5,43) 6, 231 8,331 10, 731 II,91 1 lZ'491 12,84 

3 

4 

___ : __ . __ L~331 8~3j_ 8,J31~~~31_ 8~~,.~j_~'~1~l_8'3.ì 



Riportiamo ora i corrispondenti valori della media monoplana 
comhinatoria potenzi ab con ripetizione, d a noi calcolati. 

TAVOLA II. _. Medie monoPlane combinatorie, potenziate con ri
petizione. 

3 4 , ~~.. 1~:F31=n o 1---1 ,-
.. ~ I-:~~G{ 1,991 3, 011 8'33/26,60145,8~r-58-,-65--;/-66-,go-

~----:----r-:~I 1,49/ 1,83/ 2,73/ 8d3130,60/54,49[ 63,77/71030 

3 1 1.34/ 1,46/ 1, 721 2, 521 8.33/34,42155,77167,43174..37 

4 1 1030/ 1, 41 / 1,6'11 2, 361 8,33137,82159,18/70,24/76,69 
---'---

5 1 1,27\ 1,35\ 1,56\ 2,19 \ 8,33\ 40 ,02\ 63,12\72,85\78,41 

I risultati ottenuti confprmano pienamente, come si vede 
suhito, Cluanto abbiamo dimostrato nel §]. 

Una seconda applicazione mirerà invece a mostrare pratica
mente quanto abbiamo asserito nel § 5, che cioè, se i termini di 
una seril' sono in progressione aritmetica, quando, fissi restando 
gli estremi, il nun1Pro dei termini tende all' infinito, una qua
lunque loro Illpdia combinatoria tende alla media aritmetica 
dt'gli estremi. 

Costruiamo a tal uopo diverse serie i cui termini estremi 
siano sempre I e 33, e i cui termini siano in progressione aritmetica 
di ragione rispettivamente 32, 16, 8, 4, 2, I. Avremo in sostanza 
le serie segut"nti : 

l° I, 33 
2° I. 17, 33 
3° 1,9,17,25,33 
4° l,S, 9, 13, 17,21, 25, 29, 33 
5" 1,3,5,7,9, II, 13,15, 17, 19,21,23,25,27,29,31, 33 
()o I, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 9, IO, II, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 

19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,3°,31,32,33 
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Calcoliamo, per ciascuna di dette serie, i valori della lllf'dia 
combinatoria semplice e della media combinatoria con ripetizione 
d'ordine 2 (1). Si ottengono i risultati seguenti: 

-

Numero d'ordine 
l° 2° 3° 4° 5° della serie. 

-- - ----
Media combinato-

ria senza ripe- 5,74 14,27 16,02 16,60 16,82 
tizione 

16,92 

----~-

Media combinato-
ria con 
zio ne 

ripeti- 19.35 18,21 17,61 17 dI 17,16 17,08 

-~------~~-~-----~ 

Come si vede subito osservando questa tavola, le due mcdir: al 
crescere del numero dei termini, convergono rapidamente, la prima 
crescendo e la seconda decrescendo, verso la media aritmetica 
degli estremi, che è eguale a 17, in accordo a quanto abbiamo 
dimostrato per vIa teorica. 

(I) Essendo i termini delle serie considerate diversi tra loro, le medie 
combinatorie di p specie coincidono con quelle di 2' specie. 





ERNESTO PIZZETTI 

Medie ascendenti e medie discendenti 

L Tutta una categoria di medie ponderate dei diversi tipi 
(ari tmetiche, geometriche, armoniche, ecc.) può facilmente co
struirsi, ricordando il procedimento di sommazione (c,k) delle serie 
dovuto a Cesàro e tanto noto in Matematica (I): in tale proce
dimento ricorrono infatti alcune medie aritmetiche ponderate 
costruite secondo una legge ben determinata, sulla quale baseremo 
fon damentalmente le nostre considerazioni. 

Incominciamo anzitutto col definire una categoria di medie 
aritmetiche ponderate che non sono altro (a meno di una diffe
renza formale) che le medie di Cesàro propriamente dette: data 
pertanto una seriazione di termini positivi ao, al ... an disposti 
in ordine non decrescente di grandezza e maggiori od uguali 
all'unità positiva, costruiamo la somma del primo ordine: 

sn(l) = ao + al + . . . + an 

e successivamente le somme degli ordini successivi: 
Sn(2) = SO(l) + SI(I) + ... + Sn(l) 

(I) Per la teoria matematica del procedimento di Cesàro, cfr. E. CE
SÀRO, Sur la multiplication des sèries, (' Bulletin des Sciences Mathemati
ques.) (z), 14-1890 pagg. II4-1ZO oppure G. VITALI e G. SANSONE, Moderna 
teoria delle junzioni di variabile reale. Parte II : G. SAN so NE, SviluPPi in 
serie di junzz'oni ortogonali pagg. 77-93, Zanichelli, Bologna, 1935. Si può 
considerare come una applicazione del procedimento di Cesàro anche il 
metodo usato da Czuber e Pietra per la determinazione della differenza 
media: in proposito, cfr. E. CZUBER, Beitrag zur Theorie statistischer Reihen. 
«Versicherungswissenschaftlichen Mitteilungen .), Neue Folge, 9 Band, 2 

Reft, pagg. II8-123 e G. PIETRA, The Theory 01 statistical relations with 
special rejerence to c)'clical series, « Metron .), voI. IV, N. 3-4. 
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È facile dimostrare (l) che la somma S,,(k) contiene linear-

, " d Il " d' t' d' (n + k) mente l terrmm c a scnaZIOne l par enza In numero l k ' 

Definiamo allora come media aritmetica ascendente di ordine k 
il numero 

Procedendo per induzione (I), C,,(h) viene espressa In funzione 
dei termini ao' , , an dalla formula: 

(2) 

i (n -- m + k -- I) a
m 

m~O k -- I 

(n t k)--C,,(k) = 

In modo analogo a quello usato per le C,,(k), si costruiscono le 
medie geometriche ascendenti, Data la solita seriazione ao, al", ,a", 
costruiamo i prodotti dei successivi ordini: 

P,,(l) = ao al ' , , a n 

P,,(2) = PO(I) , h(l) , , , P,,(l) 

P,P) = Po(k-l) , h(k-l) , , , P,,(k-l), 

Poichè il prodotto pn(k) contiene (n t k) termini della sena

zione, la media geometrica ascendente di ordine k è data dalla fòrmula: 

(";k) (n;k) 
~----~--~~~ o .. ,.. (n-m+k--1) n a k-l 

m 

,--

Gn(Àl = li pn(k) = 
m 

Per dedurre infine le medie armoniche ascendenti, posto: 

l,,(1)= ~ + ~ +'" + _1_ 
ao al a" 

(I) Cfr, G, SANSONE, 1. c, in (I) a pag, precedente, 
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la media armonica ascendente di ordine k è data dalla formulil 

La definizione, ora data nel caso delle medie aritmetiche, 
geometriche ed armoniche, di media ascendente, può facilmente 
generalizzarsi al caso di una media qualsiasi: intenderemo in
fatti come media ascendente di ordine k di un dato tipo dei termini 
ao, al, o o o an , la media di quello stesso tipo ponderata con peso 

(n - 11; + ; - I)) per il termine amo 

Alla categoria delle medie ascendenti fa riscontro un'altra 
categoria di medie, si mmetriche alle precedenti e che denomine
remo medie discendenti. 

CosÌ, nel caso delle medie aritmetiche, data la seriazionc 
ao, al, o o o an ci costruiamo la seguente successione di somme del 
l° ordine: ' 

(11 so = :ln (11 sl = an + an_lo o o (11 Sm = a" + an -1 + o o o + an_m o o o 

(l)Sn = an + an -1 + o o o + ao 

e quindi la seguente successione di somme del 20 ordine: 
(21 so = (l) So, (21 S1 = (l)SO + (11 S1 o o o (2)Sm = (11 S0 + (11 S1 + o o o + (l)~'m o , o 

(2)Sn = (11 so + (11 S1 + o o o + (l)Sn 

ed in generale la seguente successione di somme di ordine k : 
(k1 so = (k-11so, (h1 s1 = (k--11so + (k-11s1 o o o 

o o o (h1 sm = (k- 11 S0 + (k- 11s1 o o o + (h- 11Sm o o o 

o o o (k1 Sn = (k-11so + (k-11s1 + o o o + (h- 11Sn o 

La media aritmetica discendente di ordine k è allora data dalla 
formula: 

(5) 



Analogamente la media geometrica discendente di ordine k 

avrà per formula 

(n~k) (":k) 
("lG = V-O 'te ~-~--(n~~~;~l) = 1/°1/ a (n;-;~;l) 

((») n H-m m 
m m 

e I a media armonica discendente di ordine k 

(n + k) 
(k) H _____ __ k ______ _ 

" - (n - m + k - I) 
" k - I 
~ --------

Pl=O an _.- m 

Generalizzando, intenderemo quindi come media discendente' 
eli ordine k di un dato tipo dei termini ao, al ... an la media pon-

derata del medesimo tipo, con peso (n - ~ + : -- I) per il ter

nlinc a,,--m. 

* * * 
z. Il procedimento usato per dedurre le formule (2), (3), 

(4), (5), (6) delle medie ascendenti e delle medie discendenti im
plica naturalmente che il valore di k sia intero non negativo: 
tale limitazione si toglie però facilmente quando si ricorda che 

(
n --- l/l + k - l') 

l'espressione k _ I non perde valore per qualsiasi 

valore positivo di k, intero o frazionario. 
Vogliamo ora dimostrare alcune proprietà e dedurre alcune 

formule relative alle C .. (k) e (klCn . 

Anzitutto dall'espressione (I) di C,,(k), deduciamo subito la 
seguente formula 

(n + k - I) (n + k - Z) 
(8) (,,'" ~ r-t~) C.'·-" + -(~k ~) C,'CC,') + + 
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che mette in luce la relazione che lega una media aritmetica 
ascendente alle medie aritmetiche ascendenti di ordine inferiore di 
una unità e con numero di termini non superiore ad n. La (8) 
ci serve inoltre per dimostrare la seguente proprietà fondamentale: 

La successione delle Cn(k), per n variabile da zero all'infinito, è 
una successione monotona crescente, mentre la successione delle Cn(k), 

per k variabile da uno all'infinito, è una successione monotona de
crescente che ha per limite il primo termine ao della seriazionc. 

Per dimostrare che prima parte della tesi, è sufficiente veri
ficare che 

(9) 

Perciò ricordando la (8), si ha: 

(n + k - 2) (n + k - 3) 
k-I k-I 

C!-l = (n + 1- I) ao + (n + : _ I) al + ... + 

(
"n - m + k - 2) 

k-I 

da cui si deduce, con calcoli elementari, che: 
se n > k, il coefficiente di ao in Cn(k) è minore del coefficiente 

di ao in C~~l ed i coefficienti di tutti gli altri termini sono in
vece maggiori in Cn(k) che in C~k~l. 

se n > 2 k, i coefficienti di ao e di al in Cn(k) sono minori 
ùei corrispondenti in C~~l, mentre i coefficienti di tutti gli 
altri termini sono invece maggiori in Cn(k) che in C~~l' 
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se 1t > m k, i coefficienti di ao, al' . . . am-l in Cn(k) sono 
minori dci corrispondenti in C;~~l e i coefficienti di tutti gli altri 
t\'rmini sono invece maggiori in Cn(k) che in C~'~I' 

Concludiamo quindi che, qualunque sia la relazione fra 
11 e k, i termini maggiori della seriazione hanno peso relativo mag
giore in C~) che in C;~!-l e perciò che la (9) è senz'altro verificata: 
resta quindi dimostrato che la successione delle C~), per 11 varia
bile da uno all'infmito, è una successione monotona crescente. 

S · d Il (8) l d' C(k- 1) C (k -1) C(k) ,0stItl1en o ora ne a ,a posto l n--1 ..•. o ,"It , 

cs\'guiamo una m8ggiorazione ed otteniamo pertanto: 

C'(k) 
" < 

(
11+k-I) C(k - 1) + (n+k-Z) (k-l) 
k-I n k-I C,'--1 + ... + 

·---·-----·------(ntk) + 

+ (k~l) C,~kl) + (~=~) C;~-I) + _ ... ______ ... _ .... ___ .. --'--____ = C;;-l): 

Cj;k) 
con ciò resta anche dimostrato che la succeSSIOne delle C~), al 
variare di k, è una successione monotona decrescente. 

Calcoliamo infine il limite, a cui tende C~k) per k ---+ 00. Perciò: 

l i nt C,,(!) 
k---+ CL 

am = 

i:. l i m-l!...· 1~·_0-.~.): .. (n-1n+ IL_ a
m 

= 
"'=0 k---+", (n+k) . (n+k-I) ... (n+k-m) 

l i m ~_ au + l i m ___ ~_~ ____ al + 
k---+oo n+k . k--+oo (n+k) (n--t-k-I) 

k.n! 
----------- a .. = ao (n+k) . .. k + ... + li m 

k--+ 00 
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Così la proprietà enunciata risulta completamente dimostrata. 
Per le me?ie aritmetiche discendenti vale una proprietà del 

tutto simmetrica a quella che abbiamo ora dimostr,lta per le medie 
aritmetiche ascendenti e precisamente: 

La successione delle (k)Cn , per n variabile da zero all'1:nfinito, 
rappresenta una successione monotona decrescente, mentre la mede
sima successione, per k variabile da uno all'infinito, rappresenta 
una successione monotona crescente che ha per limite l' ulti mo ter
mine an della seriazione. 

f: anzitutto opportuno osservare che mentre C~k~l era una me
dia relativa ai primi n termini della seriazione in esame e cioè ad 
ao, al . .. an-l, (k)Cn_ 1 è invece una media relativa agli ultimi 11 

termini della seriazione, an, an_l . .. al. 
Con ragionamento analogo a quello fatto dianzi, si deduce 

immediatamente che (k)Cn < (k)Cn _ 1, in quanto i termini maggiori 
della seriazione hanno peso relativo maggiore in C;;.!..-l che in C~), 
mentre i termini minori hanno peso relativo minore in C~k)_l che 
in C~k). 

Poichè inoltre fra le (k)Cn e le (k--I)Cn _ 1, (k-l)C"_2 ... (k--l)CO 

vale una relazione identica alla (8), si ha subito 

(k-I)C"_l + ... 
-------- + 

Infine il limite di C~k), al tendere di k all'infinito, è: 

(
n-m-+-k-r) 

1t. k-I 
l i m (klCn = :E l z m ( -----'- an_m = 
k~oo m=Ok~", n;k) 

k l. k.n! 
1
-+k an + ... -+- z m -(--'-)-----" = ano 
• k~oo n+/~ ... v 

= lim 

Con ciò rimane completamente dimostrata la proprietà rela
tiva alle (k)Cn • 
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Particolare importanza assumono poi, le medie del secondo 
c del terzo ordine quando si vogliano mettere in evidenza alcune 
relazioni semplicissime fra le medie aritmetiche ascendenti e le 
medie aritmetiche discendenti. 

Valgono infatti le seguenti proprietà: 

a) C,,(2) + (2)C" = Z Cn(I) (IO) 

poichi" 

ln±~.L(/~_t_ (n+z) al + ... + (n+z) an _ z C (l) 

(n+2) (n+l) - n· 
-~------~-

z 

ciuè: la media aritmetica è la semisomma delle medie aritmetiche 
ascendenti c discendenti del secondo ordine. 

b) (II) 

ove Il indica la differenza media semplice (l) delle (n + I) quan
tità ao, {[l, ... ([". 

Infatti si ha: 

od anche 

" ~ (n-lIl+r) (an __ m-a ... ) 
(2)C" ___ CI/(:)) = ,"=0 _ _ _________ _ 

(n~z) 

,;/2 

~ (n-2m) (an_",-am ) 

(2)C __ C (2) _ "'=0 __ 

" ,,- (1H-2) (n+r) 
z 

(l) Per la definizione, le applicazioni della differenza media ed anche 
per tutta la letteratura al riguardo, cfr. C. GINI, Memorie di Metodologia 
StaNstica. VoI. I: Variabilità e Concentrazione. II memoria: Variabilità 
e iVIl/tabilitlì. Giuffrè, Milano, 1938. 



D'altra parte, com'è noto la differenza. media è data dalla 
formula (I) 

n/2 

l: (n-2m) (an_m-am) 

n (n+r) 
2 

Confrontando le espressioni trovate, resta dimostrata la 
nostra formula (II), che non è altro (a meno di una differenza 
nei coefficienti numerici) che la formula di Czu her. 

c) (r2) 

La dimostrazione di questa formula è del tutto analoga a 
quella della (II). 

Dalla formula (r2) si ha che la differenza media è uguale a 
(3)Cn - C,,(3) quando è 11 = 4 e che per n > 4 è invece sempr,~ 

~ < ((3)Cn -- Cn (3)): pertanto, poichè dalla (II) si ha invece che, per 
qualsiasi valore di n, ~ > ((2)C" - Cn(2)), potremo dire che, quando 
è n > 4, la differenza media è compresa fra le due quantità 
(3)Cn - C n (3) e (2)Cn - C n (2). 

Tutte le proprietà precedenti sono state dimostrate per le 
medie aritmetiche, ma è facile riconoscere che a proprietà analoghe 
ci si può ricondurre anche per le medie geometriche, qualora si 
tenga presente la seguente proprietà di carattere generale: 

Il logaritmo della media geometrica ascendente (discendente) 
di ordine k dei termini ao, al, ... an è uguale alla media aritmetica 
ascendente (o discendente) di ordine k dei logaritmi dei termini stessi. 

Avremo quindi: 

a') 

h') 

Si verifica poi facilmente che tanto la successione delle Gn(k) 

che quella delle Hn(k), al variare di n, sono decrescenti, mentre 
quelle delle (k)G" t' (")Hn sono crescenti. 

(I) Cfr. C. GINI, 1. C., pago 208. 



* * * 

3. È interessante applicare le formule delle medie dianzi 
trovate al caso di alcuni particolari tipi di seriazione. 

Supponiamo anzitutto che i termini ao, al, ... an della seria
ZiOlll' che si considera siano i termini di una progressione aritme
tica a ragione h: 

ao = a, (/1 = a + h, O2 = a + 2 h ... a" = a + n h 

(' ccnsideriam0 le somme s"lh) (naturalmente per valori interi di k) : 

s"ll) = (n + I) ti + (I + 2 + ... + n) h = (n + I) ra + n h'l 
L 2 _ 

5,,(2) = r1 +2 + ... + (n+I)] a + [( : ) + ( ~ ) + ... -+- (n ~ I)l h = 

=(n~2)a+(n~2)h 

" (n-m+k --I) "(n-m+ k-I) 
Sn

1k
) = m~o k _ I am = m~o k _ I (a + m h) = 

= (n + k\ (it + k) h 
k /a+ k+I 

Esaminando le espressioni ora trovate per le s"lk), si nota su
bito che le s"ll) sono termini di una progressione aritmetica del 
2° ordine, le S,,(2) termini di una progressione aritmetica del 3° or
dine ed in generale le s"lk) di una progressione aritmetica di or
dine (k + I). 

Le espressioni delle C"lh) dedotte immediatamente dalle espres
sioni corrispondenti delle s,y) sono: 

C..ll) = o + n
2 
h; (',,1 2) = o + n3h ; e,,(3) = a + n4h ; ... 

(
II ) --1 

CII 2 = a + 2 h; 
nh 

C (h) - o + ~--' C In-l) - a + 1, • •. 'n - k ,,, - fII ••• +1 

e 12,,-1) = a + ~ . • .• n 2 , ... 

e mettono in evidenza le proprietà generali delle Cnlh) dimostrate 
al n. 2. È da notarsi inoltre che, se n è pari, en

ll ) coincide oltre 



che con la media aritmetica, anche con la mediana, C,.{4l coincide 
con il primo quartile, C .. {9l con il primo decile e così via. . 

AnalQgamente alle C,.{kl, si deducono le somme {kl s", la cui 
formula generale, come si verifica elementarmente, è la seguente: 

dalla quale si deducono le medie aritmetiche discendenti {klC" 

{IlC" = a + n h ; {2lC .. = a + ~ 1t h; {3lC" = a + 2 n h ... 
2 J 4-

k 
(l<lC" = a + -- nlt 

k+r 
Analogamente a quanto si verificava per le C,,(hl, per n pari 

notiamo che (3lC" coincide con il terzo quartile, (9)C" con il nono 
decile e cosi via. 

E infine da osservarsi che le medie C .. (h) e (k)C .. nel caso di una 
progressione aritmetica, oltre a verificare le proprietà generali 
già note, verificano anche per qualsiasi valore intero di k, la re
lazione 

C .. (kl + (klC .. = 2 Cn (ll 

III quanto è evidentemente 

Supponiamo ora invece che i termini ao, al' ... a .. si succedano in 
progressione geometrica a ragione q : 

ao = a al = a q a2 = Cl q2 . .. an = a q" 
e calcoliamo i prodotti dei varii ordini p .. {k) e (k)pn, prodotti che ci 
serviranno per dedurre le espressioni delle medie geometriche ascen
denti e discendenti. Si ha precisamente: 

5 

.. { .. +ll 
p .. {ll = an+1 q--2 -

("+2) ("+2) p .. (2) = a 2 q 3 

(n+k) (n+.t) 
p .. {k) = a k q Hl 

n (»+1) 

(Il p .. = a" +l q-2-

(
n +2)' 2 ("+2) 

(2)p .. = a 2 q' 3 

("+k) k (n+k) 
{k)P" = a k q' h+l 
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Le espressioni delle G .. (k) e (k)G .. risultano pertanto le seguenti: 

n n .. 

Gn(I) = a q2 ; G,,(2) = a q3; ... G,,(A) = aqHI' 
.. h h 

(I)G .. = a q2 ; (2)G" = a q3 ; ... (k)Gn = a qk+I 

4. Applicazioni. - Come verifica delle proprietà delle medie 
definite nei paragrafi precedenti, [riportiamo i valori delle medie 
C,,(h), Gn(h), Hn(k), (h)Cn , (k)G", (k)H" per alcuni particolari valori di k 
e per la seriazione a sette termini 

ao = I, al = 2, a2 = 4, a3 = 5, a4 = 8, a5 = IO, a6 = 20 

Media l° ordine 2' ordine 3° ordine 4° ordine IO' ordine 

~------

C,k) 
'6 7,1429 4.3928 I 3.3°95 2,7428 1,6894 

C(k) 
1\ 4,8595 3,0655 2,4°52 2,0673 1,4315 

H'k) 3,1460 
I 

1,6607 1,2838 ti 2,1415 1,8523 I 

(k)C
t
; 7,1428 9,8928 II,5595 12,7c95 15,881 7 

(I;) Cc. 4,8595 7,7°20 9,5760 10,9620 13,084° 

Ik)H(\ 3,1460 5,463° I 7,385° 8,8701 I 13,2680 

Dai valori trovati per C,,(2) e (2)C .. sono verificate subito le 
formule (IO), (II), (12): infatti la (IO) è verificata in quanto: 

C6(2) + (2)C6 = 4,3928+9,8928 = 14,2856 = 2 X 7,1428 = 2C6(1) (IO') 

la (II) in quanto 

(2)C6 - C 6 (2) = 9,8928 - 4,3928 = 5,5. 

Ma la differenza media della seriazione considerata è: 

~ _ 6 (20 - I) + 4 (IO - 2) + 2 (8 - 4) _ 154 _ 
- 21 - 2I - 7,333 

e quindi 

(2)C6 - CI~) = 5,5 = ! 7,333 (II') 

Infine la (12) è verificata poichè 

(3)C6 - C 6 (3) = II,5595 - 3,3095 = 8,25 = ~ . ~ 7,3333 = 8,25 ('12) 

Per ultimo verifichiamo la formula relativa alle medie geo
metriche (Gn l l»)2 = G n (2). (2)G .. : 

(4,8595):1 = 23,6147 7,7020 X 3,0655 = 23,6147 



R. MOGNO 

Su una formula approssimata per il calcolo di n 1 
e le sue applicazioni 

SUNTO. - L'A. determina una formula. più approssimata di quella di 
Stirling per il calcolo di n! e l'applica per determinare una formula che 
consepta il calcolo dei valori delle probabilità di eventi rari con una pre
cisione ma.ggiore di quella consentita dalle altre formule comunemente 
in uso. 

§ L - Deduzione della formula. 

Ricordiamo la formula esatta del fattoriale di n : 

. b 
-n+--

I .;--- 12" n. = n" V 2 7t n e I) 

nella quale S è un numero incognito compreso fra O ed I. 

Poichè ~ non è noto, per calcolare il valore del fattoriale 
di n si usa la formula approssimata (I) per difetto: 

2) 

Questa celebre formula, stabilita da De Moivre-Stirling, so
stituisce alla funzione fattoriale, definita nei trattati elementari 
solo per valori interi e positivi dell'argomento, una funzione con
tinua, sempre crescente per n compresa fra zero e + 00. 

L'errore assoluto che si commette applicando la 2) : 

( b) ,--- lo) n 
nn c-n V 2 r:: t1 C - - I 

(I) Per indicare che una uguaglianza è approssimata adoperiamo il 
segno : ~ 
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cresce al crescere di n, mentre l'errore relativo: 

li 

e 12" - I 
'---b-- 4) 

C 12 n 

tende a zero al crescere di n. 
Dalla formula di Wallis si deduce: 

. . i( 11 )(n+I )-~ lz m 3.5.7 ... (n-I): lz m 2 1.2.3 ... -,,- ---.re = I(n pari) 
,,~+oo ,,~+oo - 2 , 

Ora, poichè: 

,_ ; (~_ ,) \ ( - ) I n. - 2 2' /3.5·7··· ti I) 6) 

da questa e dalla 5) si ricava: 

l i m n I: l i m 2" (~/)2 . (11 + I . re)-~ = I 7) 
,,~+oo ,,~+oo 2 2 

Dalla I) si ha: 

l i m n I: l i m n" V' 2 re n e-n = I 
n~+oo II~+OO 

Dividendo membro a membro la 7) per la 8) si ottiene: 

1 

. (n)2 (n + I )-2 l z m 2 n -,- I --- re 
,,~+oo 2 2 

l i m n" e-n v' 2 re n = I 
.. ~+oo 

dalla quale, dopo facili semplificazioni, si ha : 

1 l 1 1 

lim nl: li m n" + 4 . 2 4 . re2 (2;; + 1)4 e-n I 
n~+oo ,,~+oo 

8) 

IO) 

Moltiplicando membro a membro la 8) e la IO) ed estraendo 
le radici quadrate dei due prodotti si ottiene: 

Il 111 Il 

tim nl: lim nn+-:J+a'23.e-nre223+3·2:!(2n + I)iJ-3'2~= I II) 
n~+oo ,,~+oo 

5) 



Eseguendo le stesse operazioni fra la IO) e la Il) SI ha: 

Il 111 Il 
n+----- -ti - --- -+--

l i m n I: l i l'n n 3 3'24 , e 7t 2 2 3 3'24 (2 ]t + I) 6 3'24 = 1 12) 
n~+oo n~+oo 

e ripetendo lo stesso procedimento un numero k di volte, SI ot
tiene, se k è pari: 

e se k è dispari : 

1 l l 1 1 1 
n+- +-- --~ 

l im n!: l i m n 3 3·Z
k +2

• e . 7t 2 
-+--

.23 3·zk+2.(2n+I)6 :J'Zk+2=I 

,,~+oo 

Per k tendente a + 00 si ha: 

OSSIa: 

l 1 l l 

lim n!: lim nn+"iJ e-
n

7t2 23 (2n + Ifil 
1l~+OO 

l 

lim nl: lim'nn e- n v'27tn (I +_1_)6 
n~+oo n~+oo 2 n, 

dalla quale SI ricava l'uguaglianza approssimata: 

1 

I 15) 

I 16) 

n! ~ nn e-n vz;;n (1 + 2
I
n) 6" 17) 

formula tanto più approssimata quanto più grande è n. 

§ 2. - Asintoticità della 17). 

L'errore relativo che si commette applicando la 17) per 
calcolare n I è: 

1 

e 1: n _ (I -l-- _1_)"6 
. 2n 

18) 



Col tendere di n a + 00 tale errore tende a zero, cioè la 17) 
tende asintoticamente a n/. 

§ 3. - Massimo valore dell' errore relativo 18). 

L'errore relativo 18), non può superare il valore assoluto 
dell' espressione: 

b 

e 12» 

1 

e 1~" 

1-

l 

l 

(r + -lnt 
I r+-

II n 

19) 

Infatti, poichè: e 12» è il massimo valore che può assumere 

e poichè è: 

I r I I 
= I + -- + -, -( --)9 + ... < I + -- + ( )2 + 

12 n 2. 12 n • 12 n 12 n 

I ... + ... <I+~, 

Il 

sostituendo nella 18) quest'ultimo valore al posto di e 12-;;- si ha 
l'espressione 19) che, per n costante, è il massimo valore che 
può assumere la 18). 

§ 4· - La formula 17) è approssimala per difetto. 

Basta dimostrare che il valore di essa è interno all'intervallo: 

20) 

Sappiamo già che tale valore approssimato è maggiore del
l'estremo inferiore dell'intervallo 20); dimostriamo ora che è 
minore di n/. 

In quest'ultima ipotesi dovrebbe essere: 

n! 
l 

n" e-n V 2 7t n (I + 2 In r 



(n + I)! 
> I 21) 

1 

(n + l)n+l e-n - 1 V 2 l' (n + I) (I + I )6 
2 (n + I) 

mentre nell'ipotesi contraria, tale rapporto dovrebbe essere < l. 

E facile mostrare che si verifica la 21); infatti dopo aver 
eseguito il rapporto e semplificato essa diventa: 

1 l 

(I + ~ r . (I + ~ rs 
. + . ( : : ~ ~ )6 

> I 22) 
e poichè dalle disuguaglianze: 

si deduce l'altra: 

I (I + ~ r 
---> --------~l----~----~l~ 

e 

(l++r-·(::t~-r 
sostituento nella 22) il secondo membro di quest'ultima in luogo 

di _1_ si ottiene: 
e 

1 1 

(r+~r'·(~:!~r(1~+~)" ~(,+ :)'">1 
(I + ~ r . ( : : ! ~ r 

disuguaglianza evidente che dimostra il sussistere della 22). 

§ 5. - Facciamo vedere sopra esempi numerici qualche aPPlica
zione della 17). 

Esattamente si ha: 
l 

Con la 17) si ha: 5 ! ~ 55 e- 5 V IO l' (I + ~_) 6 
IO 

errore assoluto: 
errore relativo: 

51 120,00 

0,°9 
0,0008 
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Con la formula di Stirling 

errore relativo: 
cioè 20 volte magglOre. 

Cosi, esattamente: 

Con la 17) 

IO! 

IO! 

118, IO 

0,0160 

3. 6 28.800 

3.628.100 
------_. 

errore assoluto: 
errore rela ti vo : 

Con la formula di Stirling: 

errore relativo: 
cioè 41 volte magglOre. 

IO! 

700 

0,0002 

Analogamente: 20! = 2.432.902XI012 

Con la 17): 20! = 2.432.800XI012 

errore assoluto: 102 X 1011l 

errore relativo: 0,000042 

Con la formula di Stirling: 

errore relativo: 
cioè 100 volte magglOre. 

20! 2.422 .786 X I0
12 

0,004100 

§ 6. - Applicazioni della 17) per il calcolo della probabilità di un 
dato scarto in n prove ripetute, in casi di asimmetria. 

N ei casi di asimmetria molto accentuata, cioè in cui p è molto 
diverso da q, p < q, cioè di eventi rari, per calcolare P, o proba
bilità di uno scarto l = v - np, si usa comunemente la formula 
di Poisson: 

(n P)"P+1 e-"P 

(np+l)! 
26) 

formula abbastanza semplice, benchè permanga in essa un fatto
riale, ma di applicabilità molto limitata, come ha dimostrato il 
Surico (I). 

(I) Confronta: L. A. Su R1CO, « Giornale dell'Istituto italiano degli 
attuari ». Anno II, N. 3. 
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Altra formula usata è la seguente presentata dal Castelnuovo 
nelle sue lezioni di Calcolo delle probabilità (1928-29) : 

Pz '" ' . el , 1- -2 n-q I (n p )np+l [ l l 
- V 2 7t q (n p + l) n p + l 27) 

la quale, rispetto ai tre parametri p, n, v, ha un campo di appli
cabilità molto più esteso della precedente e si può applicare con 
soddisfacenti risultati per ogni scarto: 

28) 

Tale formula, che rappresenta un notevole progresso sulla 
precedente per il calcolo di PI nel caso di eventi rari, in corrispon
denza agli scarti vicini ai massimi oltre i quali essa non è appli
cabile, dà valori che in certe questioni sono insufficientemente 
approssimati. 

Vedremo ora come si possa ottenere un ulteriore progresso 
con una nuova non complicata formula ottenuta applicando la 
17) e che permette il calcolo di Pz, anche nei casi suddetti, con 
approssimazione molto maggiore di quella che si otterrebbe 
applicando la 27). 

Sostituendo ai fattoriali che compaiono nella: 

n! 
P,=-------

(n p + l)! (n q -l) ! 

i valori approssimati dati dalla 17), si ottiene: 

la quale, dopo facili semplificazioni, e dopo aver posto: 

nq-l = n-v, 

diventa: 

1 1 
- n,-o "II 1J - " 

F '- (2 n + Il 6 
. n 3 p q _____ ,_ 3

1
) 

1- 6 1 l ('1 l ~ v+- n-vt-- 1)- ( I )-V 2 4 n'l v 3 (n - \/) :J ') + 2 6. n -v +2 6 
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Formula non soggetta ad alcuna restrizione sui valori di p, q, 
n, v e sempre applicabile tranne che quando v = O e v = n. 

§ 7. - Carattere asintotico della 31 ). 

La 31) tende al valore della formula esatta quando n tende 
a + 00. 

Infatti, poichè: 

l i m 
n~+oo 

n! 
------------c:--

l 
= I 

nn e-n V 2 1t n (I + 2
1
n)7i 

il rapporto tra la 29) e la 30) tende ad I quando n tende a + 00 

e quindi l'errore relativo che si commette applicando la 31) in 
luogo della 29) tende a zero. 

§ 8. - Confine superiore dell'errore relativo che si commette aPPli
cando la 31) per calcolare P'o 

Chiamiamo con r, rl, r2, rispettivamente gli errori relativi 
che si hanno calcolando i valori di n!, (n p + l)!, (n q-l)! con 
la formula approssimata 17) e poniamo: 

r e 12" 
e:= ----

I -r 

Il 

'I el2 (n p + I) 

el = -r---r-I- - -( r-+-2-(-n-~-+-l-))-( - r 

el2 (n q-I) 

----------1 

(I + 2 (n ;-l))~ 
Si potrà scrivere esattamente: 

n! = n" e-n V 2 1t n (I + 2 ~)i (I + e) 
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, (I ) t (n p + 1)1 = (n p + ltp+1 e-np
--

1 V 2 1t (n p + I) I + 2 (n p + l) 7, (I ~ et) 

, t 

(nQ-l)/=(nQ-l)nQ-le-nQ+IV21t(nq-I)(1 + I )6(1 +ez) 
2 (n q -l) 

Sostituendo nella 29) ai fattoriali che vi compaiono le espres
sioni date dai secondi membri delle tre ultime uguaglianze, essa 
si traduce nella uguaglianza pure esatta: 

p/ = I + e p/ 
(I + et) (I + e2) 

nella quale p/ è l'espressione approssimata di p/ data dal se
condo membro della 31). 

L'errore relativo da cui è affetta la 31) sarà: 

Sarà perciò : 

ossia: 

Ricordando che: 

li I 
e 12 (n p + /) < I + ---,----,---:---;:-

II (n p + l) 
,_b_ I 

e12 (nq-l) < I + --~ 
II (n q -l) 

Si avrà: 

I 

I + II (n p + I) 

(1+2(n;+I))~ 
-2 



Il massimo valore di -!l. si ha quando 'J = n p + l = I, 

n = 2, nel qual caso -!l. < 0,039. 

Per n = IO, 'J = 2 si ha: -!l. < 0,007 e poichè in pratica 
'conviene adoperare formule approssimate pel calcolo di Pl quando 
'J > 3 ed n:::: 40, ne consegue che l'errore relativo che si commette 
applicando la 31) invece della formula esatta è sempre < 0,01, 

minore, ClOe, di quello che si commette applicando la formula 
approssimata del Castelnuovo. 

§ 9. - Terminiamo con qualche applicazione pratica della 3 I). 

ESEMPIO l°. - Da un'urna contenente una palla bianca e 
quattro palle nere vengono eseguite n = 100 estrazioni, ripo
nendo ogni volta la palla estratta nell'urna. 

Qual'è la probabilità dello scarto + IO (30 palle bianche 
e 70 palle nere) ? 

Con la formula esatta si ha : 

P "-lU = 0,005189 66 

Con la formula del Castelnuovo: 

P +10 = 0,00500 con l'errore relativo = 0,038 

Ponendo nella 31) 

n = 100, P 

essa diventa: 

1 100 + ~ (I )30 ( 4 )70 201 6 .100 .l. -- • __ 

5 5 
Pl ~ ----;;-1;--_-==----30--'----c~;------,0--'-'-'---ò'-1 -----'-:-~"----'--------:~;-- = 0,0°5189 82 

V167t3 .30 3.7° .3.3°,5 6 .7°,5 6 

con un errore relativo di: 0,000031 cioè 1000 volte più piccolo 
del precedente. 

Un risultato tanto approssimato potrebbe solo ottenersi 
sviluppando p/ in serie di polinomi G del Jordan, ma con calcoli 
molto più lunghi e laboriosi di quelli richiesti dalla 31). 
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ESEMPIO 2°. - Facciamo ora un caso di asimmetria fortissima. 

Sia ad es. p = _1_; q = -.299 ; n = 100 e si domandi la· 
1000 rooo 

probabilità che l'evento di probabilità p, si presenti I volta 111 

100 prove ripetute (estrazioni). 
Esattamente si ha: 

Pl = 0,0900 

Con la formula del Castelnuovo: 

P l = 0,0974 con un errore relativo: 0,075 

Con la 31) si ottiene: 

P l = 0,°918 

con l'errore relativo: 0,013. 

ESEMPIO 3°. - Sia ora p = _1_, q = ~ , n = 32 e si chieda 
4 4 

la probabilità che l'evento di probabilità p si presenti 16 volte. 
Esattamente si ha: 

P+8 = 0,0014°3 

Con la 31) : P+8 = 0,0014°3 ; con la formula del 

Castelnuovo: P+8 = 0,001398 ; con la formula di 

Charlier: P+s = 0,00I4II ; con la formula asimmetrica 

di Laplace: P+s = 0,001448 ; con la formula di 
Poisson: P+s = 0,°°4500 

Dagli esempi addotti e dai confronti fatti si conclude: 
rO) Con la nuova formula si ottengono risultati molto più 

approssimati di quelli ottenuti con le altre formule approssimate 
più comunemente in uso. 

2°) L'applicazione della nuova formula approssimata non 
richiede calcoli più complicati di quelli richiesti dalla formula 
del Castelnuovo ° da altre formule o sviluppi in serie. 

3°) Quando è necessario calcolare P, con grande appros
simazione, la 31) è la formula più conveniente. 





G. DE MEO 

Sulle nascite dei primo~eniti in Italia 

1. 

§ I. - DIFFICOLTÀ PER LA MISURA DELLA FECONDITÀ IN GENERALE. 

:E noto che i comuni quozienti specifici di natalità x. =!!:! 
m. 

dove con n, si indicano i partoriti in un anno dalle mi coniugate in 
età i, rappresentano in maniera piuttosto grossolana la probabilità 
per una coniugata dell'età i di divenire madre entro l'anno. Difatti, 
come ha fatto rilevare il Gini (I), vi sono varie circostanze che ten
dono a far perdere molto valore a questi rapporti: 

I) Concepimenti antenuziali. - Le nascite che si producono 
nei primi mesi del matrimonio, rappresentano dei casi reali che non 
trovano adeguata corrispondenza nei casi possibili. Difatti, fra le 
coppie che hanno rapporti intimi prima del matrimonio, legaliz
zano subito la loro unione col matrimonio, con maggiore proba
bilità, quelle che hanno anche dato luogo ad un concepimento. 
La correzione consistente nell'eliminare i parti verificatisi entro 
i primi nove mesi del matrimonio sia dalle nascite sia dalle donne 
maritate, non produce l'effetto desiderato, in quanto, si eliminano 

(I) C. GINI, Sur la mesure de la jecondité des mal'iages. « Bulletin 
de l'Institut International de Statistique », Tome XXVII, La Hilye, 
1934; Sulle relazioni tra le oscillazioni mensili del numero dei matrimoni 
e quelle del numero delle nascite, « Metron », Vol. X, nn. 1-2; Su la 
determinazione dei quozienti di eliminazione e in particolare sui metodi 
delle durate esatte e delle durate medie nell'ipotesi di saggi istantanei 
di eliminazione costanti, « Metron 'I, Vol. XII, n. 3, 1935; Di un procedi
mento per la determinazione del numero medio di tigli per matrimonio, « Me
tron », VoI. X, nn. 1-2, 1932. 
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dal numeratore tutti i casi reali ma non si eliminano dal denomi
natore tutti i casi possibiIiftloè a dire le donne che hanno avuto 
rapporti prenuziali e che avrebbero potuto essere fecondate, ma 
non lo sono state. 

2) Impossibilità di avere figli entro i primi mesi del matri
monio. - Entro questo periodo, la donna non rappresenta un caso 
possibile, e questa circostanza tende ad aumentare il denomina
tore del rapporto, e perciò tende a dare una misura approssimata 
per difetto della fecondità. 

3) Impossibilità di concePire subito dopo un parto. - Du
rante vari mesi dopo un parto, per il ritardo nella ricomparsa delle 
mestruazioni che si accompagna spesso all'allattamento, la donna 
non rappresenta un caso possibile. Il denominatore della frazione 
risulta indebitamente accresciuto, e perciò indebitamente dimi
nuito il quoziente di fecondità. 

A questi inconvenienti dei comuni quozienti di fecondità, 
se ne potrebbero aggiungere altri : 

a) In particolare, come osserva il Savorgnan (Il, il numero 
delle coniugate è composto di due elementi eterogenei rispetto alla 
fertilità: vi sono donne che non hanno mai partorito e donne che 
hanno già partorito. Ora, la probabilità di maternità secondo le 
vecchie indagini del Korosi e di altri (2) è molto maggiore per le 
donne che non hanno mai partorito, sia perchè nei matrimoni 
con prole spesso si tende a limitare i concepimenti, e sia perchè 
la donna può già avere esaurito il suo potere genetico per i prece
denti concepimenti. Inoltre, poichè nel periodo di allattamento 
spesso manca la mestruazione, accade che la madre che allatta, 
è meno esposta ad un nuovo concepimento. La probabilità di ma
ternità per le coniugate dipende anche dall'epoca alla quale risale 
il loro matrimonio, e dal diverso numero di volte che hanno già 
partorito. Così una donna di 30 anni che sia sposata da tre anni, 
ed abbia partorito una volta sola, è molto più esposta all'evento 
della maternità di una sua coetanea sposata da IO anni e che abbia 
già dato alla luce 4 bambini. 

b) Un'altra causa che tende a fare apparire più forte del 
vero la diminuzione della capacità genetica nel corso dell'età, 
desunta dai suddetti quozienti specifici, è data dall'azione selet-

(I) F. SAVORGNAN, Corso di Demografia. Pisa, 1936, pago 121. 

(2) R. BENINI, PrinciPi di Demografia. Firenze, 1901, pago 64 e segg. 



tiva del matrimonio. Difatti, chi si unisce in matrimonio, si 
trova normalmente in condizioni di salute ottime ed è per lo più 
sicuro di poter convivere di fatto con la sposa. Quanto più si al
lontana la data del matrimonio, tanto più è probabile l'insorgere 
di cause sanitarie, sociali e morali che portano ad una convivenza 
inattiva o ad una separazione personale (,). 

Da quanto abbiamo detto, risulta evidente, che quando si 
vuoI paragonare la fecondità di un gruppo con quella di un altro 
gruppo - anche se si elimina la influenza della composlzlOfiL' 
per età - il confronto è sempre in notevole misura alterato dalle 
circostanze di cui sopra. 

§ 2. - LA FECONDITÀ DELLE PRIMIPARE. 

Date queste difficoltà che rendono difficili e forse praticamente 
impossibili confronti rigorosi, si spiega come da tempo gli stati
stici - e fra questi, fra i primi, il Gini (2) ed il Savorgnan (3) -

abbiano portato la loro attenzione sulle sole nascite dei primoge
niti. Lo studio della frequenza delle nascite dei primogeniti da 
un gruppo di matrimoni e la distribuzione di queste nascite nel 
tempo, è infatti di grande importanza, in quanto, i risultati che 
si ottengono - se pure danno un'idea soltanto parziale del feno
meno della fecondità di una popolazione - possono ritenersi in 
gran parte esenti dagli inconvenienti di cui si è fatto cenno. Difatti: 

I) Il gruppo delle donne studiate è uniforme per ciò che 
riguarda la probabilità di maternità derivante dal non aver mai 
partorito, salvo casi eccezionali. 

(l) L. Llvr, Lezioni di demografia. Padova, 1936, pago 56. 
(~) C. GIN!, Prime ricerche sulla fecondabilità della donr.a, in: « Atti 

del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Alti », Tomo LXXXIII, 
Parte II, pagg. 315 e segg.; Nuove ricerche sulla fecondabilità della donna. 
ivi, Tomo LXXXIV, Parte II, pagg. 269 c segg.; Le basi scientifiche della 
politica della popolazione. Catania, 1931 pagg. 180 e segg.; Nascita Evolu
zione e Morte delle Nazioni. Roma 1930, pagg. 58 e segg.; Sur la mesure 
de la fecondité des mariages, cito ; La fecondztà della donna in relazione al 
problema dell' eugenica, in « Economia ,), agosto-settembre 1927; Pro
blemi della popolazione, in: « Annali di statistica della R. università di 
Bari », 1928. 

(3) F. SAVORGNAN, Le statistiche delle nascite secondo l'ordine di 
generazione, Roma, 1933, XI; Nuzialità e fecondità delle case Sovrane 
d'Europa, « Metron '>, VoI. III, n. 2, 1923; La fecondità delle aristocrazie, 
« Metron ", Val. III, nn. 3-4, 1924 e Val. IV, nn. 3-4, 1925. 
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2) Il gruppo è anche abbastanza uniforme sotto l'aspetto 
delle condizioni fisiche che possono favorire la maternità, perchè 
nei primi tempi del matrimonio, quando cioè si verificano la mag
gioranza delle nascite dei primogeniti, è ancora notevole l'effetto 
della selezione che si opera col matrimonio. 

3) Poichè il desiderio di limitare o ritardare le nascite si 
inizia in generale dopo la nascita del primogenito, le eventuali 
variazioni nel tempo e nello spazio delle distribuzioni dei primQ
geniti, possono, in notevole misura, riconnettersi a fattori di in
dole biologica. E vero che le dette variazioni possono attribuirsi 
anche al fatto che in alcuni gruppi di popolazione possono esistere 
molte coppie che ritardano la nascita del primogenito per conti
nuare a godere in libertà la vita matrimoniale, ma non è ragio
nevole supporre che tali coppie desiderino rimandare quella na
scita oltre il 20 o 3° anno di matrimonio come risulta da alcune 
ricerche del Gini (I) e come mostreranno le nostre elaborazioni 
(cfr. § 9). D'altra parte, si può osserVare che, anche ammessa l'esi
stenza di queste coppie che intendono ritardare la prima nascita, 
non si può ragionevolmente ammettere che la loro percentuale 
sia molto elevata, specie in Italia, paese di media natalità. Nè si 
deve dimenticare che, poichè per le nuove spose la facilità al con
cepimento sarebbe notevolmente maggiòre di quella relativa alle 
coetanee che già hanno dato luogo a figliolanza (2), si deve am-

(I) Cfr. nota 2 a pago SI. 
(2) Il GI"I (C. GI!,;I, NUMe ricerche, ecc. cit., pago 288) esamina sin

golarmente le varie cause che tendono a far risultare differente la jeconda
bilità (cioè la probabilità di concepimento in un periodo mestruale all'in
fuori di ogni limitazione volontaria della prole) delle donne maritate in 
etù riproduttiva dalla fer:ondabilità relativa alle donne in età riprodut
tiva che nOll hanllo ancora avuto figli. Queste circostanze sono: 

a) vizi di conformazione che talvolta possono venire corretti con 
successivi interventi ostetrici; 

b) stenosi dei canali genitali che scompare dopo il primo parto; 
c) strascichi delle gravidanze che spesso riducono o annullano la 

fecondabilità della donna; 
d) esaurimento della facoltà riproduttiva della donna per successive 

gravidanze; 
e) diminuita frequenza dei contatti sessuali per le donne che hanno 

avuto già figli, per le frequenti assenze del marito, per l'attenuarsi degli 
stimoli sessuali, per l'aumentata età, per l'intiepidirsi dell'affetto, ecc. 

Le circostanze a) e i) tendono ad elevare la fecondabilità delle donne 
che hanno già avuto figli; le circostanze c), d), e) tendono ad abbassarla 
cd hanno la prevalenza sulle prime. 



mettere che le pratiche contracettive messe in atto dalle nuove 
coppie, riescano nel loro scopo in un numero di casi inferiore a 

. quello certo non elevato (l) che si riscontra per le spose in generale. 

II. 

Quando si disponga di una distribuzione di primogeniti in 
funzione dell'intervallo di tempo trascorso fra il matrimonio e 
la nascita, si può studiare la distribuzione stessa con vari metodi 
che esamineremo brevemente prima di illustrare i risultati delle 
nostre elaborazioni. 

§ 3. - L'INTERVALLO PROTOGENESICO. 

Fin dal 1917 il Knibbs 2) aveva richiamato l'attenzione degli 
studiosi sull'intervallo medio fra il matrimonio e la prima nascita, 
avendo escluso le nascite registrate prima dei 9 mesi dal matri
monio. Questo intervallo medio fu detto dallo stesso Knibbs, 
intervallo protogenesico, e fu considerato dallo stesso A. come uno 
dei migliori indici misuratori dell'elemento fisiologico della fecon
dità della donna. 

Ora, questo indice, come nota il Gini (3), si presta bene a mi
surare la fecondità fisiologica della donna solo in alcuni casi, 
mentre in altri, esso porta a conclusioni contrastanti. Così accade, 
ad esempio, quando si vuole desumere dall'intervallo protogenesico 
la fecondità della primipara in funzione dell'età al matrimonio. 
Poichè infatti, in generale l'Ip tende a diminuire, dopo una certa 
età, con l'aumento dell'età al matrimonio, vi sarebbe da conclu
dere che aumentando l'età al matrimonio vada aumentando anche 
la facilità al concepimento, cosa che è evidentemente assurda. 
Ma il risultato si spiega considerando che fra le donne che si spo-

(I) Il GI~1 (Nascita eZ'otuzione e morte detle Nazioni, cito pago 58) os
serva, in base ai risultati di alcune statistiche americane, che le pratiche 
contracettive nella popolazione generale non raggiungon() il loro effetto 
in circa. 213 dei casi. 

(2) K!'HBBS, The mathematical Theory of Population, Melbourne, 1917, 

pagg. 268-272. 
(3) C. GINI, Sur lamesure de h~ jecondité des marz'ages, cito pago 41, 



sano in età avanzata, per la prossimità dell'età della menopausa, 
alcune soltanto - le più feconde - riescono a concepire nel breve 
tempo disponibile, mentre tutte le altre escono dall'osservazione 
dopo la scomparsa delle mestruazioni (I). 

Studiando l'intervallo protogenesico in funzione dell'età al 
parto si perviene anche a risultati che non possono assumersi come 
del tutto significativi. Difatti, come fu rilevato dallo Knibbs (2) 

c come risulta dalle nostre elaborazioni, l'intervallo protogene
sico è regolarmente crescente col crescere dell'età della madre 
al parto. Ora, ciò si verifica, almeno in parte, perchè, a parità di 
condiziuni, più l'intervallo è lungo, e maggiore risulta l'età della 
madre. 

Malgrado questi inconvenienti, non vi è dubbio che in alcuni 
casi si possa con venien temen te usare l'I P per a vere una misura 
della fecondabilità delle primipare. Così accade, ad esempio per 
le spose classificate in funzione del mese di matrimonio, perchè 
si può ammettere che da un mese all'altro, non vari l'influenza 
dei fattori perturbanti [3). Così ancora, quando si possa ammettere 
che in due differenti gruppi di popolazione l'età media alla meno
pausa non sia apprezzabilmente differente, si può desumere dal
l'intervallo protogenesico una conveniente misura della fecondità 
delle primipare in quei due gruppi. 

L'uso dell'intervallo protogenesico come misura della fecon
dità delle primipare può essere esteso, con alcuni accorgimenti, 
anche all'esame della fecondità delle primipare in funzione dell'età 
al matrimonio. Se, difatti, si considerano soltanto le donne che 
al matrimonio avevano un'età compresa fra i 15 e i 34 anni, e si 
effettua il calcolo dell'Ip utilizzando solo le nascite di primogeniti 
verificatesi al di sotto dei IO anni dal matrimonio (che rappresen
tano poi la grandissima maggioranza delle nascite di primogeniti), 
allora i risultati ottenuti per k varie età, sono abbastanza bene 
paragonabili fra loro. Difatti, tanto le donne sposate a 15 anni, 
quanto queI1e sposate a 34 anni, hanno lo stesso periodo fecondo 
innanzi ad esse (IO anni) per procreare il primogenito. E vero che 

(I) KNIBBS, op. cito pago 272, spiegò l'apparente incongruenza dei 
risultati. Egli dice infatti: « It is evident that it must necessarly have a 
small value at the end of the child-bearing period ». 

(2) KNIBBS, op. cit., pago 210. 
(J) C. GINI, Stlr la mesure, ecc. cit., pago 42. 



fra le donne sposate a 34 anni, rispetto a quelle sposate a 15, è 
più frequente la scomparsa delle mestruazioni entro i IO anni' 
successivi, ma ciò deve considerarsi comunque un fatto anormale; 
e d'altra parte, un'elevata frequenza di menopause precoci fra le 
donne sposatesi in età avanzata, può, in un certo senso, consi
derarsi anche un'indice della loro bassa feconda bilità. 

Se si suppone che la fine del periodo fecondo possa fiss:lrsi a 
49 anni, in luogo di considerare soltanto le donne di età com
presa fra 15 e 34 anni, si possono considerare le donne di età 
compresa fra 15 e 39 :Jnni (39 + IO = 49). In tal caso, gli inter
valli medi per le varie età, sono tanto meglio p:tr3gonabili fra 
loro, per quanto più è attendibile la detta ipotesi. 

§ 4. - LA FECONDABILITÀ. 

Nel 1924 il Gini (I) introdusse il concetto di fecondabilità. 
Dicesi « fecondabilità della donna la probabilità che, in regime 
matrimoniale, all'infuori di ogni pratica contracettiva e di ogni 
astensione dai contatti sessuali diretta a limitare la procreazione, 
la donna venga fecondata durante un periodo mestruale» (21. 

Siano n spose fecondabili aventi tutte la stessa fecondabilità; 
se p' è la fecondabilità in un dato periodo mestruale, e p" la fe 
condabilità nel periodo successivo 2 di quelle spose del gruppo che 
non sono restate fecondate nel periodo I, avremo: 

n = numero iniziale delle donne fecondabili; 

I - p' = probabilità per una sposa di non esser fecondata 
nel periodo r ; 

n (I - P') = numero delle donne non fecondate nel pe
riodo r esposte ad essere fecondate nel periodo 2 ; 

tt (I - P') P" = numero di donne fecondate nel periodo 2; 

n P' = numero di donne fecondate nel periodo Io 

Il rapporto fra il numero delle donne fecondate nel periodo 2 

al numero delle donne fecondate nel periodo I, sarà: 

tt (I - P') P" 
n P' 

(I -- P') P" 

(1) C. GINI, Prime ricerche, ecc., cit.; Nuove ricerche, ecc., cito 
(2) C. GIN!, Nuove ncerche, ecc., cit., pago 272. 

[rJ 
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Qualora si possa ammettere che la fecondabilità delle donne 
fecondabili in un periodo, non sia sensibilmente diversa da quella 
delle donne fecondabili nel periodo successivo, supponendo cioè 
1>' = P", la [IJ diviene: 

I-P'· [2] 

Ciò significa che il rapporto del numero delle spose fecondate 
nel periodo 2 al numero delle spose fecondate nel periodo I, am
messo che il numero delle osservazioni sia sufficientemente grande, 
fornisce il complemento all'unità della misura della fecondabilità 
delle spose fecondabili nel periodo I (I). 

Il fatto che vi sia un certo numero r di spose del gruppo che si 
astengono dai contatti sessuali o si danno a pratiche contracet
tive, non avrà alcuna influenza sul valore del rapporto I purchè 
tale numero sia stato uguale nei due periodi e le pratiche messe 
in uso, abbiano in ogni caso impedito la fecondazione. In tal caso, 
infatti, al posto di n al numeratore e al denominatore, andrebbe 
sostituito n - r, ma il valore del rapporto, rimarrebbe inalterato. 

Non è praticamente possibile conoscere il numero delle spose 
fecondate nei periodi I e 2, ma se si ammette che per i due periodi 
successivi risulti eguale la frequenza: 

a) delle interruzioni di gravidanza nel primissimi tempi 
(aborti ovulari) ; 

b) degli aborti e dei nati morti; 
c) dei parti prematuri (7-8 mesi) o tardivi (IO mesi) ; 
d) dei nati vivi a termine; 

il valore: 

_ Nati vivi tra 9 mesi + 27 giorni e 9 mesi + 54 giorni _ p 
I N ati vivi tra 9 mesi e 9 mesi + 27 giorni -

darà la misura della fecondabilità nel periodo I. In pratica, poichè 
le statistiche non danno il numero dei nati nei vari periodi me
struali, il valore suddetto viene calcolato rapportando le nascite 
registrate fra il 10° e l'uo mese alle nascite fra il 9° e il 10° mese 
dal matrimonio. Si ottiene così un valore approssimato per ec
cesso, che andrebbe diminuito del 10% per tener conto appros
simativamente della differenza fra il mese dì calendario ed il 
periodo mestruale. 

(I) C. GINI, Nuove ricerche, ecc., cit., pago 282. 
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Il calcolo della fecondabilità implica varie ipotesi (I) le quali 
però o possono ammettersi senz'altro, o (fatta eccezione per la de-. 
terminazione della fecondabilità del l° mese) non sembrano poter 
esercitare una influenza sensibile sui risultati. Fra tali ipotesi, 
una delle principali è la seguente: che le donne maritate feconda
bili in un certo mese, abbiano la stessa fecondabilità di quelle 
fecondabili nel mese seguente. Ora, come è ovvio, questa ipotesi 
può essere lecita, qualunque sia l'età al matrimonio, quando ci 
si limita a considerare i due o tre primi mesi del matrimonio (2). 

(I) Riportiamo qui appresso dal GIN! (Nuove ricerche, ecc., cit., 
pagg. 284-286) le ipotesi, oltre quella di un sufficiente numero di osserva
zioni, su cui si fonda il calcolo della fecondabilità: 

a) sia trascurabile il movimento naturale e sociale nel gruppo delle 
spose considerate; 

h) la fecondabilità in un periodo non sia sensibilmente diversa da 
quella del periodo successivo; 

c) che il numero delle spose, che si astengono dai contatti sessuali o 
si danno a pratiche contracettive, sia lo stesso nei due periodi; 

d) che queste pratiche dirette ad impedire la fecondazione, raggiun
gano sempre il loro effetto; 

e) che la frequenza delle spose che si danno a pratiche dirette ad 
evitare la fecondazione sia la stessa per i vari gruppi di spose aventi diversa 
fecondabilità; 

I) che la frequenza delle interruzioni di gra vidanza nei primissimi 
tempi (aborti ovulari) e degli aborti e nati morti, sia la stessa per i concepi
menti dei due periodi; 

g) che la frequenza delle gestazioni di durata inferiore e di quelle 
di durata superiore ai 9 mesi, sia la stessa pei concepiti nei 2 periodi; 

h) che i nati vivi a termine rappresentino la stessa percentuale tra 
i nati vivi dei successivi periodi, a partire da nove mesi dal matrimonio. 

Le ipotesi a), b), c), j), g), h), possono senz'altro essere ammesse. Vi è 
solo da notare a questo rigu ardo che la frequente condizione di verginità. 
al matrimonio, fa sì che non si verifichi l'ipotesi b) per il l0 e 2° periodo 
mestruale dal matrimonio; ed analogamente che l'ipotesi /) non sembra 
valida per gli stessi periodi a causa dei viaggi di nozze che tenderebbero ad 
aumentare la frequenza degli aborti ovulari. Le ipotesi d) ed c), invece. non 
rispondono al vero: ma la loro influenza deve essere piuttosto limitata, 
perchè, nella maggioranza ·delle popolazioni, secondo il Gini, le pratiche di
rette ad evitare la fecondazione, sono raramente impiegate dalle spose che 
non hanno ancora avuto figli. 

(2) Sta qui il principale vantaggio della determinazione della fecon
dabilità su quella dell' I p per la quale non si potrebbe adottare siffatta 
ipotesi, ed in generale non si può trascurare la circostanza che la fine del 
periodo riproduttivo è più vicina per le ùonne maritate ad un'età più avan
zata. (Cfr. C. GINI, Sur la rncsurc, ecc. cit., pago 41-42). 
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Una volta ottenuti i valori di p per le varie distanze dal 
matrimonio, è evidente che si può calcolare la fecondabilità media 
del gruppo studiato, facendo la media dei p, ponderata in base al 
rispettivo numero di nascite verificatesi ai vari intervalli (I). 

Per la determinazione della fecondabiIità p occorre tener 
presenti particolari accorgimenti quando le statisticne dei nati, 
anzichè fornire i dati mese per mese, dànno il numero dei nati 
in periudi successivi più lunghi di un mese. 

Nel caso che i successivi periodi abbiano tutti la stessa du
rata di n mesi, la formula che determina il valore di p, è: 

dove N l è il numero dei nati in un certo periodo di n mesi e N z 
il numero dei nati npl periodo successivo. 

Se i due periodi hanno durata diversa di m mesi il primo 
e di n mesi il secondo, n = mt essendo un multiplo di 'In, il valore 
di p sarà dato dalla formula: 

__ :'!~ = (T -- n)tn -L il ~~ n)~'" +- +- (I __ p)tm [-+] .\r m - I I \ I ••• 

dove N", sono i nati nel primo periodo ed Nn i nati nel secondo (.). 
Tali formule, come avverte il Gini (3), conducono a risultati ap
prossimati, ma pur sufficienti a dare un'idea del fenomeno. 

§ 5. - DISTRIBUZIONI PERCENTUALI. 

La determinazione dell'intervallo protogenesico, può essere 
in certi casi vantaggiosamente sostituita o integrata dall'esame 
della distribuzione percentuale delle prime nascite in funzione 
dell'intervallo di tempo trascorso dal matrimonio. In tal modo. 
l'esame dettagliato delle varie distribuzioni, può permettere di 
scorgere dE'Ile particolarità che, al contrario, sfuggirebbero in base 
alla sola comparazione delle medie. 

§ 6. -'-- CONCEPIMENTI NEI PRIMI TRE MESI DEL MATRIMONIO. 

In alcuni casi, come ha proposto il Gini (4), risulta con veniente 
ricorrere a questa misura del potere riproduttivo che è costituita 

(I) C. GINI, Prime ricerche, ecc., cit., pago 334. 
(2) C. GINI, Prime riçerche, ecc., cit., pagg. 327-329. 
(3) C. GINI, op. Ioc. cito 
(.~) Cfr. : C. GIXI, La fecondità della donna in relazione al problema della 



dal rapporto fra le nascite registrate fra il 9° ed il 12° mese dal 
matrimonio e il numero delle donne maritate che non hanno parto-o 
rito nei primi nove mesi del matrimonio. Questo rapporto è ap
prossimativamente uguale al rapporto delle donne che hanno con
cepito nei primi tre mesi del matrimonio alle donne disponibili 
per la prolificazione. 

Questa misura del potere riproduttivo che considera anche le 
donne sterili, non presenta l'inconveniente dell' I p quando si 
paragonano gruppi di donne di differenti età al matrimonio, ed 
inoltre presenta il vantaggio di potersi basare su un numero 
meno ristretto di nascite e di potere utilizzare le statistiche che 
forniscono distribuzioni dei primogeniti secondo la durata dal 
matrimonio in trimestri e non per mesi. 

§ 7. - LA CONCENTRAZIONE NEL TEMPO DELLE NASCITE DEI 

PRIMOGENITI. 

Le distribuzioni dei primogeniti classificati in funzione del
l'intervallo di tempo tra il matrimonio e la nascita, possono, a 
nostro avviso, essere studiate anche sotto un altro aspetto. Si può 
infatti misurare il grado di diluizione - per cosÌ dire - delle 
nascite dei primogeniti nel corso del matrimonio, calcolando la 
çoncentrazione delle nascite stesse nel tempo, con modalità del tutto 
analoghe a quelle usate per la misura della concentrazione dei 
caratteri (I). 

popolazione, cit.; Problemi della popolazione, cit.; NascÙa Evoluzione e 
Morte delle Nazioni, cit., pagg. 56 e segg. ; Le basi scientifiche della politica 
della popolazione, cit., pago 179. 

(I) Cfr. C. GINI, Variabilità e muta,bilità. Cuppini, Bologna, I9IZ; 

Sulla misura della concentrazione e della variabilità dei caratteri, in: «Atti 
del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti », 1913-14, T. LXXIII, 
p. II (si veda, di queste due memorie, anche la 2' edizione ampliata, in : 
Memorie di M etodologia Statistica, Val. I, Variabilità e concentrazione, 
GiufIrè, Milano, 1939); A. NICEFORO, lllVIetodo Statistico, Nuova ediz., Mes
sina, pagg. 267-270; L. AMOROSO, Ricerche intorno alle curve dei redditi, in 
« Annali di Matematica pura ed applicata,}, Serie IV, val. II, 1925; G. PIETRA, 
Delle relazioni tra gl'z'ndicz' di variabilità, nota I e II, in «Atti R. Istituto Ve
neto S. L. A. », 1914-15, Tomo LXXIV, p. II; Sulla teoria della varia
bilità nelle serie statistiche, «Rivista Italiana di Sociologia ", maggio-agosto 
1915; Nuovi contributi alla metodologia degli indici di van'abilità e di concentra
zione, in «Atti del R. Istituto Veneto S. L. A. ~, 1931-32, Tomo XCI, p. II ; 



Siano N unità temporali successive TI, TIl, ... TN (per esem
pio, i successivi giorni di un mese, i successivi mesi di calendario 
da una certa data in poi, ecc.), in ciascuna delle quali può verifi
carsi un certo evento E con la rispettiva frequenza (assoluta) 
iI, III, ... IN. 

Ordiniamo le N unità temporali secondo l'intensità delle 
rispettive frequenze, facendo cioè in modo che ciascuna frequenza 
sia inferiore o uguale alla successiva. 

Le stesse unità risulteranno perciò nel nuovo ordine: 
TI, T2, T3 T n (n = N), 

In corrispondenza alle rispettive frequenze: 
Il:<::: 12.s: 13 < ... :<::: In. 

Ponendo k I, 2, 3, ... i ... n, si avrà evidentemente: 

l < __ o 

- n ' [5J 

ossia, il rapporto fra la somma delle frequenze dal posto I al posto 
i-esimo e il totale delle frequenze, è sempre inferiore o al massimo 
uguale al rapporto fra il numero d'ordine del posto considerato 
e il totale delle unità temporali. Per conseguenza, se, nella usuale 
rappresentazione grafica della curva di concentrazione (I), si pone: 

F. SA VORGN AN, Intorno all' approssimazione di alcuni indici della distribuzione 
dei redditi, in.: « Atti del R. Istituto Veneto di S. L. A. », 1914-15, Tomo 
LXXIV, p. II; L. GALVANI, Contributi alla determinazione degli ind'ici 
di variabz'littl per alcuni tiPi di distribuzioni, «Metron », 1931; C. GINI, 
Intorno alle curve di concentrazione, XXme Session de l'Institut International 
de Statistique, Madrid, 1931; L. V. BORTKIEWICZ, Die Disparitiitsmasse 
der Einko mmens Statislz"k. XIXme Session de l' Institut International de 
Statistique. Tokio, 1930. Quest'ultima monografia ravvivò alcune pole
miche e discus~ioni intorno alle teorie degli indici di variabilità e con
centrazione sorte dopo che il GINI, da oltre venticinque anni, aveva pro
posta la differenza media come misura della variabilità dei caratteri. 
In detto lavoro, apparivano dati a titolo di novità molti fra i piil note
voli risultati che invece erano stati ottenuti per la prima volta dal GINI, 
dal PIETRA e riaI SAVORGNAN. Le debite rettifiche furono inserite nel: 
« Bulletin de l'Institut International de Statistique ,). Tome XXV, Rap
ports et comunications presentés à XIXme Sessioll, Tokio, 1930. 

(I) Cfr. nota I a pagina precedente. 



p (ascisse) = frazione del numero delle unità temporali 
sul totale N (= n) nelle quali l'ammontare del carattere (fre-. 

quenze) non supera un certo limite, ossia i valori _1_ della [5] ; 
n 

q (ordinate) = frazione dell'ammontare toble dei carat
tere (frequenze) che compete a quelle unità temporali, ossia i 
valori 

k=l 

della [5], si ottiene evidentemente la curva di concentrazione del 
fenomeno nel tempo, la quale permette di calcolare il rapporto 
di concentrazione con uno dei procedimenti usuali. 

Nell' Appendice, alla quale rimandiamo senz'altro per mag
giori dettagli, illustriamo in modo più completo questo concetto 
di concentrazione nel tempo di un fenomeno. Qui avvertiamo in
tanto che, nel caso particolare di distribuzioni monotone decrescenti, 
quali sono appunto le distribuzioni di frequenze dei primogeniti 
in funzione della distanza dal matrimonio, la suddetta curva di 
concentrazione coincide con la curVa di graduazione del carattere 
(distanza da 9 mesi dopo il matrimonio alla nascita) ; ed il rapporto 
di concentrazione !?-* che può calcolarsi in base alla curva stessa, 
risulta una combinazione lineare dell'Ip (cfr. Appendice). 

o Là. formola da noi adottata per il calcolo del rapporto di 
concentrazione nel tempo delle nascite dei primogeniti, è la 
seguente (cfr. Appendice, n. 7): 

nella quale: 

n 

R* = I - :E Iti + t, +1) (ni + 1- 1Zi) 
;=0 

[6] 

ni = percentuale delle nascite verificatesi fino alla fine 
dell'i-esimo mese; 

ti = percentuale del tempo trascorso dalla 9a ricorrenza 
mensile dai matrimonio fino alla fine dell'i-esimo mese, rispetto 
all'intervallo massimo considerato. 

Alla nota (3) a pago 94 diamo un esempio concreto del modo 
di impostare il calcolo di R* per una delle nostre distribuzioni. 
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III. 

§ 8. - IL MATERIALE UTILIZZATO. 

Esaminati schematicamente i vari metodi che possono usarsi 
per lo studio delle distribuzioni dei primogeniti in funzione della 
durata del matrimonio, veniamo ad esaminare i risultati delle 
nostre elaborazioni. Il materiale da noi utilizzato, è per la quasi 
totalità, inedito, e ci è stato, su nostra richiesta, cortesemente for
nito dall'Istituto Centrale di Statistica. Questo materiale ha per
messo di condurre l'analisi in varie direzioni, come ad es: in
fluenza dell'età al parto o al matrimonio sulle distribuzioni di 
primogeniti nei singoli Compartimenti ed in quelli a forte, media 
o debole natalità; ma purtroppo, moltissime altre analisi non 
hanno potuto essere espletate perchè i dati disponibili non risul
tavano rispondenti allo scopo: cosi ad esempio, sarebbe stato di 
grande interesse, ma non è stato possibile, analizzare le distribu
zioni di primogeniti nelle varie categorie sociali degli sposi, nei 
grandi centri e negli altri comuni, ecc. 

Le distribuzioni su cui si basano le nostre elaborazioni, non 
si riferiscono propriamente ai primogeniti nati in periodi succes
sivi da uno stesso gruppo di matrimoni, ma sibbene ai nati in un 
certo p('riodo da matrimoni contratti in periodi anteriori diver
samente remoti. L'effetto di questa circostanza sarebbe certa
mente trascurabile se le schiere delle donne sposatesi nei mesi 
successivi, fossero della stessa entità numerica e presentassero la 
stessa fecondabilità; ed inoltre se le donne sposate immigrate 
ed emigrate dal gruppo fossero anche egualmente numerose ed 
egualmente feconde. Tuttavia, il dubbio che siffatta circostanza 
possa esercitare una notevole influenza perturbatrice sui risultati 
delle elaborazioni, si può dire escluso dopo le ricerche eseguite 
dal Gini sui primogeniti nati in periodi successivi dagli stessi gruppi 
di matrimoni: infatti, i risultati ottenuti in base a queste distri
buzioni, praticamente coincidono con quellì ottenuti in base alle 
distribuzioni dei primogeniti nati in un certo periodo da matri
moni diversamente remoti (I). 

Le nostre elaborazioni si riferiscono in parte al I930, primo 
anno nel quale venne eseguita in Italia la pubblicazione dei dati 

(I) C. Gnu, Nuove ricerche, ecc., cito pagg. 289 e 3°7. 
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relativi alle nascite dei primogeniti in funzione della distanza dal 
matrimonio, ed in parte al I936, ultimo anno per il quale eranp 
disponibili i dati stessi nel momento in cui eseguivamo i primi 
calcoli di questo lavoro. 

Della maggioranza delle distribuzioni di primogeniti studiate, 
abbiamo calcolato l'intervallo protogenesico, la fecondabilità per 
le varie durate del matrimonio, la fecondabilità media ed il rap
porto di concentrazione nel tempo, che indicheremo in seguito 
per brevità, rispettivamente IP, F, R*, e che possono assumersi 
come indici segnaletici delle distribuzioni medesime. 

§ 9. - LE DISTRIBUZIONI DI PRIMOGENITI NEI COMPARTIMENT 

D'ITALIA. 

Nella Tabella I riportiamo le percentuali dei primogeniti 
nati nel I936 nei singoli Compartimenti, ai vari intervalli dal 
matrimonio, avendo escluse le nascite avvenute nei primi 9 mesi 
del matrimonio (concepimenti antenuziali). 

TABELLA I. 

Distribuzioni percentuali delle nascite dei primogeniti registrate nei 
Compartimenti d'Italia nel I936 zn funzione della durata det 
matrimonio. 

==================T==============-==-~~~~~~-========--=--=-=-=-==--~~ 

COMPARTDIENTl 

I. Piemontt: 
2. Liguria 
3. Lombardia. . . 
4. Venezia Trident. 
5. Veneto 
6. Venezia Giulia 
7. Emilia. 
8. Toscana 
9. Marche 

IO. Umbria 
I I. Lazio 
12. Abruzzi 
~3. Campania 
14. Puglie 
15. Lucania 
16. Calabria. 
17. Sicilia . 
18. Sardegna 

DURATA DEL MATRIMONIO 

9- I2 
mesi I 

1-2 I 
anni , 

22,8 
3°,9 
32 ,1 

43,4 
46 ,7 
38 ,4 
35,0

1 

37'81 45,5 
37,1 
4503 
4°,2 
44,4 
44,8 
43,9 
45,0 
38 ,5 
47,8 

4°,2 
4°,6 
41 ,7 
39,1 
38 ,9 
4°,5 
42 ,8 
4°,9 
4°,1 
43,8 
39,1 
41 ,5 
4°,2 
38 03 
4°,8 
39,2 
42 ,7 
39,2 

I 
2-3. I 
anm I 

15.3 
1 3,2 
12,4 

8'71' 7,7 
9,4 

II,5 
10,7 
7,8 

10,7 
7,7 
9,9 
8,4 
9,0 
9,1 
8,5 
9,6 
7,1 

7,8 
5,8 
5,1 
3,7 
2,7 
4,5 
4,5 
4.3 
2,6 
3,2 
3,0 
3,7 
2,7 
3.3 
303 
3,0 
3,7 
2,1 

7,6 
5,4 
4,9 
3,0 
2,0 
3,9 
3,3 
3,1 
2,1 
2,7 
2,4 
2,5 
2 03 
2,3 
1,4 
2,1 
2,9 
1,9 

1,6 100,00 
0,9 100,00 
l,O 100,00 
0,7 100,00 
0,6 100,00 
0,9 100,00 
0,8 100,00 
0,9 100,00 
0,6 100,00 
0,8 100,00 
0,9 100,00 
0,5 100,00 
0,8 100,00 
0,9 100,00 
0,3 100,00 
0,8 100,00 
0,9 100,00 
0,8 100,00 
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Come si vede, queste distribuzioni sono molto diverse fra 
loro: per citare un solo esempio, mentre neI Piemonte il 22.8 % 
dei primogeniti nasce nel l° anno di matrimonio, in Sardegna, 
questa percentuale è più che doppia, raggiungendo il 47,8 %. 
È evidente poi che i Compartimenti che hanno basse percentuali 
di primogeniti nati a poca distanza dal matrimonio, presentano 
anche le più elevate percentuali di nascite a molta distanza dal 
matrimonio, i due fatti. essendo conseguenza uno dell'altro. 

Esaminiamo ora Compartimento per Compartimento gli in
dici segnaletici di queste distribuzioni. Nella Tabella II riportiamo 
per il 1930 e per il 1936 il valore dell'intervallo protogenesico Ip (I), 

della fccondabilità media F (2) e del Rapporto di concentrazione 
nel tempo delle nascite dei primogeniti R* (3). 

Per il calcolo dei valori Ip, F, R* per le singole classi d'età, si 
sono considerate, qui come nei successivi paragrafi, solo le nascite 
avvenute al di sotto dei IO anni, e ciò, sia perchè, per semplicità, 

(1) Per il c<J,lcolo dell' intervallo protogenesico alle varie classi di in-
tervallo fra matrimonio e nascita, è stato attribuito il valore centrale della 
classe stessa. Precisamente, 

alla classe 9- 10 mesi si è attribuito il valore di mesi 9,5 
') 10-1 l 10,5 
,) ,) l l - l 2 ,) II,5 

1-2 anni ,) l) 18 

2-3 ,) l) 3° 
» 3-.J. l) 4 2 

4-5 l) 54 
5-9 ,) 84 

10- 14 l) 144 
~ 15- 1<) 20,!-

l) 20 ed oltre l) 25 2 

Il procedimento adottato non è affatto rigoroso, in quanto ad es. le 
nascite avvenute fra il l0 ed il 20 anno di matrimonio non si distribuiscono 
certo uniformemente nel corso dell'anno ma si addensano di preferenza 
verso i primi mesi dell'anno. Pertanto, il considerare i valori centrali di 
ogni classe, porta a valutare per eccesso l'intervallo protogenesico: è evi
dente tuttavia che questo errore sistematico che si commette, non dovrebbe 
avere influenza nei confronti fra i vari compartimenti o fra i vari gruppi 
di donne studiati. 

(2) Per il modo di calcolo della fecondabilità media, cfr. C. GINI, Prime 
ricerche, ecc., cit .• pago 334. 

(3) Illustriamo con un esempio concreto il modo di calcolo del Rap
porto di concentrazione nel tempo delle nascite di primogeniti. Nella se-
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si. può trascurare la piccolissima frazione di nati al di sopra dei 
IO anni, e sia perchè, come abbiamo accennato (§ 3), con tale. 
accorgimento si rendono abbastanza bene paragonabili per l~ 
meno gli intervalli protogenesici relativi alle donne dai 15 ai 34 anni 
in quanto, sia lè donne di 15, sia quelle di 34, hanno lo stesso pe
riodo fecondo (IO anni) dinanzi ad esse per procreare il primogenito. 

Esaminando la Tabella II si può osservare quanto appresso: 
I) L'intervallo protogenesico Ip è molto diverso nei vari 

Compartimenti. Il Grafico I nel quale i Compartimenti si susse
guono in ordine decrescente di intervallo per l'anno 1930, mette 
ancor meglio in evidenza l'andamento del fenomeno nei due anni 
considerati. Si può notare infatti: 

guente Tabella A riportiamo le na~cite di primogeniti avvenute in Piemon
te nell'anno 1936: 

TABELLA A 

~rESI TRASCORSI FRA DISTRIBUZIONE EFFETTIVA Il ~'-::~~ ~Q~l~~TR~~~= !iCA~~~ DI M>\sS. CONC~NT~~~~ 

Qa.r;~~C:- nascite nascite 1 li nd.5cite I I 
)'Iatri- mensne veri fica- I verifica- Il venlìta- I 
manio dal ma-\ t:si al 100 11 1 100 tt I, tesi al 100 nz 100 (1 I. t~SI al 100 nt 100 '1-

e nascita trimonio ?lS0ttO. I disotto. ,I ~hsotto ,I 
e nasdta di x mesI ~dl x meSI :jdl x mesIi 

(I) -1-2)-1 -(3-) - --1-4-) - (5) , -(6) -(7)-I~-!I-- (91- hIO) !-([~)-

~~ il--· JI ;m-I-~nlll ,lJ ,m' ,iJ ,J~mjj-i~l}l 
!:i ;~I :~:~~I ~~:: ;~:~i :~;!I ;::~I ;::~II :~~~~, ::11 ;;:~ 
60: 5II:/ 12542. 9Z,3! 46,Oi[ 6254/ 46,01 46,°:': 135901 roo, 46,0 

120 Il1ill 1359fi! 100,0: 100,01, 135961, 100,0: 100 o' 135961
1 

looi 100,0 
!I I I il l 'i: i 

Esaminando la Tab. A si vede che le nascite di primogeniti avvenute 
al massimo entro IO anni dal matrimonio (120 mesi) ammontano a 13.596 
(col. 3). Di queste, 1231 si sono verificate al di sotto ùei IO mesi, ossia si 
sono verificate nel l0 mese in cui la nascita era possibile; 2313 si sono' 
verificate nei primi 2 mesi in cui la nascita era possibile e così via, fino 
alle complessive 13.596 nascite di primogeniti che si sono verificate al di 
sotto del limite massimo di tempo considerato (120 mesi dal m'ltrimonio; 
III mesi dal momento in cui la nascita divenne possibile = 120 - 9). 
Nella col. 4 sono riportati i valori 100 nj, ossia le percentuali delle nascite, 
sul totale di 13.596 considerato, avvenute al di sotto di .1' mesi: così ad 
es. le 1231 nascite avvenute entro il l° mese in cui la nascita era possibile, 
rappresentano il 9,1 % del totale e cosÌ via. Nella col. 5 sono indicati i 
valori 100 ti, ossia le percentuali dei vari intervalli considerati: così ad 
es. 0,9 (1" riag, col. 5 )sta ad indicare il rapporto percentua le fra I e I II mesi;. 
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a) Sia nel 1930, sia nel 1936, il Piemonte, la Liguria, 
la Venezia Giulia e la Lombardia hanno intervallo più lungo 
di quello del Regno; gli altri compartimenti presentano invece 
in tervallo più breve; 

-::--
'" '" ~ 
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GRAFICO I 

IN'~R VALLO PROrOGENf.S:.:C' 

(IN MESI) NEI VA RI C0"1 P 4;>. 

TIi"'fENT! O"/TALIA NEGli Alt/fili 

;930 E /936 

193 o 

b) Dal 1930 al 1936 si ha un apprezzabile aumento di 
intervallo per il Regno (da mesi 20,9 a mesi 21,6); 

1,8 sta ad indicare il rapporto percentuale fra 2 e l l l mesi. e così di se
guito. Quindi, la coppia di valori IDO ni = 9,1 e 100 ti = 0.9, significa che 
in Piemonte. nell'anno 1936, il 9.1 % dei primogeniti nacque al di sotto 
del 0.9 % del tempo massimo considerato (1 mese su II I); ., ..... la 
coppia di valori IDO n. = 64.0 e 100 ti = 13.5 ci dice che il 64 % impiegò 
per nascere un tempo inferiore al 13,5 % del tempo più lungo (15 mesi 
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c) L'Ip, dal 1930 al 1936, aumenta in Piemonte, Ve
nezia Giulia, Lombardia, Emilia, Sicilia, Toscana, Umbria, Ve-. 
nezia Tridentina, Calabria, Puglia, Veneto, Lucania, Marche, 
mentre diminuisce lievemente in Liguria, Abruzzi, La_zio, Cam
pania, Sardegna -; 

d) Per il I930 l'I P più lungo si riscontra in Piemonte 
(26,0), il più breve nelle Marche (I7,5) con un campo di variazione 
di mesi 8,5. Per il 1936, l'Ip più lungo spetta ancora al Piemontl' 
(28,9), il più breve alla Sardegna (I8,3) con un campo di variazione 
di mesi Io,6. 

2) Il fatto che l'Ip aumenta dal 1930 al I936, in con
cordanza con la diminuzione della natalità generale prodottasi 

su III), ecc. La rappresentazione grafica dei valori n; (coL 4) e ti (coL 5) 
darebbe luogo a una poligonale del tipo di quella tracciata nella Fig. 2 del
l'Appendice. Nella Tabella B riportiamo il calcolo eseguito in base alla [6J 

TABELLA B 

MESI 
DISTRIBUZIONE EFFET'lIV 

TRASCURSI FRA 

." 
I 

I ~ cda~ 
I 

~ it o ea!~1 
I 

-~ + -- " I ,,~ :;e -0-- ~ re ~ o -El a: o 2 ~ -- " U v--I :2 + .t" ·t:i § I + 
" • "El I ~ I it ~ 0'1 V._ a.t I 

(I) 1~(3)-1 (4) (6) (6) 

~ r!1 ":" ~"~~~"~II ':"~IO'~:~~ 
--:10 ~Ix c X 

+:;e- s ~ I ~r: ;:; I + -::J 
~x ;:;:: i ~ i:;e 
-(7)- (8)1~1~(IO) _ (Il) I ~(i2j-IJÙ) 

j 
I 

IO 9, I o,91 0,9 9, I 
II 17,0 1,8 2,7 7,9 
12 23,2 2,7 4,5 6,2 

24 64,0 13,5 16,2 40 ,8 

36 79,6 24,3 37,8 15,6 
48 'j 87,5 35,1 59,4 7,9 
60 SI 9·,3 46,0 8r, I 4,8 

120 In 100,0 100,0 146,0 7,7 

8,·1 0,91 

~;:13 :: ~I 0,9 4, I 
661, 13,5 10,81 175,0 
589, 24,3 10,8 408,2 
469,3 35,1 10,8 641,5 

389, 46, o 10'91 884, 
II24,2! 100, o 54, o 7884, 

O 

O O 

O O 

O O 

O O 

O 

O 

O 

per la determinazione di R* che risulta uguale a 67,09%- Nelle colI. 8-9-10 
della Tabella B è inoltre calcolata la-~1stribuziòne delle nasCite (col. 8) che 
si otterrebbe nel caso di equidistribuzione nel tempo (Cfr. § 7 e Appendice), 
cioè nell'ipotesi in cui per ogni i, n, = t,. Come si vede, le nascite, anzichè 
addensarsi verso i brevi intervalli dal matrimonio, come di fatto avviene, 
tenderebbero a spostarsi verso gli intervalli più lunghi. 

L'ipotesi di massima concentrazione è riprodotta nelle colI. II-I2-I3. 

In questo caso, tutte le 13.596 nascite avverrebbero al di sotto della IO' 

ricorrenza mensile dal matrimonio, e la curva di concentrazione andrebbe 
ovviamente a coincidere coi lati del quadrato. 

7 
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nello stesso periodo (I), e la circostanza che i Compartimenti a più 
bassa natalità quali il Piemonte, la Liguria ecc., presentano più 
lungo intervallo, induce a pensare che fra natalità generica e am
piezza dell' I p esiste una notevole correlazione inversa. Esamine
remo in seguito (§ IO) questa correlazione più da vicino. 

3) I valori Ip, F, R*, contenuti nella Tabella II, variano 
in notevolissima ç9ncomitanza fra loro, nel senso che i Comparti
menti che hanno più lungo intervallo, presentano bassa feconda
bilità media e debole concentrazione nel tempo delle nascite. 
Infatti il coefficiente di correlazione r per il 1930 risulta di : 

0,908 fra l'Ip e la fecondabilità media F 
- 0,995 fra l'Ip e la concentrazione R* (2) 

+ 0,902 fra la fecondabiIità media F e la concen
trazione R*. 

Ciò vuoI dire che in sostanza, i tre indici adoperati per lo stu
dio delle distribuzioni dei primogeniti nei vari Compartimenti, 
dicono approssimativamente la stessa cosa. Ci troviamo dunque in 
presenza di uno di quei casi nei quali, come abbiamo accennato 
(§ 3), l'Ip può dare una conveniente misura della facilità al con
cepimento delle donne maritate che non hanno mai partorito. 

Dalla Tabella II si rileva inoltre che la fecondabiIità media 
si aggira intorno al 20 %, valore che corrisponde a quello trovato 
dal Gini nelle sue ricerche sulla fecondabilità della donna (3) 

§ IO. - LE DISTRIBUZIONI DEI PRIMOGENITI IN RAPPORTO ALL'ETÀ 

AL PARTO. 

Allo scopo di studiare il comportamento degli indici Ip, F, R*, 
in rapporto alla età della madre al parto, per il 1936, abbiamo cal
colati i detti indici per i gruppi di età secondo i quali erano clas
sificate le nascite studiate. I calcoli non sono stati eseguiti Com-

(1) Sulla diminuzione della natalità in Italia, cfr. A. ~ICEFORO, Come 
l' is /tUa dalle Sta.tistiche Italiane il decremento delta nostra natalità, in «Le 
Assicurazioni sociali », Annata XIII, luglio-agosto 1<)37, n. 4. 

(.~) Il fatto che il coefficiente di correlazione fra lp ed R* risulta 
quasi uguale all'unità, SI spiega considerando che, come abbiamo avver
tito (cfr. § 7 e Appendice), R*, per le nostre distribuzioni è una combi
nazione lineare di lp. r non risulta esattamente eguale ad I per effetto 
degli arrotondamenti intervenuti nei calcoli. 

(3) Cfr. C. GINI, Prime ricerche, ecc., cit., pago 334. 
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TABELLA II. 

Intervallo protogenesico in mesi (IP), Fecondabilità media (F) e Con- . 
centrazione nel tempo delle nascite dei primogeniti (R*) nei Com
partimenti e nel Regno - 1930 e 1936 (I) 

I 9 3 ° I 9 3 6 

_________ -'-__ I_p_-'-I __ F __ -'-I ___ R_*_--'---_I_p __ I'--__ F_. __ 1_ R* 

- i I i I 

I. Piemonte 
2. Liguria 
3. Lombardia. 
4. Venezia Trident. 
5. Veneto 
6. Venezia Giulia 
7. Emilia. 
8. Toscana 
9. Marche 

IO. Umbria 
II. Lazio 
12. Abruzzi 
13. Campania 
14. Puglie 
15. Lucania 
16. Calabria. 
17. Sicilia . 
18. Sardegna 

REG~O 

26,0 
24,8 
21,5 
19.3 
18 03 
22,4 
20,7 
20,1 

17,5 
19,5 
20,1 
20,2 
19,5 
18,5 
18,1 
19,1 
20,3 
19,2 

20,9 

1403 
15,8 
19,2 
20,0 
26,4 
18,7 
20,1 
20,1 
24,6 
20,3 
22,5 
20,7 
19,7 
24,0 
23,3 
22,6 
20,5 
22,8 

70 ,4 
73,5 
78 03 
82.3 
83,8 
77.3 
79,5 
80,8 
84,8 
82,1 
81,1 
81,0 
82,1 
83,7 
84,4 
82,9 
81.3 
82,7 

28,9 l' 

24,6 
23,9 
20,0 
18,5 
22,1 
21,7 
21,1 
18,7 
20,7 
19,4 
20,1 
19,4 
19,7 
18,J 
19,4 
20,9 
18 03 

21,6 I 

10,0 67,1 
13,6 73,6 
15.3 75,2 
21,4 81,5 
22,8 83,9 
17,2 78,4 
16,1 78,5 
18,0 79.3 
22,9 83,8 
17,8 80,6 
2203 83,0 
19,7 81,2 
21,1 83,2 
22,8 82,8 
22,4 84,0 
22,4 83,3 
18,4 80,5 
23,6 84,8 

partimento per Compartimento, perchè in tal caso si sarebbe pro~ 
dotta un'eccessiva riduzione del numero delle osservazioni in cia
scuna classe di età, che avrebbe causato forti oscillazioni acciden
tali specialmente sui valori F. Si è creduto opportuno, al contrario, 
studiare il fenomeno per gruppi di Compartimenti; ed al fine di 
poter scorgere le eventuali relazioni intercedenti fra la forma della 
distribuzione e la natalità generica, si sono raggruppati i 18 Com
partimenti in 3 gruppi, formato ciascuno da 6 Compartimenti, 
dei quali il primo comprende i Compartimenti che avevano « de
bole» natalità nel 1936, il zo, quelli che aveVano « media» nata
lità, il 3°, quelli che avevano « forte)) natalità (2) 

(I) L'intervallo protogenesico, solo per questa Tab~lla, è stato cal
colato considerando tutte le nascite, cioè anche <luelle avvenute clopo 
il 10° anno di matrimonio. 

(2) Ecco la graduatoria decrescente dei Compartimenti d'Italia per il 
tasso generico di natalità nel 1936: 
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Esaminando la seguente Tabella III nella quale sono riportati 
risultati dei calcoli, ed i corrispondenti Grafici Il, III e IV, si 

può osservare: 

TABELLA III. 

Intervallo protogenesico (I P) F econdabilità tlledia (F) e concentra
zione dei primogeniti nel tempo (R*) in grupPi di Comparti
menti e per classi di età al parto (I 936). 

COMPARTIMENTI CON 
NATAI,ITÀ 

Debole 
Media 
Forte 

Debole 
Media 
Forte 

Debole 
Media 
Forte 

REGNO 

REGNO 

REGNO 

15-20 

16, I 
16,2 
16, I 

16, I 

21,0 
21,0 
22,4 

2 1,4 

87,2 
87, I 
87.3 

87,2 

ETÀ 

21-24 
AL l'ARTO 

25-29 30-34 

I ntM'vallo protogenesico (I P) 
18,7 
16,9 
16,8 

24,Z 

19.4 
19, I 22,2 

17,6 21,5 26,3 

Fecondabilità med~'a (F) 
16,4 
23,2 
23,6 

13,4 
2I,2 

21,2 

20,7 17,6 

Concentrazione nel 
82,4 72,1 
85,6 81,0 
85,8 81,6 

84,4 77,1 

12,5 
17,9 
18,2 

15,5 

tempo (R*) 
59,7 
73,7 
75,7 

67,7 

35-44 

32, I 
27,2 
25,6 

28,8 

56 ,6 
66,1 
69,2 

63,0 

I) In tutti e tre i gruppi di Compartimenti e nel complesso 
del Regno, l'I P va regolarmente e rapidamente crescendo col 

Compartimenti con Compartimenti con Compartimenti con 
debole natalità media natalità forte natalità 

Liguria 13,8 Ven, Trid. 20,2 Abruzzi 26,5 
Piemonte 14,2 Umbria 20,8 Campania 28,3 
Toscana 16,8 Marche 22,0 Sardegna 28,7 
Emilia 18,) Lazio 23,2 Puglie 3°,0 
Ven. Giulia 18,6 Veneto 2303 Calabria 30,6 
Lombardia 19,6 Sicilia 25,9 Lucania 32,6 

Come si vede, fra il primo e l'ultimo Compartimento vi è un divario 
di circa 18 punti, quanti sono i Compartimenti, e ciascuno dei tre gruppi 
della graduatoria, abbraccia all'incirca 6 punti. È sembrato pertanto con
veniente designare rispettivamente con ~ debole o), « media» e « forte» la 
natalità generica dei tre gruppi suddetti. 
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crescere dell'età al parto (si noti che il Grafico II presenta inver
tita la scala delle ordinate allo scopo di poter essere facilmente 

. comparato col Grafico IV). Andamento del tutto simile, com'era 
facile attendersi, hanno i valori dei Rapporti di concentrazione R* 
(V. Grafico IV): infatti con l'aumentare dell'età al parto, dimi
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21- 24 2S-2' .35-44 

~TA' Al PARTO 

nuisce rapidamente la concentrazione, il chè vuoI dire che le donne 
più anziane al parto hanno più di frequente il primogenito a con
siderevole distanza dal matrimonio (I). Naturalmente, l'aumento 
dell' I p (e la conseguente diminuzione della concentrazione) col 

(r) Per la classe di età 35-44 anni, non si è ritenuto opportuno calco
lare il valore di F perchè il numero delle osservaz ioni, come abbiamo no
tato, per le diverse durate del matrim0nio, risulh va molto esiguo. Questa 
stessa circostanza esercita un peso meno conside revole per il calcolo di Ip 
e di R*, e perciò il calcolo relativo è stato esegu i to. 
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crescere dell'età al parto, non va senz'altro interpretata come un 
sintomo della diminuzione della fecondità della donna col cre
scere dell'età. Se si riscontra questa regolare relazione positiva 
tra il detto intervallo e l'età della madre, ciò è certamente, almeno 
in parte, perchè, a parità di condizioni, più l'intervallo è lungo, 

FECON0.48/L/TA' NEPI" ~ELLE PRi/"/lPANE 
IN FlINZ/ONE DEL.l'L'TA' 4L PARTO 
PER ORt/PP/ bI COMPART/,vIENTI e 
NEl RECN(J (1'936) 

COMPAR"H CON Fo~rE NAr'U,lr4 

" ME/J14 

., OE80L E 

F 

13. 

21. 

ZI 

20. 

19 

18. 

17 . 

16. 

15. 

14. 

13. 

12. 
IS-20 2(-24 25-29 ..14-..1. 

erA' AL P4R 70 

GRAFICO III 

e maggiore risulta l'età della madre al parto. :E anche vero, però, 
che le donne che partoriscono ad età più elevata, appartengono di 
frequente ai gruppi di donne meno fecondi: e pertanto l'aumento 
dell' I p con l'aumento dell'età al parto, può, fino ad un certo 
punto interpretarsi come una diminuzione della fecondità della 
donna al crescere dell'età. Ciò viene confermato dai valori F che 
risultano in complesso anch'essi decrescenti con l'aumentare 
dell'età al parto (V. Graf. III). Questi risultati concordano per-
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fettamente coi risultati cui giunse Knibbs (x) studiando l'I P in 
funzione dell'età al parto. 

2) Per l'età 15-20, l'intervallo (e la concentrazione) risul
tano (V. Grafico. Il e IV) pressochè coincidenti nei tre gruppi di 
Compartimenti e nel Regno, il chè si spiega considerando che, 

R 
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/$-7.0 2/·24 25-29 30,3'" 35-~4 

ErA~ Al PARTO 

necessariamente molto uniforme deve risultare l'intervallo tra 
matrimonio e parto per le donne che partoriscono in giovane età. 
Da 21 anni in poi, invece, l'intervallo risulta sistematicamente e 
considerevolmente più lungo (e corrispondentemente la concen
trazione più bassa) nel gruppo di Compartimenti a debole natalità, 
in confronto ai gruppi di Compartimenti a media e forte natalità; 

(I) KNIBBS, op. cit., pago 270_ 

... 
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ed anzi tale divario va accentuandosi con l'aumento dell'età, 
fino ai 30-34 anni. La spezzata relativa al Regno, ha andamento 
intermedio a quello delle spezzate dei tre gruppi. Tutto ciò con
ferma quanto avevamo accennato al § 9 circa la relazione inversa 
esistente fra natalità e l p nei Compartimenti d'Italia, che del 
resto sarà meglio esaminata in seguito (§ 13). 

3) Il Grafico III pone in evidenza le variazioni della fecon
dabilità media F in funzione dell'età al parto. Esso presenta una 
notevole particolarità rispetto ai Grafici II e IV, neI senso che la 
fecondabilità più alta per i Compartimenti ad alta e media natalità, 
si riscontra sui 21-24 anni. Ciò può considerarsi la conseguenza del 
fatto che, in sostanza, sotto l'età al parto, si cela, per così dire, e 
fino ad un certo punto, l'età al matrimonio: nel senso che le donne 
che hanno il primogenito ad una certa (classe di) età, apparten
gono in notevole misura a quella stessa classe d'età al matrimonio. 
Ora, come vedremo fra poco, la fecondabilità più elevata si nota, 
appunto nei Compartimenti ad alta e media natalità, per le donne 
sposate fra 21-24 anni (cfr. § 12). Rimane tuttavia da spiegare per 
quale ragione siffatta particolarità non appaia dai valori R'" e lp. 

Per i Compartimenti a debole natalità, la fecondabilità 
media diminuisce rapidamente con l'aumento dell'età al parto, 
e pertanto il massimo di fecondabilità,· anzichè cadere sulla classe 
21-24, come si verifica per i Compartimenti a forte e media natalità, 
cade sulla classe 15-20 anni. Vedremo in seguito quale interpre
tazione può darsi a questo fatto (cfr. § § 12 e 13). 

La spezzata relativa al Regno ha, naturalmente, andamento 
intermedio a quello delle spezzate relative ai tre gruppi di Compar
timenti. Essa mostra diminuzione di fecondabilità dalla prima 
all 'ultima classe considerata, il chè significa che i Compartimenti 
a debole natalità hanno influenza preponderante sul complesso 
del Regno. 

Nella Tabella IV riportiamo, per le varie età al parto, l'lp 
nei singoli Compartimenti. Come si vede, tanto pel 1930, quanto 
pel 1936, il valore di lp nei vari Compartimenti, va crescendo col 
crescere dell'età al parto, il chè conferma quanto si era rilevat6 
dalla Tabella III. Sono state in questo caso considerate tutte le 
età al parto, ma evidentemente, nelle classi di età avanzata, per 
effetto dello scarso numero delle osservazioni, le medie calcolate, 
hanno scarso valore rappresentativo. Inoltre, in molti Comparti
menti, nelle singole classi di età, si nota un aumento del valore 
di lp fra il 1930 ed il 1936. 
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§ II. - VARIABILITÀ DELL'INTERVALLO PROTOGENESICO NEI COM

PARTIMENTI. 

Nella Tabella V riportiamo i valori della variabilità asso
luta (0-) e relativa (C. V.) da noi calcolati per l'Ip (I) in mesi per 
vari gruppi di età delle madri al parto. Come si vede, dal l0 al 20 

TABELLA V. 

Variabilità assoluta (a) e relativa (G. V.) dell'intervallo protogenesico 
nei Compartimenti d'Italia, per grupPi di età (*) al parto. 

ETÀ A L PARTO 
ANNI 15-20 21-24 25-29 30-34 35-39 40-44 TOTALll 

Variabilità assoluta (0") 
193° 0,77 1,29 2,41 3,93 5,75 9,99 2,16 
1936 r .34 1,62 2,81 4,10 6,29 II ,68 2,16 

Variabilùà relativa (C. V.) 
193° 5,°3 7,59 1 1,14 12,92 13,91 20,08 10,63 
1936 8,5 1 9.33 13,25 14>39 15,95 23,95 12,51 

(*) I valori di " e C. V. non sono stati calcolati per la classe d'età 45-49 per il fatto che le 
medie riportate nella Tabella IV per questo gruppo di madri, sono state calcolate quasi tutte, su 
un numer~ molto scarso di osservazioni (cfr. annotazione alla Tab. IV). 

anno, la variabilità, tanto assoluta che relativa, aumenta per il 
complesso delle donne e per i singoli gruppi delle varie età. Ciò 
potrebbe mettersi in relazione al fatto che, nello stesso periodo 
si è accentuata la variabilità dei Compartimenti riguardo alla 
natalità; difatti, il C. V. per i tassi greggi di natalità degli stessi 
Compartimenti risulta 21,8 % pel 1930, mentre il corrispondente 
valore per il 1936 raggiunge 24,0 %. Quindi, dal l° al 2° anno si 
accentua l'eterogeneità dei Compartimenti, sia per la natalità 
che per l'ampiezza dell' I p, che, in certo senso, ne costituisce un 
particolare aspetto (2). 

(I) Naturalmente, gli indici di variabilità per i valori F ed R* dovreb
bero p resentare un andamento analogo, dato che fra i valori lp, F, R*, 
esiste fortissima correlazione (cfr. § 9). 

(2) Questo accentuarsi della eterogeneità dei Compartimenti attra
verso il tempo per la natalità è stato del resto rilevato da tempo. Difatti, 
il GALVANI (L. GALVANI, L'andamento delta natalità nel settentrione e nel 
mez.ogiorno d'Italia ne (, L'Economia Italiana », Anno XVIII, nn. 1I-12, 
novembre-dicembre 1933, pago II dell' Fstratto) trovò che la natalità 
« mentre era verso il 1900 distribuita con una certa uniformità nelle varie 
regioni, ha via via dato luogo per il suo graduale diminuire in tutte, ma 
specialmente in alcune, a disparità di distribuzione relativamente sempre 
maggiori ». Difatti, i valori dei rapporti di concentrazione da (Juesto A 
calcolati quali indici di variabilità relativa, presentano andamento netta
mente crescente attraverso il tempo. 
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Dalla Tabella V si può rilevare inoltre che la variabilità, 
tanto assoluta che relativa, cresce col crescere dell'età delle madri.. 
Ciò vuoI dire, in sostanza, che i Compartimenti hanno un grado 
di eterogeneità maggiore quando si considera l'I P delle donne 
che al parto avevano età più elevata. Questo si spiega, fino ad un 
certo punto, considerando che, mentre per le donne anziane al 
parto, a causa del loro più lungo periodo di convivenza coniugale, 
l'intervallo può risultare più breve o più lungo a seconda della 
maggiore o minore feco'ndità della donna - per le donne giovani 
al parto, al contrario, il periodo della convivenza coniugale, è 
necessariamente contenuto entro limiti molto più ristretti, il chè 
produce appunto un restringersi del campo di possibile variazionE' 
dell'Ip. 

§ 12. - LE DISTRIBUZIONI DEI PRIMOGENITI IN RAPPORTO ALL'ETÀ 

AL MATRIMONIO. 

Per i medesimi gruppi di Compartimenti di cui al § IO, ab
biamo calcolati pel 1936 i valori Ip, F, R*, per classi classi di 
età della madre al matrimonio. II risultato dei calcoli, è riportato 
nella Tabella VI. 

TABELLA VI. 
IniervaUo protogenesico (IP) Fecondabilità media (F) e Concentrazione 

nel tempo, (R*), in grupPi di Compartimenti e nel Regno e per 
classi di età al matrimonio (1936). 

COMPAR TIMENTI ETÀ A L MATRIMON[O 

CON NATALITÀ 15-20 21-24 20-29 30-34 35-44 

Intervallo Protogenesico in mesi (I P) 
Debole 24,8 22,8 21,8 :ZI ,3 20,7 
Media. 20,3 17,9 17,6 19,J 20,4 
Forte 19,9 17,4 17,5 18,8 19,9 

REGNO 2 1,6 19,9 19,4 20,0 20,4 

F econdabilità media (F) 
Debole 12,6 14,6 15,9 17,6 
Media. 16,9 22,8 23,2 20,8 
Forte 18,6 23,6 23,J 20,6 

REGNO 16,1 19,0 20,1 19,5 

Concentrazione nel tempo (R*) 
Debole 7°,9 74,7 76 ,5 77,4 78 ,8 
Media. 79,J 83,9 84,1 81,2 79,2 
Forte 80,0 84,6 84,5 82,1 80,1 

REGNO 76 ,8 80,0 80,9 79,9 79.3 
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Esaminando i dati contenuti in questa Tabella ed i corrispon
denti Grafici V, VI e VII, si può osserVare: 

I) Per i Compartimenti a forte e media natalità, l'inter
vallo minimo cade fra i 2I e i 29 anni (Grafico V). Sempre per i 
Compartimenti a forte e media natalità, presentano intervallo più 
lungo le donne che al matrimonio avevano età inferiore ai 21 anni 

.S. 

;4 

23. 

n. 

21 

20 

.1.9 

l' 

,:7 . 

I 

INTEHVA/.i.O PROTOGENES/CO IN 
FVNZ/t)NE DEli' é rA' AI. l'fArklHdNld 
PER GRUPPI 01 COMPAR.TIMENTI E NEI. 

RECNO (/936) 

CIIJtlfPART'''''IlNTI CON 'ORre NATAlITA' 

" NClnA 

" DE.tJ4.[ 

• • RECNO 

I~ 

I 

JS·lo t/";4 2S·29 3D-:54 

17'" Al MA7RJMON/O 

GRAFIOO V 

o superiore ai 29. Al contrario, nei Compartimenti a debole nata
lità, si verifica che l'I P va regolarmente diminuendo con l'aumen
tare dell'età al matrimonio. Per le varie età, inoltre, l'intervallo 
è più lungo nei Compartimenti a debole natalità, intermedio, per 
quelli a natalità media, più piccolo per quelli a natalità forte. La 
spezzata relativa al Regno ha andamento intermedio alle altre 
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spezzate. Il Grafico VII relativo alla concentrazione, risulta quasi 
l'immagine rovesciata del Grafico V. 

z) Il Grafico VI mostra che la fecondabilità media ha un 
comportamento analogo a quello dell' I p e della concentrazione. 
Difatti: la più· alta fecondabilità per i Compartimenti a media 
e forte natalità, si presenta fra 21 e 29 anni; per i Compartimenti 

r 
U 
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Filili0IPARé IN FVNZIONE 0"-1.1.4 
Er4' AL MA 7RIMONIO PE/? G/?i1PPI 
J)I COMP4R7/M"NrI " NEL RéQNtl_ 
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GRAFICO VI 

a debole natalità, la fecondabilità cresce al crescere dell'età; ed 
infine le donne dei Compartimenti a bassa natalità, hanno anche 
fecondabiIità molto più bassa della corrispondente fecondabilità 
dei Compartimenti ad alta e media natalità generica. 

3) Da quanto abbiamo detto ai precedenti nn. I e 2 ri
sulta che nei compartimenti a forte natalità, la maggiore facilità 
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al concepimento del primogenito, si ha per le donne sposate a 
2I-24 anni. Tale massimo si sposta sui 25-29 anni pei comparti
menti a media natalità e sulle età 30-34 pei compartimenti a 
debole natalità. . 

Se si considerano complessivamente i Compartimenti a forte 
e media natalità, la maggiore facilità al concepimento si ha per 
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---() REQNO o 
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le donne sposate fra i 2I e i 29 anni. Le donne molto giovani al 
matrimonio (- 2I a.) o piuttosto anziane (+ 30 a.) hanno invece 
minore probabilità di concepire il primogenito. Questo fatto sembra 
concordare, grosso modo, con quanto si conosce circa le varia
zioni della fecondità generale della donna in rapporto all'età (I) 

(I) F. SAVORGNA:\', Corso di Demografia, cit., }Jag. 123. 
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4) TI Grafico V mostra, come abbiamo detto, che pei Com
partimenti a bassa natalità, l'I p, anzichè presentare il minimo. 
sui 2r-24 o sui 25-29 anni, è regolarmente decrescente col cre
scere dell'età. Esso mette anche in evidenza un fatto che sembra 
avere una notevole importanza: il divario esistente fra l'intervallo 
protogenesico (e fra il rapp. di concentrazione: Graf. VII) dei 
Compartimenti ad alta e media natalità da una parte e l'intprvallo 
protogenesico dei Compartimenti a debole natalità dall'altra, Va 
rapidamente riducendosi passando dall'età minima all'età massima 
considerata. Le stesse caratteristiche sembrano ripetersi anche per 
la fecondabilità (Graf. VI), nel senso che i Compartimenti a 
forte e media natalità hanno il massimo di fecondabilità media sui 
21-29 anni; i Compartimenti a debole natalità, hanno fecondabi
lità crescente col crescere dell'età; ed infine, il divario esistente 
tra la fecondabilità dei Compartimenti a debole natalità e quella 
relativa ai Compartimenti a forte e media natalità, va attenuan
dosi col crescere dell'età al matrimonio. 

Orbene, per interpretare questo comportamento, si può fare 
l'ipotesi che nei Compartimenti a bassa natalità, per effetto della 
larga diffusione delle pratiche contracettive, anche le spose gio
vani e delle età centrali (15-29 a.) mettano in atto tali pratiche per 
ritardare la prima nascita, sicure come sono di poter sempre avere 
il primogenito più tardi. A mano, a mano, invece, che l'età al ma
trimonio si fa più avanzata, questa sicurezza verrebbe gradata
mente meno, e le pratiche contracettive verrebbero messe più 
difficilmente in uso. In altre parole, nei Compartimenti a debole 
natalità, tenderebbero a procrastinare la prima nascita più di 
frequente le donne delle età giovanili e centrali al matrimonio 
(15-29 a.) e molto più di rado le donne anziane che temono di non 
poter avere più figli ritardando la prima nascita. 

Il fatto poi che le donne molto giovani al matrimonio (- 21 a.) 
nei Compartimenti a bassa natalità abbiano l'intervallo più lungo, . 
può interpretarsi come la conseguenza, in parte, della più bassa 
fecondità della donna molto giovane (cfr. sopra), e, in parte, del 
desiderio di ritardare la prima nascita. 

L'interpretazione di cui sopra sembra la più attendibile anche 
perchè se il comportamento dell'intervallo (della concentrazione 
e della fecondabilità) pei Compartimenti a bassa natalità, si volesse 
imputare ad altre cause, ci sembra che difficilmente potrebbe spie
garsi, il fatto che a 30-34 anni l'Ip e la fecondabilità divengono 
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molto meno dissimili, rispetto alle altre età, nei vari gruppi di 
Compartimenti a venti diversa natalità. Per i Compartimenti 
a forte natalità sembra plausibile ritenere che l'intervallo rile
vato, corrisponda con sufficiente approssimazione all'intervallo 
fisiologico, dato che in tali Compartimenti, si può pensare meno 
diffusa la limitazione volontaria della prole in generale ed ancora 
meno frequente l'abitudine di ritardare la nascita del primogenito. 

I risultati di cui si è detto, non concordano, in parte, con 
quelli ai quali arrivò lo Knibbs per le donne australiane nel pe
riodo 1908-14. Egli infatti rilevò che l'I p decresceva rapidamente 
dai 12 ai 19 anni, rimaneva approssimativamente costante dai 
20 ai 45 ,umi circa, per poi diminuire rapidamente dopo tale età. 

Orbene, la diminuzione dell' I p dopo i 45 anni, si può spie
gare, come del resto precisò lo stesso Knibbs (cfr. nota I a pago (» 
con la considerazione che le donne sposate ad età avanzata, solo 
alcune - le più feconde - riescono a concepire prima della 
menopausa, mentre le più escono dall'osservazione dopo la scom
parsa delle mestruazioni. Per le età giovanili (- 2I a.) sembra 
esistere accordo fra i risultati cui giunse lo Knibbs ed i nostri, 
in quanto dalla nostra indagine appare appunto che le donne che 
si sposano molto giovani dànno alla luce il primogenito con un 
certo ritardo. Per quanto concerne invece le età centrali (da 2I 

a 35 a.) i nostri risultati relativi al Regno non concordano con 
quelli dello Knibbs, perchè, come abbiamo visto, in luogo di 
aversi stazionarietà o quasi, il gruppo d'età 25-29 presenta Ip 
più breve del gruppo 30-34. Ma siffatto andamento può riconnet
tersi al fatto che sui nostri dati, per le donne di 25-29 anni, ha 
infiuito, molto presumibilmente, il desiderio di ritardare la na
scita del primogenito mentre, è molto probabile che siffatto 
desiderio non abbia agito per le donne australiane del I908-I4, 
quando era meno diffusa la limitazione volontaria della prole. 

§ I3. - L'INTERVALLO PROTOGENESICO NEI SINGOLI COMPARTI

MENTI IN RELAZIONE ALLE ETÀ AL MATRIMONIO. 

L'interpretazione data al § precedente alle variazioni dell'i.p. 
(e della concentrazione e della fecondabilità) nei gruppi di Compar
timenti studiati, in relazione all'età al matrimonio, richiedeva 
una più approfondita analisi per assumere maggior fondamento. 
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A tale scopo abbiamo costruito la Tabella VII, nella quale sono 
riportati, Compartimento per Compartimento, gli intervalli medi 
in mesi fra il matrimonio e la prima nascita nei singoli gruppi di 
donne sposate a differenti età. Si sono considerate soltanto le 
donne che al matrimonio avevano al massimo 35-39 anni (cfr. § 3) 
e le nascite (da matrimoni puri) avvenute al di sotto di IO anni dal 
matrimonio, per fare in modo che gli intervalli determinati per 
le varie età, fossero per quanto possibile paragonabili. Difatti 
per effetto di questo accorgimento, e, supponendo che la fine del 
periodo fecondo possa fissarsi sui 49 anni (cfr. § 3), tanto le donne 

T ABELLA VII. 

Intervallo protogenesico nei Compartimenti d'Italia in funzione del-
l'età al matrimonio (nascite verifìcatesi al di sotto dei IO annt 
dal matrimonio). 

COMPARTIMENTI lì T À A L MATRIMONIO 

15-20 21-24 25-29 30-34 35-39 

Piemonte 29,59 27,°4 25,26 22,95 21,88 

Liguria 23,95 24,°3 22,42 22,64 22·53 
Lombardia. 24,15 22,82 21,62 21,79 20,20 
Venezia Tridentina 23,98 18,89 18,55 18,13 19,02 
Veneto 19,82 17,27 17,24 19,°5 20,82 

Venezia Giulia 22,64 20,27 20,59 19.39 22 dI 
Emilia 22,22 20dl 20,47 20, IO 19,01 
Toscana. 22.35 20,02 19,5 1 18,91 19,26 
Marche 19,63 17,16 16,93 19,77 20,00 

Umbria 20,61 19..33 18.35 17,87 20,20 

Lazio 19,68 17,60 17,83 18,75 19,33 
Abruzzi 20,62 18,50 18,03 19,54 22,63 
Campania 2°.3 8 17,4 1 17,32 18,7 2 18,36 

Puglie. 20,00 17,3° 18,05 19,16 21 03 1 

Lucania. 18,92 17,52 15,80 18,°5 18,57 
Calabria. 19,63 16,89 17,42 18,93 19,02 

Sicilia. 20,7 2 18,73 18,,32 20,24 19,7 1 

Sardegna 18,55 16,63 16,93 17,44 IX,68 

sposate a 15-20 anni, quanto quelle sposate a 35-39 anni, avevano 
avuto dinanzi ad esse, il medesimo periodo di convivenza coniugale 
fecondo (IO anni). Non è stato effettuato il calcolo per le donne di 
40-44 e 45-49 anche perchè la scarsezza del numero delle osserva
zioni avrebbe tolto ogni valore ai risultati. Pure per la esiguità 
del numero delle osservazioni (in ciascun compartimento, classe di 

8 
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età, e durata del matrimonio), non si è ritenuto opportuno effet
tuare il calcolo per le distribuzioni in questione degli indici F ed R* ; 
ma l'andamento di questi - per quanto abbiamo osservato al 
§ 9 - non dovrebbe sostanzialmente differire dall'andamento 
dell'Indice Ip. 

I dati della Tabella VII sono riportati sul Grafico VIII chE' 
mostra a colpo d'occhio quali fortissime differenze di intervallo 
protogenesico esistono nei vari Compartimenti e per le singole età 
al matrimonio. Osservando il grafico si può notare: 

I) I Compartimenti a bassa natalità, come il Piemonte, la 
Liguria, la Lombardia, l'Emilia, la Toscana, la Venezia Giulia, 
hanno generalmente intervalli più lunghi dei corrispondenti in
tervalli degli altri Compartimenti. I medesimi Compartimenti 
presentano generalmente, salvo poche eccezioni di lieve entità, 
intervallo decrescente al crescere dell'età al matrimonio, il chè, 
del resto, non è altro che la conferma di quanto abbiamo rilevato 
al precedente paragrafo. 

2) In tutti i Compartimenti l'Ip per l'età 15-20 è superiore 
a quello della età successiva (21-24) il chè induce a ritenere fon
data l'osservazione fatta al paragrafo precedente (n. 3) circa la 
minore fecondità generale della donna molto giovane (- 21 a.). 
Inoltre, non è da escludere, come vedremo in seguito, (Cfr. § 16), 
che fra le giovanissime spose, il più frequente stato di verginità, pos
sa produrre una minore fecondabilità della primipara (cfr. nota 2 

a pago 4). 
3) L'intervallo più breve, cade nei singoli Compartimenti 

sulle età appresso indicate: 

21-24 25-29 30-34 35-39 

Lazio Liguria Ven. Trid. Piemonte 
Puglie Veneto Ven. Giulia Lombardia 
Calabria Marche Toscana Emilia 
Sardegna Abruzzi Umbria 

Campania 
Lucania 
Sicilia 

Se si fa eccezione per la Liguria il cui minimo, forse a causa 
dello scarso numero di osservazioni, cade sui 25-29 anni, risulta 
che, in generale, grosso modo, l'intervallo più breve si ha per l'età 
2I-29 per i Compartimenti a media e forte natalità, e sulle età 
30-39 anni pei Compartimenti a debole natalità. 



Nel paragrafo precedente abbiamo formulato l'ipotesi che 
nei Compartimenti a bassa natalità tenderebbero a ritardare la 
prima nascita più frequentemente le donne delle età giovanili e 
centrali al matrimonio (I5-29 anni) e molto più di rado le donne 
anziane al matrimonio (+ di 30 anni) che temono di non poter 
più avere il primogenito mettendo in atto le pratiche contracet
tive. Orbene, siffatta ipotesi risulta confermata dall'esame dei 
coefficienti di correlazione fra natalità e I p per le varie età al 
matrimonio, contenuti nella seguente Tabella VIII. Da questa 

TABELLA VIII. 

Coefficienti di correlazione (r) Ira il tasso di natalità generica e l'in
tervallo protogenesico nei Compartimenti d'Italia (I936). 

ETÀ AL MATRIMONIO E P r (I) 

15-20 - 0,769 ± 0,065 
21-24 - 0,790 ± 0,060 
25-29 -- 0,810 ± 0,055 
30-34 - 0,620 ± 0,098 

35-39 - 0,42 7 ± 0,130 

si rileva infatti che il più alto valore di r si ha per la classe 25-29 
anni, mentre lo stesso valore si riduce a quasi la metà per le donne 
sposate a 35-39 anni. Ciò si può interpretare dicendo che le cause 
che tendono ad abbàssare la natalità di un Compartimento, agi
scono anche nel senso di allungare l'intervallo medio fra matri
monio e prima nascita: ma tale relazione inversa si affievolisce 
di molto per le donne sposatesi in età avanzata, il chè significa 
che queste, anche se appartenenti ad un Compartimento in cui è 
molto diffusa la limitazione volontaria della prole, più difficil
mente tendono a procrastinare la prima nascita. 

Che le differenze nel fattore volontario abbiano una importanza 
notevole nel determinare le differenze da Compartimento a Com
partimento dell'intervallo protogenesico alle varie età al matri
monio, si induce anche da un'altra circostanza. 

Difatti, come si rileva dalla seguente Tabella IX, la varia
bilità relativa (C. V.) dell' I p nei Compartimenti, è massima per 

(I) Sullo scarso significato dell'errore probabile, cfr. C. GIN!, I peri
coli della Statistica, in: « Rivista di Politica Economica '>, Anno XXIX, 
1939-xVIII, fase. XI, pagg. II e segg. dell'Estratto. 
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le donne di 2I-24 anni e Va regolarmente diminuendo a mano a 
mano che aumenta l'età al matrimonio. Questo fatto, che conferma 
l'ipotesi di cui già si è fatto cenno (§ I2, fine) sta a significare che 
i Compartimenti differiscono fra loro molto meno per l'Ip delle 
donne anziane che per quello delle donne in età normale al matri
monio. Ora, se le differenze di intervallo nei vari Compartimenti 
fossero esclusivamente dovute p. es. a cause fisiologiche, non sem
brerebbe doversi attendere una maggiore uniformità dei Compar
timenti per riguardo all'intervallo relativo alle donne anziane al 
matrimonio. In altre parole, se si ammette che le differenze di I P 

TABELLA IX. 

Variabilità dell'intervallo protogenesico nei Compartimenti per varie 
età al matrimonio (1936). 

ETÀ AL MATRIMONIO " C. V. 

15-20 2,61 12,1 % 
21-24 2,7 1 14, I % 
25-29 2,29 12,1 % 
30-34 1,51 7,8 % 
35-39 1038 6,8 % 

fra Compartimento e Compartimento siano esclusivamente dovute 
a fattori fisiologici, non vi sono ragioni plausibili per ammettere 
che siffatti faUori agiscano molto più debolmente sulle donne 
anziane al matrimonio: chè, anzi, sarebbe forse lecito aspettarsi 
il contrario. 

La conclusione di cui sopra non esclude però che le diffe
renze da Compartimento a Compartimento nelI'Ip siano dovute 
in parte anche a fattori biologici. Non esiste invero contrap
posto ma accordo fra l'azione dei fattori biologici e l'azione 
dei fattori sociologici sulla natalità; ed anzi, il Gini (I) ritiene 
che il fattore sociologico della razionalizzazione delle nascite, 
non trae esclusivamente origine da un rafforzamento assoluto 
della ragione, ma, in parte, da un rafforzamento puramente rela
tivo dovuto all'indebolirsi dell'istinto. In tal modo, la indebolita 

(I) C. GIN I, Le basi scientifiche della politica della popolazione, cit., 
pagg. 172-177; Nascita Evoluzione e Morte delle Nazioni, cit., pagg. 26 

e 58. 
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prepotenza degli istinti genetici permetterebbe alle menti di ac
cogliere i suadenti argomenti della ragione per una regolamen
tazione della prole. 

Vedremo piò innanzi (§ 16, n. I) come l'ipotesi che l'am
piezza dell' I p venga determinato in parte da fattori biologici, 
è suggerita anche dalle differenze regionali nella fecondabiIità 
dei primissimi mesi del matrimonio. 

§ 14. - L'INTERVALLO PROTOGENESICO NEI SINGOLI COMPARTI

MENTI IN RELAZIONE ALL'ETÀ AL PARTO. 

Nel precedente paragrafo abbiamo visto che esiste correla
zione negativa accentuata fra natalità e I p per le età giovanili e 
centrali, debole per le età avanzate al matrimonio. Ora, se si con
sidera l'età al parto anzichè al matrimonio, le cose non mutano 
sensibilmente, in quanto, sempre per le donne delle età centrali 
(al parto) si riscontrano i più alti valori di r, come si rileva dalla 
seguente Tabella. 

TABELLA X. 

Correlazione (r) Ira l'intervallo protogenesico ed il tasso di natalità 
nei vari Compartimenti, per età al parto. 

ETÀ AL PARTO 
193 o 1 9 3 6 

E P r E p r 

15-20 + 0,246 ± 0,149 + 0,018 ± 0,159 
21- 24 - 0,280 ± 0,147 0,39° ± 0,135 
25- 29 - 0,595 ± 0, 103 - 0,661 ± 0,090 

3°-34 - 0,433 ± 0,128 -. 0,619 ± 0,098 

35-39 - 0,190 ± 0,153 .- 0,598 ± 0,102 

Anzichè considerare il tasso generico grezzo di natalità, si 
può assumere, quale indice del grado di fecondità del Comparti
mento, il numero medio di figli avuti dal complesso di tutte le 
donne, secondo i risultati della Indagine sulla fecondità della donna 
del 193I (I). Nella Tabella XI riportiamo appunto i valori dei 
coefficienti di correlazione r fra il grado di fecondità cosi inteso 
del Compartimento e l'ampiezza dell' I p. Gli elevati valori di r 

(I) ISTITUTO CENTRALE DI STATfsTICA DEL REGNO D'ITALIA, Indagine 
sulla Fecondità della donna. VII Censimento generale della popolazione, 
VoI. VI. Roma, 1936. 
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per il complesso delle donne stanno a testimoniare che, come v'era 
da attendersi, i Compartimenti poco fecondi hanno Ip più lungo. 

TABELLA XI. 

Correlazione (r) fra il grado di fecondità e l'intervallo protogenesico 
nei Compartimenti d'Italia. 

ETÀ AL PARTO 
1 9 3 o 193 8 

E f> r E p r 

15-20 , 0,008 ± 0,159 0,II3 ± 0,157 T 

21- 24 - 0,421 ± 0,13 1 0,445 ± 0,128 
25- 29 -- ° ,7 25 ± 0,075 - 0,7 II ± 0,079 

3°-34 -- 0, 62 9 ± 0,096 - 0,644 ± 0,093 
35-39 - ° >33 2 ± 0,14 1 -- 0,665 ± 0, 089 

TOTALE - 0,749 ± 0,°70 - 0,73 1 ± 0,074 

Il Grafico IX mette bene m evidenza l'andamento del fenomeno 
per le varie età delle madri al parto, confermando, in complesso, 
quanto era stato rilevato dalla Tabella X. Si verifica cioè che nei 

{O/qIll",AZ/()NC r ""A I< çAADO 

DI 'CCONCtT,4' t L'A'"f P ,EZ[;;;:-""é!TT7J 

INTERVAllO PRorCCCNC.5JC'O 

(OMPA/fTIMfNT/ "",L/ANI 

__ '+"".".10 
__ 4"". "66 

C 7A' 

due anni considerati, la correlazione negativa più forte si ha per 
le donne di 25-29 anni; mentre per le donne giovani, ed anche, 
in parte, anziane al parto, ci si approssima quasi all'indifferenza 
specie se si tiene conto degli elevati errori probabili che per tali 
età presentano i valori di r. Ciò vorrebbe dire che per tali gruppi 
di donne l'Ip non risulta influenzato dalle medesime cause che 
producono la maggiore o minore elevatezza del grado di fecondità 
del Compartimento; o, in altre parole, che, variando da Compar-
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mento a Compartimento questo grado di fecondità, non varia nello 
stesso senso o in senso opposto l'ampiezza dell'intervallo medio. 

Riassumendo, l'esame della correlazione fra grado di fecondità 
(o tasso di natalità) del Compartimento e intervallo protogenesico 
per le varie età al parto conferma, nel complesso, le conclusioni 
che sono state tratte dall'esame dello stesso fenomeno per l'età 
al matrimonio (§ I3). Ciò si spiega considerando che, come abbiamo 
accennato, sotto l'età al parto si cela, per così dire, in molti casi, 
l'età al matrimonio: nel senso che le donne che hanno il primo
genito ad una certa (classe di) età appartengono in notevole mi
sura a quella stessa classe di età al matrimonio. 

Una diversità notevole fra la correlazione studiata per età 
al parto e al matrimonio, è la seguente. Per le donne giovani al 
parto (I5-20 a.) la correlazione è negativa e piccola in valore 
assoluto (Cfr. Tab. X e XI), mentre per le donne giovani al 
matrimonio (I5-20 a.) la correlazione risulta negativa e poco più 
bassa di quella delle età centrali (cfr. Tab. VIII). Ciò si spiega 
c onsiderando che le donne giovani al parto sono costituite da quelle 
schiere di donne che, sposate in giovane età, non hanno ritardato 
la prima nascita, per modo che !'intervallo medio ad esse relativo 
risulta breve ed indipendente dal grado di fecondità del Comparti
mento. Al contrario, le donne giovani al matrimonio dei Comparti
menti nei quaIi è molto diffusa la limitazione volontaria, tende
rebbero spesso a ritardare la prima nascita, il che spiega l'alto 
valore di r che per esse si desume dalla Tabella VIII. 

§ I5. - LA FECONDABILITÀ PER LE DIVERSE DURATE DEL MATRI

MONIO IN GRUPPI DI COMPARTIMENTI. 

Per i medesimi gruppi di Compartimenti a forte, media e 
debole natalità, abbiamo calcolato per il I936 la fecondabilità 
delle spose per i soliti gruppi di età al matrimonio e al parto per 
le varie durate del matrimonio (l). Il risultato dei calcoli è ripor
tato nella Tabella XII, cui fa riscontro il Grafico X, sul quale ab
biamo riportato anche le fecondabilità medie corrispondenti già 
illustrate nei precedenti paragrafi. 

(I) I valori delle fecondabilità per le diverse durate del matrimonio 
vengono riportati in questa parte della presente nota solo per comodità 
di esposizione. In base ad essi furono calcolati i valori delìa fecondabilità 
media, illustrati nei §§ 9 e segg. Per il metodo di calcolo dei valori p. con
frontare C. GINI, Prime ricerche, ecc., cit., pagg. 327-329. 



120 

TABELLA XII. 

Fecondabilità p (*) per le diverse durate del matrimonio, in grupPi 
di Compartimenti e per classi di età al matrimonio e al parto. 

DURATA CI,ASSI D 1 ETÀ 

DEL AL PARTO 

Il 15-20 

AL MATRurONIO 

MATRIMONIO 
15- 20 ) 21-24 I I l 21-24 l l 3°-34 25-29 30-34 '5-29 

Compartimenti con debole natalità 
10-1 I mesi 29,9 20,91 19,0 26,1 1 24,6 20,9 19,2 3°,2 
1 I-l'l mesi 24,7 26,5 26,1 25,2 21,5 26,2 27,6 24,8 

1-2 anni 19,0 16,0 15,9 15,9 13,3 15,4 17,3 17,9 
2-3 » 13,9 10,5 8,4 8 ,I 8,4 9,5 10,1 10,6 
3-4 14,0 9,0 4,9 4,6 6,4 6,6 7,2 6.3 
4-5 8,3 7,5 4,6 2,5 4,2 5.3 4,7 4,4 
s-() 8,4 7,5 4,2 1,7 3,8 3,4 3,4 3,9 

Compartimenti con media natalità 
Hl-I I mesi 3°,9 32 ,3 30 ,61 ,6,! 26'71 33,6 31,1 25,4 
1 1-12 mesi 20,3 32,2 31,9 34,5 21,1 28,9 32,8 38 ,4 

1-2 anni 19,3 21,3 21,0 19,1 :;::1 21,9 22,4 20,5 
2-3 18,0 13,2 II ,5 10,1 12,7 12,5 II,2 
3-4 » II ,I 8,5 7,2 6,8 6,8 8,1 8,7 8,1 
4-5 6,2 7,7 5,7 3,4 5,3 6,6 5,3 5,9 
5-<) II,0 6,0 3,4 2,2 3,6 3,3 3,9 3,3 

Compartimenti con forte natalità 
IO-II mesi 3 I ,5 3°03 31 ,2 25,9 26,4 32 ,1 31,6 27,9 
11-12 Illesi 24,2 33,6 29,6 3°,5 27,4 33,1 3°,5 3°,0 

1-2 " nai 21,1 22.3 21,1 19,7 18,8 22,5 22,6 20,6 
2-3 14,0 12,7 II,1 10,1 II,2 12.3 12,5 II,2 
3-4 903 9,4 8,1 7,7 7,2 9,4 9,5 8,0 
4-5 » 10,3 6,6 6,] 4,2 5,9 7,0 6,4 7,0 
5-9 » 9,7 5,8 3,2 2,1 3,5 3,4 3,4 3,5 

Regno 
IO-II mesi 3°,6 28,1 26,8 26,2 26,1 29,0 27,2 28,0 
11-12 Illesi 22,8 3°,7 29,0 29,9 23,6 29,2 3°,2 31,0 

1-2 anni 19,9 19,5 18,5 18,0 16,5 18,5 20,4 19,5 
2-3 » 14,2 II,8 9,8 g,2 10,4 II,0 11.3 II,1 
3-4 » II,0 9,0 6,4 5, 6,7 7,5 '8,0 7,2 
4-5 » 8,3 7,3 5,1 3, 4,9 5,8 5,1 5,4 
5-9 » 10,0 7,0 3,8 1,9 3,6 3,4 3,5 3,7 

(*) Alle diverse « durate del matrimonio» indicate in questa Tahella, 
corrispondono, rispettivamente le seguenti 

Probabilità medie di concepimento nel corso del,' 
l0 mese di matrimonio 
20 mese di matrimonio 
3°-150 mese di matrimonio 
16°-28° mese di matrimonio 
29°-41° mese di matrimonio 
42°_54° mese di matrimonio 
55°-II5° mese di matrimonio. 
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Esaminando il Grafico X si può osserVare: 
I) La fecondabilità delle primipare (ossia la probabilità 

per una primipara di essere fecondata in un periodo mestruale) 
decresce rapidamente con l'aumentare della distanza dal matri
monio, tanto se si considera l'età al parto, quanto se si considera 
l'età al matrimonio. 

2) La fecondabilità, a pari durata del matrimonio, se si 
fa eccezione specialmente per la classe 15-20 anni, risulta poco 
differente nelle varie classi di età e nei vari gruppi di Comparti
menti, sia che si consideri l'età al parto, sia che si consideri l'età 
al matrimonio. 

3) La fecondabilità, a pari durata del matrimonio, risulta 
in generale maggiore nei gruppi di Compartimenti aventi mag
giore natalità. 

4) La fecondabilità media per età al matrimonio in tutti 
e tre i gruppi di compartimenti e nel Regno, è minore della fecon
dabilità media per età al parto nelle classi di età 15-20 e 
21-24, mentre esattamente il contrario accade per le classi di 
età 25-29 e 30-34. Se si esaminano poi i Grafici relativi alle età 
25-29 e 30-34 per il Regno (ultimi due diagrammi iÌl basso a destra), 
si rileva che alla più alta fecondabilità media per età al matrimonio, 
corrisponde più alta fecondabilità per età al matrimonio nelle 
diverse durate. Questo fatto potrebbe essere originato dalla 
circostanza che le donne che al parto aveVano un'età compresa 
fra 25-34 anni, sono costituite dalla frazione meno feconda delle 
donne, che, sposate in precedenza, hanno il primogenito solo in 
quelle classi di età. 

5) In molti casi si verifica che la fecondabilità del l° mese 
di matrimonio, è più bassa della fecondabilità del 2° mese. Ciò può 
considerarsi una conferma di quanto aveVa già osservato il Gini (x) 

circa l'influenza della verginità delle spose ed altre cause che ten
derebbero ad abbassare la probabilità di concepimento nel l° mese 
di matrimonio (cfr. più innanzi paragrafi 16-17). 

§ 16. - LA FECONDABILITÀ NEI SINGOLI COMPARTIMENTI IN RE

LAZIONE ALLA DURATA DEL MATRIMONIO. 

Nella Tabella XIII riportiamo per il 1930 ed il 1936, i Va
lori di p per le diverse durate del matrimonio, nei singoli Compar-

(I) C. GIN!, Prime ricerche, ecc., cit., pago 322. 
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timenti. Il grafico XI, costruito in base ai valori della Tabella XIII, 
permette di osservare: 

I) Esistono notevolissime differenze fra le. feconda.bilità 
relative ai vari Compartimenti; ed in generale si verifica che i 
più elevati valori di p si hanno per i Compartimenti ad alta e media 
natalità come la Venezia Tridentina, il Veneto, le Marche, gli 
Abruzzi, la Campania, la Puglia, la Lucania, la Calabria, la Si
cilia e la Sardegna. 

Questa constatazione induce a formulare il quesito se queste 
fortissime differenze di fecondabilità possano ricollegarsi, per lo 
meno in parte, a fattori di indole biologica. Ora, noi abbiamo 
osservato' (§ 13) che vi sono fondate ragioni per ritenere che nei 
Compartimenti a debole natalità anche le spose novelle cercano 
di ritardare la prima nascita; ma a mano a mano che l'età al ma
trimonio aumenta, questo desiderio si affievolisce e la feconda
bilità media aumenta, tanto che le donne anziane al matrimonio, 
presentano fecondabilità media non molto differente a qualunque 
Compartimento appartengano. E poichè non sembra logico pen
sare che l:na causa fisiologica agisca per. le donne giovani sì e per 
le anziane no, abbiamo concluso che la più bassa fecondabilità 
media delle spose giovani e delle età centrali dei Compartimenti 
a bassa natalità, debba imputarsi in parte considerevole a cause 
di indole sociologica. Ma, come abbiamo notato (§ 13, fine), sif
fatta deduzione, non porta ad escludere che queste forti differenze 
di fecondabilità siano dovute in parte anche a fattori biologici, 
i quali non debbono considerarsi in contrapposto ai fattori so
ciologici. 

Orbene, l'esame della fecondabilità nei primi due mesi sol
tanto dal matrimonio (I) permette di avvalorare l'ipotesi della 
concomitante azione delle cause biologiche. Quando infatti si 
paragonano i valori di p pei primi due mesi di matrimonio in due 
Compartimenti, il fatto che sia differente negli stessi Comparti
menti la percentuale delle donne che mettono in atto pratiche 
contracettive, non dovrebbe spostare i risultati che si conseguono, 
purchè tali percentuali rimangano costanti nel l0, 2° e 30 mese 

(I) Come abbiamo infatti ricordato (cfr. § 4), le ipotesi su cui si fonda 
il calcolo della fecondabilità possono ritenersi in gran parte valide quando 
si considerano successivi brevi intervalli; mentre le stesse ipotesi hanno 
un grado di attendibilità minore per intervalli piil lunghi. 
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di matrimonio, e le pratiche stesse raggiungano sempre il loro 
scopo (I). Questo non è sempre vero (cfr. Gini) e perciò la fecon
dabiIità è influenzata dalle pratiche contracettive in quanto non 
abbiano pieno successo. Non si può escludere ad ogni modo che 
le forti differenze esistenti fra i vari Compartimenti per le fe
condabilità del IO e 2° mese di matrimonio - differenze che sa
ranno meglio i11ustrate nel paragrafo successivo - possano, 
per lo meno in linea d'ipotesi, ricollegarsi a fattori di indole 
biologica (2) 

(I) Consideriamo ad esempio le nascite di primogeniti avvenute nel 
1936 nel corso del go, 100 e IlO mese dal matrimonio dalle donne sposate a 
21-24 anni nei Compartimenti a debole e forte natalità: 

Comparto con debole nata!. Comparto con forle nata!. 
Nati p Nati p 

9-10 mesi. 3989 4°57 
10-1 l mesi. 31 54 20·9 2755 32 . 1 

I 1-12 mesi. . 23 27 26.2 1844 33. 1 

Immaginiamo che nei Compartimenti a debole natalità, nel 40 % dei 
casi, le spose abbiano messo in atto, nel l0, 20 e ~ mese dalle nozze delle 
pratiche contracettive che abbiano impedito la fecondazione, e supponiamo 
che la corrispondente proporzione dei Compartimenti a forte natalità, sia 
del IO %. Facciamo poi l'ipotesi che le dette nascite sopra trascritte pro
vengano esclusivamente dalle madri che non hanno opposto ostacolo alla 
fecondazione. Ora, è evidente che se nei due gruppi di Compartimenti quel 
40 % e IO % di donne non avesse del tutto cercato di limitare la prole, le 
nascite che si sarebbero prodotte sarebbero state: 

Comparto con debole nata!. Comparto con forte nata!. 
Nati p Nati p 

9-10 mesi. . 55 85 446 3 
IO-II mesi. 4416 20·9 30 31 32• 1 
11-12 mesi. . 3258 26.2 2028 33. 1 

Come si vede, il valore di p rimane immutato, perchè nella [IJ (§ 4) 
il valore di p rimane ovviamente lo stesso qualunque sia il moltiplicatore 
posto contemporaneamente al numeratore e al denominatore. La conse
guenza è che se in due gruppi di popolazione è diversa la percentu~le delle 
donne che nel IO, ZO, l' mese impediscono con risultato positivo la feconda
zione, purchè siano soddisfatte le condizioni di cui sopra, i valori della 
fecondabilità nel l0 e nel ZO mese di matrimonio, rimangono immutati. 

(2) C. GINI, La fecondità della donna in relazione al problema della 
popolazione, cit.; Problemi della popolazione, cit.; Nascita, Evoluzione e 
Morte delle Nazioni, cit., Le basi scientifiche detta politica della popolazione, 
cit., ecc. 
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Siffatta ipotesi sembrerebbe anche convalidata dalla circo
stanza che per i periodi molto vicini alla celebrazione del matri
monio, esiste relazione positiva relativamente bassa fra la fecon
dabilità nel primo o secondo mese di matrimonio e la na'talità 
generale dei Compartimenti. Ecco i valori degli Indici di cogradua
zione da noi calcolati: 

TABELLA XIV 
Cograduazione I fra le fecondabilità per le diverse durate del matri

monio e la natalità generale (1936). 

Durata del m.atrim.onio Co!!,raduaziolle (l) 

IO-II mesi. . + 0.346 
11-12 mesi .. + 0.469 

1-2 anni. + 0.5 1 3 
2-3 anni. + 0.55 1 

3-4 anni. + 0.581 

4-5 anni. + 0.37 2 

5-9 anni. + 0.34 8 

Come si vede, I risulta massimo per la durata 3-4 anni, mentre 
è piuttosto basso per le durate brevi e molto lunghe (I). Il basso 
valore di I per i periodi molto vicini alla celebrazione del matri
monio può interpretarsi nel senso che la elevatezza della proba
bilità di concepimento nei primi mesi risulta in scarsa misura con
nessa a quel complesso di circostanze (di natura prevalentemen te so
ciologica) che determinano il tasso di natalità di un Compartimento. 
Ciò significherebbe, in altre parole, che sulle differenze di fecon
dabilità dei primi mesi di matrimonio nei singoli Compartimenti, 
hanno scarsa influenza i fattori sociologici determinanti il grado 
di natalità delle Regioni d'Italia; e pertanto le differenze stesse 
possono anche in certa misura imputarsi a fattori di indole bio
logica. 

2) In molti Compartimenti si nota una diminuzione di 
fecondabilità dal 1930 al 1936 per molte durate del matrimonio. 

(l) Il basso valore di I per le durate 4-5 e 5-9 anni, può forse attribuirf'i 
al fatto che i valori di p per tali durate, differiscono di molto poco da Com
partimento a Compartimento e le differenze possono anche attribuirsi in 
parte a cause accidentali, dato lo scarso numero di osservazioni su cui 
sono basati i calcoli. Non si può però ripetere la stessa osservazione per i 
valori che I assume per le durate IO-II e II-12 mesi. 
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CosÌ ad esempio, si verifica in Piemonte, Lombardia, Venezia Tri
dentina, Veneto, Emilia, Toscana, Marche. In altri Comparti
menti, come la Campania, si ha leggero aumento delle feconda
bilità per quasi tutte le durate del matrimonio. 

3) In molti Compartimenti si verifica questo fenomeno: 
mentre, nel 1930 la fecondabilità decresceva dal l° al 2° mese di 
matrimonio, nel 1936, la fecondabilità del 2° mese, risulta più 
elevata di quella del l° mese. Ciò avviene in maniera più accen
tuata in Liguria, Veneto, Venezia Giulia, Emilia, Toscana, Lazio, 
Abruzzi, Campania, Puglie. 

In altri Compartimenti, la differenza fra il valore di p del 
l° e 2° mese si attenua passando dal 1930 al 1936: cosi avviene in 
Lombardia, Umbria, Sardegna, Sicilia. In complesso per 14 su 18 
Compartimenti, sembra avere agito una causa che avrebbe prodotto 
una diminuzione di fecondabilità nel l° mese cd un aumento della 
fecondabilità del 2° mese. Per spiegare siffatto comportamento, 
si può ricorrere alla ipotesi che dal 1930 al 1936 siano andati gene
ralizzandosi i viaggi di nozze anche per effetto delle note facili
tazioni accordate dalle Ferrovie dello Stato. Il Gini, fin dal 1924 
osservava infatti (I): « Colleghi professori di ostetricia mi informano 
che è particolarmente frequente, durante il l° mese di matrimonio, 
il caso di mestruazioni ritardate, probabile indice di gravidanze 
interrotte all'inizio, fatto che essi mettono in relazione con le 
fatiche del viaggio di nozze e con traumi derivanti dalle coabita
zioni ripetute». Ora è evidente che se dal 1930 al 1936 si ebbe 
aumento del numero dei viaggi di nozze, questa circostanza po
trebbe spiegare la inversione in questione. 

§ 17. - LE FECONDABILITÀ NEL l° E 2° MESE DI MATRIMONIO 

IN GRUPPI DI COMPARTIMENTI. 

Allo scopo di esaminare quale grado di attendibilità può avere 
l'ipotesi della influenza dei viaggi di nozze nell'abbassare la fecon
dabilità nel l0 mese di matrimonio, abbiamo costruito la seguente 
Tabella, nella quale i Compartimenti sono raggruppati in tre 
Gruppi di 6 Compartimenti ciascuno, di cui il l° comprende i 
Compartimenti con debole diminuzione percentuale della natalità 

(I) C. GINI, Prime ricerche ecc., cit., pago 322. 
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dal 1930 al 1936; il 20, i Compartimenti con media diminuzione, . 
ed il 30 i Compartimenti con forte diminuzione (I). 

Dal Grafico XII nel quale sono rappresentati i valori della 
Tabella XV, si desume: 

I) Considerando le donne di ogni età, nel 1930, la feconda
bilità nei l° mese era superiore alla fecondabilità nel 2°, ed anzi 
il divario andava regolarmente aumentando passando dai Com
partimenti con debole a quelli con media e forte diminuzione 
della natalità. 

2) Nel 1936, sempre per le donne di ogni età, nei Comparti
menti a debole e media diminuzione della natalità, la feconda
bilità nei l0 e 2° mese, tende quasi ad eguagliarsi, mentre nei 
Compartimenti a forte diminuzione della natalità, la feconda
bilità del 2° mese, diviene decisamente superiore a quella del 
l0 mese, per modo che risulta invertita la situazione del 1930 (2). 

Questa stessa inversione dal 1930 al 1936 si verifica inoltre per 
tutte le classi di età considerate nei Compartimenti a forte dimi
nuzione e in alcune delle classi di età dei Compartimenti a media 

(I) Ecco i Compartimenti d'Italia ordinati per diminuzione percen
tuale della natalità dal 1930 al 1936: 

Compart. con fort~ 
ùiminuz. natalità 

Compart. con media 
diminuz. natalità 

COlupart. con (h~hol{' 
diminuz. natalità 

Umbria. . 21,5 % Marche 18,2 % Lazio. 14.4 % 
Piemonte. 21,1 % Lombardia. 18,0 % Lucania.. 14,4 % 
Emilia. 20,4 % Venezia Giu. 15,5 % Puglie. .. I3,8 % 
Abruzzi 19,9 % Sicilia. 15,4 % Campania. 12,3 % 
Liguria. . 18,8 % Veneto 15.3 % Calabria II,8 % 
Toscana. 18,4 % Venezia Trid .. 15,1 % Sardegna. 8,6 % 

(2) Calcolando il coefficiente di correlazione r fra la diminuzione per
centuale della natalità dal 1930 al 1936 ed il rapporto percentuale della 
fecondabilità nel l0 mese (= 100) alla fecondabilità del 2° mese di matri
monio nell'anno 1936, si ottiene il valore + 0>44. Questo valore sarebbe 
certo notevolmente più alto se non agisse la perturbazione dell' Umbria 
che molto presumibilmente, a causa dello scarso numero delle osservazioni, 
pur presentando la più forte diminuzione percentuale della natalità (21,5 %), 
ha rapporto molto basso (57,8). Ad ogni modo, questo valore di r sta a 
significare che i Compartimenti che hanno visto scendere più fortemente 
la loro natalità, sono quegli stessi che presentano in grado maggiore l'in
versione della fecondabilità, nei primi 2 mesi del matrimonio, nel senso 
che in essi, nel 1936 risulta più elevata la fecondabilìtà nel 2° mese e più 
bassa quella del l0 mese, contrariamente a quanto si verificava nel 1930. 
Risulta pertanto confermata anche per questo verso l'interpretazione data 
nel testo al Grafico XII. 
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diminuzione della natalità. Laddove si verifica una diminuzione 
di fecondabilità nel l° mese, sembra verificarsi quasi un aumento 
di compenso nel 20 mese. 

3) Considerando tutti i Compartimenti insieme, si rileva 
ancora la stessa inversione dal 1930 al 1936, visibile non soltanto 
per le donne di ogni età, ma anche per le classi 21-24, 25-29, 30-34 : 
evidentemente, dunque, la fecondabilità dei Compartimenti con 
forte diminuzione della natalità, ha un peso preponderante nel 
determinare la fecondabilità per tutto il Regno. 

TABELLA XV 
Fecondabilità delle primiPare nel l° e 2° mese di matrimonio in grupPi 

di Compartimenti e per classi di età al parto. 

FECONDABILITÀ 

I 9 3 --;:--- I I 9 3 6 

Età al parto IDonne ---F.t,l~;~~--- ~on:~ 

_____ n_el _____ ----'-_-l~_-_20_'_1_2I-24T~=:I:--: ~~~i III~~:oT:,-241 ~S~2~-'~~ _~~i 

IO mese 

2° mese 

l° mese 

2 0 mese 

IO mese 

2° mese 

IO mese 

2 0 mese 

Compartimenti con debole diminuzione della natalità 

· . . . . .125.3131,9[31,91 34,2130,51133.3131 '°131 '91 25 '71 30 ,6 
· ..... 35,026,8 26J 23,1 27,9 1 23,2 33,1 20,7 34,6 30,4 

Compartimenti con media diminuzione della natalità 

· ..... 132'4134.3133,6124,8133'°1:[3°'913°'7126,6127'5128,6 
· ..... 22,728,228,827,7127.3,19,226,7 30,] 27,027. 2 

Compartimenti con forte diminuzione della natalità 

.135'5133'5129'°129.6132'31125'4119'9[21'4125 ,01 21
,J 

. 21,619.3 26,9 18,7 21,7 26,8128,626,127,827,7 

RE G N ° 
. 13°'6133'3131'8129'3132'°113°'6128'1126'8126'2127'5 
.127'425,2127'523'525'9 22,829,529,029,828,5 

Il fatto che la diminuzione della fecondabilità nel l° mese 
si manifesta in maniera evidentissima pei Compartimenti a forte 
diminuzione della natalità (Piemonte, Liguria, Emilia, Toscana, 
Umbria, Abruzzi) può spiegarsi considerando che in questi Com
partimenti, per effetto di migliori condizioni economiche, abbiano 
avuto più larga diffusione i viaggi di nozze. Anche il fatto che l'in
versione in questione non si verifica per le donne di tutti i Com
partimenti dell'età di 15-20 anni, può spiegarsi con la circostanza 

9 
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può tuttavia usare anche l'intervallo protogenesico per studiare la 
facilità al concepimento di donne di differenti età al matrimonio. 

b) Fecondabilità (P) e lecondabilità media (F). - La fecon
dabiIità, proposta dal Gini nel 1924, dà, in certe ipotesi, la pro
babilità che, in regime matrimoniale, all'infuori di ogni pratica 
contracettiva e da ogni astensione dai contatti sessuali dirette 
a limitare la procreazione, la' donna venga fecondata durante 
un periodo mestruale. 

c) Distribuzioni percentuali. - Con questo metodo, l'esame 
particolareggiato delle distribuzioni può dar modo di scorgere 
caratteristiche che, al contrario, sfuggirebbero in base all'esame 
degli indici sintetici. 

d) Percentuali dei concepimenti nei primi tre mesi del ma
trimonio. - Questo rapporto - proposto dal Gini - è approssi
matiVamente uguale al rapporto fra le nascite registrate fra il 90 
ed il 120 mese dal matrimonio ed il numero delle donne maritate 
che non hanno partorito nei primi mesi del matrimonio. 

e) Concentrazione nel tempo deUe nascite dei primogeniti (R*). 
- E questo un metodo da noi proposto e consiste essenzialmente 
nella estensione del concetto di concentrazione ad eventi della 
stessa specie che si verificano in successive unità temporali. Il 
valore dell'indice R* fornisce il grado di diluizione nel tempo 
degli eventi considerati, risultando tanto più elevato quanto 
maggiore è l'addensamento degli eventi su alcune unità temporali. 

Un caso particolare di concentrazione del tempo si ha per le 
distribuzioni monotone decrescenti quali sono appunto le distri
buzioni delle nascite dei primogeniti in funzione della distanza 
dal matrimonio. Per queste distribuzioni, l'ipotesi di massima con
centrazione si verificherebbe nel caso che tutte le nascite avvenissero 
fra il 90 e il 10° mese di matrimonio; mentre l'ipotesi di equidistri
buzione si avrebbe nel caso in cui, ad es. il 25 % del totale delle na
scite avvenisse entro il 25% del tempo massimo considerato per la 
nascita del primogenito (ad es. IO anni), il 50 % delle nascite si 
verificasse entro il 50 % del tempo massimo, ecc. 

In questo caso particolare, però, la curva di concentrazione 
nel tempo coincide con la curva di graduazione, ed R* risulta 
una combinazione lineare di Ip (cfr. Appendice). 

III. - Il materiale utilizzato, quasi tutto inedito, corte
semente fornitoci dall'Istituto Centrale di Statistica, non si rife
risce propriamente ai primogeniti nati in periodi successivi da uno 
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stesso gruppo di matrimoni, ma sibbene ai primogeniti nati in un 
certo periodo, da matrimoni contratti in periodi anteriori, diver
samente remoti. E stato tuttavia accertato dal Gini che siffatta 
circostanza non sposta apprezzabilmente i risultati che si' otten
gono sull'uno o sull'altro materiale. 

Le nostre elaborazioni si riferiscono in parte al 1930, primo 
anno nel quale venne eseguita in Italia l'elaborazione e la pubbli
cazione dei dati relativi alle nascite dei primogeniti in funzione della 
distanza dal matrimonio, ed in parte al 1936, ultimo anno pel 
quale erano disponibili i dati medesimi, nel periodo nel quale ini
ziavano i calcoli della presente nota. Per quasi tutte le distribu
zioni disponibili, sono stati calcolati gli indici IP (Intervallo proto
genesico), F (fecondabilità media) e R* (concentrazione nel tempo 
delle nascite dei primogeniti). In base ai dati disponibili, non è 
stato possibile calcolare la percentuale dei concepimenti nei primi 
tre mesi dal matrimonio, in quanto, come abbiamo ricordato, le 
nascite sulle quali si è operato, non provenivano dallo stesso gruppo 
di matrimoni, ma bensÌ da matrimoni diversamente remoti nel 
tempo. 

IV. - L' lp è molto diverso nei vari Compartimenti. Esso 
aumenta dal 1930 al 1936 e risulta più elevato nei Compartimenti 
che hanno bassa natalità. Inoltre, fra gl'indici lp, F ed R* dei 
vari Compartimenti esiste fortissima correlazione, il chè significa 
che i tre indici, nel caso in esame, dicono tutti e tre la stessa 

cosa. 
V. - Studiando le distribuzioni di primogeniti in funzione 

delI' età al parto in tre gruppi di Compartimenti (Compartimenti 
con debole, media, forte natalità) si osserva che col crescere del
l'età al parto, aumenta l'lp e corrispondentemente diminuisce 
la concentrazione, cosa che si spiega considerando che, almeno in 
parte, a parità di condizioni, più l'intervallo è lungo e maggiore 
risulta l'età al parto. E anche vero però che le donne che partori
scono in età più elevata, appartengono di frequente ai gruppi di 
donne meno fecondi e pertanto l'aumento dell' l p al crescere 
dell'età, può, fino ad un certo punto, interpretarsi come una di
minuzione della fecondità della donna al crescere dell'età. Ciò 
viene confermato dai valori della fecondabilità media che risul
tano anch'essi decrescenti con l'aumentare dell'età al parto. 

VI. - Dal 1930 al 1936 si accentua l'eterogeneità dei 
Compartimenti Italiani tanto per la natalità generale, quanto per 
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l' Ip. Inoltre, nei vari Compartimenti, la variabilità di Ip cresce 
con l'aumentare dell'età al parto, il chè si spiega fino ad un certo 
punto considerando che, mentre per le donne anziane al parto, 
a causa del loro più lungo periodo di convivenza coniugale, l'in
tervallo può risultare più breve o più lungo, per le donne giovani 
al parto, al contrario, il periodo della convivenza coniugale è ne
cessariamente contenuto entro limiti molto più ristretti, il chè 
produce appunto un restringersi del campo di variazione di Ip. 

VII. - Studiando le distribuzioni dei primogeniti in funzione 
dell' età al matrimonio, si osserVa che l'intervallo più breve si ha 
fra i 21 e i 29 anni al matrimonio pei Compartimenti a forte e 
media natalità, mentre le donne più giovani o più anziane, hanno 
intervallo più lungo. Comportamento del tutto differente, hanno 
i Compartimenti a debole natalità: difatti, in questi. l'Ip Va 
regolarmente decrescendo al crescere dell'età al matrimonio. 
I valori R"" ed F confermano perfettamente questi risultati. Si 
deduce allora: 

a) Le donne molto giovani al matrimonio (- 21 anni) o 
troppo anziane (+ 30 anni) nei Compartimenti a forte e media 
natalità hanno più bassa probabilità di concepire il primogenito. 

b) Pei Compartimenti a bassa natalità, l'aumento della 
probabilità di concepire il primogenito al crescere dell'età al ma
trimonio, può interpretarsi nel senso che in questi Compartimenti, 
nei quali è largamente diffusa la limitazione volontaria della prole, 
anche le donne giovani o delle età centrali, tendono a ritardare la 
nascita del primogenito, sicure come sono di poterlo avere in 
seguito. Ma a mano a mano che l'età al matrimonio si fa più aVan
zata, questa sicurezza verrebbe gradatamente meno e le pratiche 
contracettive verrebbero messe più difficilmente in uso. Ciò ri
sulta provato anche dai coefficienti di correlazione fra tasso gene
rico di natalità nei Compartimenti e intervallo protogenesico per 
le varie classi d'età al matrimonio. L'influenza del fattore volon
tario deve essere notevole nella determinazione di questo feno
meno, perchè altrimenti non si spiegherebbe per quale ragione le 
donne anziane al matrimonio presentano Ip e fecondabilità media 
poco differente nei tre gruppi di Compartimenti (la variabilità 
dell'intervallo nei Compartimenti decresce rapidamente dall'età 
21-24 all'età 35-39). Non si può tuttavia escludere l'ipotesi del
l'influenza di fattori biologici sul fenomeno in questione (cfr. n. X). 

Nei singoli Compartimenti l' I P per l'età 15-20 al matri-
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monio è sempre superiore all'intervallo dell'età successiva, il chè 
induce a ritenere fondata l'ipotesi sulla minore fecondità generale 
della donna molto giovane (- 21 anni). Ciò potrebbe essere per 
lo meno in parte la conseguenza del fatto che fra le giovanissime 
spose, una maggiore frequenza della verginità, possa produrre una 
minore fe{;ondabilità delle primipare. 

VIII. - Considerando l'I P nei singoli compartimenti in 
relazione all' età al parto ed alla natalità, si può rilevare che, 
nel complesso, risultano confermate le conclusioni tratte in base 
allo studio per l'età al matrimonio. Ciò si spiega osservando che 
sotto l'età al parto si cela per così dire, in molti casi, l'età al ma
trimonio, nel senso che le donne che hanno il primogenito ad una 
certa (classe di) età, appartengono in notevole misura a quella 
stessa classe di età al matrimonio. 

IX. - La fecondabilità delle primi pare decresce rapida
mente con l'aumentare della distanza dal matrimonio, tanto se si 
considera l'età al parto, quanto se si considera l'età al matrimonio; 
ed inoltre, in ciascun gruppo di età e di Compartimenti (a forte, 
media e bassa natalità), la fecondabilità per le varie durate del 
matrimonio, risulta poco differente per l'età al parto cd al ma
trimonio. 

X. - Le fecondabilità per le diverse durate del matri
monio nei singoli Compartimenti, sono molto differenti fra loro, 
ed in generale si verifica che i più elevati valori di p si hanno pei 
Compartimenti ad alta e media natalità. Per quanto i valori della 
fecondabilità media in funzione dell'età al matrimonio nei gruppi 
di Compardmenti inducano a pensare che sui detti valori influisca 
in maniera considerevole il desiderio di ritardare la nascita del 
primogenito (cfr. n. VII), pur tuttavia non sembra potersi esclu
dere, per lo meno in linea d'ipotesi, che specialmente le forti diffe
renze fra i valori della fecondabilità nel l0 e nel 20 mese di matri
monio nei vari Compartimenti, possano imputarsi a ragioni di 
carattere biologico. Infatti, la circostanza che in due Comparti
menti sia diversa la percentuale delle spose che impediscono con 
effetto positivo la fecondazione, non influisce sui valori della fecon
dabilità del l0 e 20 mese di matrimonio, qualora siano soddisfatte 
determinate condizioni. D'altra parte, non esiste contrapposto 
fra fattori sociologici e fattori biologici, e pertanto, l'ipotesi del
l'influenza di questi ultimi non si contrappone alla constatata 
influenza dei fattori sociologici 



XI. - Analizzando più da VIClllO la fecondabilità del l° 

e del 20 mese di matrimonio, si può esservare che, mentre nel 1930 
la fecondabilità del l0 mese era superiore a quella del 20 mese, 
nel 1936, tale differenza si attenua, e nei Compartimenti nei 
quali più forte fu la discesa della natalità (dal 1930 al 1936), si 
produce addirittura un'inversione nel senso che risulta più elevata 
la fecondabilità del 2° mese, e più bassa quella del l0. Lo stesso 
fenomeno si manifesta quando si considera il complesso dei Com
partimenti. Questo mutamento dal l0 al 20 anno considerato della 
fecondabilità dei primi due mesi dal matrimonio, molto più ac
centuato nei Compartimenti aventi migliori condizioni economiche, 
sembra potersi connettere al fatto che dal 1930 al 1936 avrebbero 
avuto più larga diffusione i viaggi di nozze, facilitati dalla apposita 
concessione introdotta dal 1932 dalle Ferrovie dello Stato. Secondo 
opinioni di ostetrici riportate dal Gini, sembra infatti accertato 
che gli strapazzi causati dal viaggio di nozze, producano spesso 
mestruazioni ritardate, probabili indici di gravidanze interrotte 
all'inizio. 
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APPENDICE 

Sulla concentrazione di un fenomeno nel tempo 

1. - LA CONCENTRAZIONE IN GENERALE. 

E noto che la concentrazione di un carattere viene misurata 
mediante il rapporto di concentrazione del Gini (I) che è dato da : 

n-l 

1: (Pi -qi) 
R = i = 1 [I] 

dove: Pi è la frazione di individui o casi in cui il carattere presenta 
una intensità inferiore a un dato limite; e q/ è la frazione del
l'ammontare del carattere che compete a tali casi o individui. 

q 

Se in un diagramma carte
siano ortogonale si portano sul
l'asse delle ascisse i valori p i e 
sull'asse delle ordinate i valori 
qi e si fa passare una linea con
tinua per le estremità delle or
dinate' si ottiene la ben nota 
curva di concentrazione che è 
ascendente da sinistra a destra 
e convessa rispetto all'asse delle 
ascisse (2). 

Ora, si può molto facilmen
te dimostrare (3) che, quando 

(I) C. GINI, Sulla misura della concentrazione e dell(~ variabilità dei 
caratteri, in: ~Memorie di lYletodologia statistica" Vol. I, Variabilità e concen
trazione, Giuffré, Milano, J 939, pag, 364, formala I!. 

(2) In luogo della curva disegnata nella fig, I, potrebbero costruirsi 
altre curve, perfettamente equivalenti a quest'ultima, scambiando gli assi, 
ovvero considerando, anzichè i valori p e q i loro complementi all'unità, 
cioè: I-P e I-q (cfr. C. GIN!, Memorie di Metodologia statistica, cito pago 387). 

(3) C. GINI, llJemorie di metodologia statisticrt, cito pag, 390. 



cresce il numero dei casi osservati, il rapporto [I] tende al valore 
del rapporto dell'area compresa fra la curva di concentrazione e 
la retta di equidistribuzione (area di concentrazione) all'area del 
triangolo OBe che rappresenta l'area di concentrazione massima. 
(Fig. I). 

Quando - come accade quasi sempre - le intensità del 
carattere sono raggruppate in classi più o meno ampie, il calcolo 
di R viene fatto in modo approssimato con la formola (I) : 

R 

r 

~ (i" + il; -l - r) Sk 
k I 

(il --- I) An 
-I [2] 

nella quale: i k sta ad indicare il numero degli individui o casi 
in cui il carattere presenta un'intensità inferiore a un dato limite; 
Sk, l'ammontare del carattere cadente nella classe elI-esima; n, 
il totale degli individui o casi, ed An, la somma degli Sk, ossia l'am
montare totale del carattere. 

Altra misura della concentrazione si ottiene calcolando l'in
dice di concentrazione lì in base alla formola (2) : 

l ~ li, l~ It-m+l 

1: a, 
'-l 

;l 

dove ili, a~ . .... a, .... a" sono le intensità di n fenomeni indi
viduali dai quali risulta costituito un fenomeno collettivo A. Le 
intensità a, sono graduate in modo che risulti: 

quindi m sta a rappresentare gli ultimi m fenomeni individuali 
della graduatoria mentre n è il totale dei fenomeni individuali 

" studiati e 1: a, è l'ammontare totale del carattere. 

N cl caso dei redditi globali accertati e tassati il valore di lì 
nella [3J (formola che si adatta abbastanza bene a questi tipi di 

(I) C. CDii, .l/ell/orie di metodologùJ slatistiw, cit., pago 360, formola 15. 

(z) C. GINI, ;1Iemorie di metodologia statistica, cit., pago H. 
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distribuzione), indicherà l'esponente a cui conviene innalzare la 
frazione dei redditi accertati e tassati posseduta dai censiti con 
reddito più elevato, per ottenere la frazione dei censiti che la pos
siede. 

Il valore di ~ può ottenersi applicando i logaritmi alla [3J, 
d$.!~~l1È!!~nd()_ !al!~~yalorLçli}_ qg?:ntLsono i.YéLlgriALf e facendo 
infine la media dei vari iìi • Con un secondo metodo, applicando 
sempre i logaritmi alla [3J si perviene al valore di iì per mezzo di 
un'interpolazione eseguita col metodo di Cauchy (I). 

2. - VARIE SPECIE DI CONCENTRAZIONE: A) CONCENTRAZIONE 

INDIVIDUALE E FAMILIARE. 

Lo stesso Gini (2) distingue vari tipi di indici di concentrazione 
in relazione ai vari modi di intendere e di studiare la concentrazione 
stessa. E evidente che un qualsiasi carattere quantitativo fisico, 
intellettuale, morale o economico può essere studiato nei riguardi 
della sua distribuzione fra le persone di una data popolazione, 
ovvero fra le famiglie di una data popolazione. Siamo nel caso 
di concentrazione individuale o familiare. Analogamente, sarem
mo nel caso di concentrazione individuale se studiassimo la con
centrazione del carattere: numero dei petali in una specie di 
fiori, per una certa raccolta di esemplari. Nel Caso di concentra
zione individuale, la curva viene costruita, come abbiamo già 
detto (cfr. n. I), ponendo: 
p (ascisse) = frazione di individui in cui il carattere presenta 

un'intensità inferiore a un dato limite; 
q (ordinate) = frazione dell'ammontare del carattere che com

pete ai Pi individui. 

3. - B) CONCENTRAZIONE TERRITORIALE. 

Il Gini (3) propone anche di misurare la concentrazione ter
ritoriale, ossia la concentrazione di un carattere quantitativo, 
fra le circoscrizioni territoriali di uno Stato. Cosi ad esempio, se 
si vuole studiare il fenomeno: concentrazione della popolazione 
nel comuni, si pone, nella solita rappresentazione grafica: 

(I) C. GIN!, Memorie di Jfetodologia SIMistica, cit., pag. 1]-17. 
(2) C. GINI, Memorie di Jletodologia Statistica" cit. pago 9. 
(3) C. GINI, Memorie di Metodologia Statistiw, cito pago 9 c 127-13°. 

/'- i 



14° 

p (ascisse) = frazione dei comuni sul totale dei comuni consi
derati, in cui la densità della popolazione è inferiore ad un 
dato limite; 

q (ordinate) = frazione dell'ammontare della popolazione che 
compete a tali comuni. 

Volendo invece applicare la [3J per ottenere l'indice di concen
trazione a, si dovrebbe porre: 

n =-"CO superficie totale dello Stato; 

m = superficie dei distretti a popolazione più densa di un certo 
limite; 

n 

~ ai = popolazione della superficie totale; 
; c 1 

n 

2: ai = popolazione della superficie dei distretti a popo-
i -- n m+l 

lazione più densa di un certo limite. 

4. - C) CONCENTRAZIONE NEL TEMPO. 

Il concetto di concentrazione può, a nostro avviso, essere 
anche esteso alle serie storiche di frequenza. 

Sia TI, TII, .... TN una successione di unità temporali (per 
esempio: i successivi giorni di un mese; i successivi mesi di 
calendario da una certa data in poi, ecc.), in ciascuna delle quali 
può verificarsi un certo evento E con la rispettiva frequenza 
(assoluta) II, III, ....... ·IN. 

Ordiniamo le N unità temporali non già secondo il loro natu
rale ordine di successione: I, II, III, ... N, bensì secondo l'in
tensità delle rispettive frequenze, facendo in modo che ogni fre
quenza sia inferiore o uguale alla successiva. Ogni frequenza I 
ed ogni unità temporale 1" verranno ad assumere un nuovo posto 
nella nuova successione. In questa, ogni frequenza, sarà contras
segnata dall'indice I, II, III, ... N, che ci ricorda l'ordine primi
tivo naturale della successione; e dall'indice 1,2,3, ... n (n = N) 
che sta ad indicare il posto o numero d'ordine che la frequenza 
stessa (e la sua corrispondente unità temporale) assume nella gra
duatoria crescente delle frequenze. Così, date le successioni: 

(a) 



dopo aver compiuto il nuovo ordinamento, potrà risultare, ad 
esempio: 

'TIII , 1; 't'I J 2; '!'rv, 3; "rN, 4 ; TI I ) n 

IIlI'!:5. 11,2:5. IIV'3 ~ IN'4 < ... ~ fII,,, 
( b) 

dove ad es. "IV, ~ significa che la 4a unità temporale considerata 
nel suo naturale ordine di successione, occupa il terzo posto nella 
successione delle unità temporali ordinate per intensità crescenti 
delle rispettive frequenze; similmente ":Nd significa che l'ultima 
unità temporale occupa il 4° posto nella nuova successione, essendo 
IN al 4° posto nella graduatoria crescente delle frequenze, e cosi via. 

N elle successioni (b), considerando scritto il solo indice I, 2, ... 11, 

si ha: 

iI <12 -sIa -S ... ~./" 
Per due qualsiasi valori (i, l) di k (k = 1,2, .. i .. n), 

che sia i < l, sarà: 

da cui : 

i 
<- l 

(c) 

tali 

e, nel caso particolare in cui sia l = n, cioè quante sono ll1 com
plesso le unità temporali, si ha : 

i 

:Eh 
_k~_l __ < i 

- n 

il chè vuoI dire che il rapporto tra la somma delle frequenze dal 
posto I al posto i-esimo e la somma totale delle frequenze, è sempre 
inferiore al rapporto tra il numero d'ordine del posto considerato 
e il totale delle unità temporali (I). Per conseguenza, se, nella 
consueta rappresentazione grafica, si pone: 

(I) Cfr. C. GINI, llIemorie di il1etodologia Statistica, cit .. pago 361. 



p (ascisse) = frazione del numero delle unità temporali sul to
tale N nelle quali l'ammontare del carattere (frequenze) non 

, . 
supera un certo limite, ossia i valori di ~~ nella [4]. 

n 
q (ordinate) = .frazione dell' ammontare totale del carattere (fre-

quenze) che compete a quelle unità temporali, ossia i valori 
i 

h tk 
li. I della [4], si ottiene evidentemente la curva di concen-

It 

~ t" 
kd 

trazione del fenomeno studiato nel tempo, curva che sarà 
sempre convessa verso l'asse delle ascisse (I) 

Se nella [4] si pone: 

i n 

~ t" = F ,; ~ t" = Fi,; Fi/Fil = ql; iJn = Pi 
" l },d 

SI ottiene: 

[5] 

dove i simboli hanno il medesimo significato di quelli usati nella [IJ. 
La concentrazione nel tempo è tanto più forte per quanto maggiore 
è la disuguaglianza [sJ, ossia, quanto maggiore è la differenza 

assoluta Pi - qi o la differenza relativa P.;~q~. E per tale ra

gione che in generale, per avere una misura della concentrazione, 
si assume la [I], che non è altro che la media ponderata degli 

n - I valori Pi-~q~ (2). 

Pi 
La concentrazione nel tempo si dirà perfetta quando le fre

quenze con cui si verifica il fenomeno nelle varie unità temporali 
siano uguali a zero in n -< I casi ed uguali ad F k in un sol caso. 
Sarà allora, per gli n -- I valori di i, qi = O, p. - qi = pi, ed il 
valore della [I] sarà pari all'unità. 

Se in tutte le unità temporali il fenomeno si presenta con la 
stessa frequenza, in modo che sia per tutti gli n - I valori di i, 
p, = ql, il numeratore della [I] sarà sempre zero, e quindi zer.) 
sarà anche il valore della intera frazione. 

(I) C. GINr, JUemorie di Jletodvl0titcJ St'l/istic{/" cit., pago 387. 
(2) C. GINr, Jfemorie di l'.Ie/odologia SIi~tis/iC!t, cito pago 36-l. 



5. - CASO PARTICOLARE DI SERIE STORICHE DI FREQUENZA MO

NOTONE. 

Vediamo ora che cosa avviene nel caso particolare in c.ui gli 
eventi sì verificano nelle successive unità temporali con frequenze 
non mai decrescenti o non mai crescenti, ossia nel caso in cui le 
serie di frequenza studiate, siano monotone. Possono dunque 
aversi due casi: 

a) Nel caso che le frequenze sono non mai decrcsccllti, si 
hanno le successioni: 

't'l,l; 't'II, 2; 't'III, 3; 't'n', 4; •.. ; 't'N, k 

Ird :S/rr'2 -:: /1II'3 < IrV'4 < ... S/N,k 
cIOe: la successione delle unità temporali, rimane quella naturale 
anche dopo aver compiuto l'ordinamento delle unità stesse se
condo la graduatoria crescente delle rispettive frequenze. 

Se, nella consueta rappresentazione grafica, si pone: 
p (ascisse) == frazione del numero delle unità temporali sul to

tale n, nelle quali l'ammontare del carattere (frequenze) non 

supera un certo limite, ossia i valori ."'--- della [4] ; 
. n 

q (ordinate) = frazione dell'ammontare totale del carattere (fre
quenze) che compete a quelle unità temporali, ossia i valori 

" 
~ tk 

k ~ l 

della [4], si ottiene la curva di concentrazione del carattere 
(frequenze). 

Il massimo di concentrazione si avrà in questo caso nell'ipo
tesi in cui il totale Fk delle'frequenze si addensa tutto sull'ultima 
delle unità temporali considerate nel loro ordine naturale. L'equi
distribuzione si ha nel caso in cui l'evento si verifica con la stessa 
frequenza nelle successive unità temporali. 

b) Nel caso che le frequenze sono non mai crcscenti (come 
si verifica in generale pei primogeniti quando si considerano i 
singoli mesi dalla 93. ricorrenza mensile dal matrimonio in poi) 
si hanno le successioni: 

't'N >l; 't'(N-I),2; 't'(N ,-2), 3; ••. 't'Il, (k-I); 't'I, k 

IN.! :5./(N-I),2 ~ /(.\'-2»3 <: ... .:::: III, (k-·l) -s./r,k 



ClOe: la successione naturale delle unità temporali risulta comPle
tamente invertita dopo aver compiuto 1'ordinamento delle unità 
stesse secondo la graduatoria crescente delle rispettive frequenze. 

La curva di concentrazione sarà costruita con le stesse moda
lità indicate in a). 

q 

Il massimo di concentrazione si avrà in questo caso nell'ipotesi 

~".g.2 
Gr----------. 

in cui il totale F k delle frequen
ze si addensa tutto sull'unità 
temporale che è prima nella 
successione naturale delle unità 
e che risulta ultima nella suc
cessione delle unità stesse dopo 
aver compiuto l'ordinamento in 
base all'intensità delle frequenze. 
L'equidistribuzione si avrebbe 
invece, come nel caso precedente, i 

nell'ipotesi in cuil'evento si veri
ficasse con la stessa frequenza 
nelle successive unità temporali. 

Vedremo fra breve che -
allorquando la serie storica delle 

frequenze risulta non mai cres,~'ente - la curva di concentrazione 
delle frequenze stesse coincide con la curva di graduazione (rela
tiva) degli eventi graduati secondo l'intervallo di tempo interce
dente fra il verificarsi dell'evento considerato ed una certa ori
gine (cfr. n. 7). 

6. - IL RAPPORTO R* DI CONCENTRAZIONE NEL TEMPO. 

Una volta determinata la poligonale di concentrazione di un 
fenomeno nel tempo, si può misurare la concentrazione stessa nel 
modo seguente. 

Data la poligonale iscritta nel quadrato di lato = l che per 
semplicità immaginiamo tracciata in base a soli tre punti C, D, E 
(fig. 2), il valore del Rapporto di concentrazione R* (I), poichè 
Area ABF = 1/2 sarà dato da : 

(I) Indichiamo con R* il rapporto di concentrazione delle frequenze 
nel tempo per differenziare quest() indice dall'indice R del Gini, che, com'è 
noto, serve a misurare la variabilità. relativa dei caratteri (cfr. n. IO). 
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1/2 -Area AEDCBF R = -_ .. - ... -.------.. -----. = I -2 Area AEDCBF [6J 
1/2 

Ora: 

d Pl ql , . '. go + gl (P P ) d' P I) ove -.-;- puo scnversl. --.. '_.. l - li essen o. qo = U c=oo 

~ t:", .. 
I "' 

qa+ 1 ( 1) , . .. qS+q4( ) d' e -2 I-lJIIl puo scnverSl. -z P4-P3 essen o. q4 = P·l = I. 

Avremo dunque in generale per n punti: 

i=O 2 

E, III base alla [6J, 

" R = I - I: (qi + qi+l) (Pi+l- Pi) [7J 
i=O 

7. - QUANDO LA SERIE STORICA DELLE FREQUENZE RISULTA 

NON MAI CRESCENTE, LA CURVA DI CONCENTRAZIONE COINCIDE 

CON LA CURVA DI GRADUAZIONE RELATIVA DEGLI EVENTI 

SECONDO L'ISTANTE IN CUI ESSI SI VERIFICAEONO. 

Abbiamo detto che nel caso che la serie storica delle fre
quenze di un evento sia non mai crescente, la curva di concentra
zione delle frequenze nel tempo coincide con la curva di graduazione 
degli eventi, costruita graduando appunto gli eventi stessi secondo 
l'intervallo di tempo intercedente fra l'istante in cui si verifica 
l'evento ed un certo istante iniziale assunto come origine comune 
dei tempi. Un punto generico Mi di una curva di concentrazione 
delle frequenze nel tempo costruita secondo le modalità illustrate 
(cfr. n. 5 e 6), ci dice infatti che ni primogeniti sono stati generati 
al di sotto del tempo ti dalla 93. ricorrenza mensile dal matri
monio, - cosi come, un punto di una curva di graduazione per le 
stature dei coscritti, ci direbbe che vi è un certo numero di co
scritti che ha statura inferiore ad un certo limite. 

lO 



Tale coincidenza non si ha tuttavia con la curva di concentra
zione IX (figura 3) costruita ponendo sulle ascisse i valori di p e sulle 
ordinate i valori di q, ma si riscontra invece con la curva di 
concentrazione a che si ottiene riportando i valori I - q sulle 
ascisse e i valori I - P sulle ordinate. Le due curve IX e a spno 
perfettamente equivalenti perchè racchiudono una medesima 
area di concentrazione (1). 

N ella Tabella A è riportato un esempio numerico che mostra 
appunto la perfetta corrispondenza della curva di concentrazione 

Curvi c(: q 

(!urVi t: J.- f 

.A 

delle frequenze ~ con la cur
va di graduazione relativa 
degli eventi (nascite dei 
primogeniti) secondo l'i
stante in cui essi si verifica 
rono. Tale curva si ottiene 
ponendo uguale all'unità 
sia il totale delle frequenze 
(ascisse), sia il valore più 
elevato del carattere (inter
vallo di tempo fra la 9a ri

~IVYd. 0(: p C correnza mensile dal ma
durvIl !: 1- 'f trimonio e la nascita del 

primogenito: ordinate). 
L'esempio si riferisce alle nascite dei primogeniti avvenute entro 5 
anni dal matrimonio, in Sardegna nel 1936: il numero delle 
nascite nei singoli mesi è stato ottenuto dividendo le frequenze 
d'ogni classe per il numero dei mesi di cui era composta la classe. 

Come si vede dalla Tabella A, il calcolo della curva IX richiede 
l'ordinamento d"ci mesi per intensità crescente delle frequenze, 
per il chè si rende necessaria la preliminare scissione delle classi 
annuali in classi mensili. Questa scissione è stata da noi compiuta 
molto grossolanamente in considerazione dello scopo esemplifi
cativo del calcolo, ma è evidente che essa è del tutto arbitraria. 
Tuttavia ogni elaborazione delle serie originali fornite dalle stati
stiche (nati fra 9-10, IO-II, II-I2 mesi; fra 1-2, 2-3, 3-4, 5-9 anni) 
può evitarsi calcolando anzichè la curva IX, la curva di concentra
zione ò, la quale ultima non è altro che la curva di graduazione 
relativa degli eventi secondo l'istante in cui si verificarono. Otte-

(I) C. Cnn, J/elllvrie di ;lletodologia Statistica, cit., pago 387. 
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TABELLA A. - Primogeniti nati in Sardegna nel 1936 
DIST. EFFETTJVA CURVE DI CONCENTRAZIONE Cu RVA DI GRADUAZIONE 

Mesi x fral Nati nona . negli ricorrenza Nati Mesi 
mensile I nel 

ultimi 
dal ma- mese '" x mesi trimonio x 

e nascita p q 
-_ -(t-)-I-(2j (3) ""(4) 

I 9J5 I 4 
2 603 2 8 
3 43° 3 12 
4 133 4 16 
5 133 5 20 
6 133 6 24 
7 13~ 7 28 
8 133 8 32 
9 13J 9 36 

lO 13] lO 4° 
II 133 II 44 
12 133 12 48 
13 133 13 55 
14 133 14 62 
15 133 15 69 .- 16 24 16 76 
17 24 17 83 
18 24 18 90 
19 24 19 97 
20 24 20 104 
21 24 21 

"'I 22 24 22 Il8 
23 24 23 125 
24 24 24 132 
25 24 25 156 
26 24 26 180 
27 24 27 2°4 
28 7 28 228 
29 7 29 252 
30 7 3° 276 
31 7 31 3°0 
32 7 32 324 
33 7 33 348 
34 7 34 372 
35 7 35 396 
36 7 36 420 
37 7 37 553 
38 7 38 686 
39 7 39 819 
4° 4 'IO 952 
41 4 41 1085 
42 4 42 1218 
43 4 43 1351 
44 4 44 1484 
45 4 45 1617 
46 4 46 175° 
47 4 47 1883 
48 4 48 2016 
49 4 49 2446 
5° 4 5° 3°49 
SI 4 51 3954 

Curva a I Curva lì 

Ascisse Ordino Ascis- Ordino 
es 

%P %q 100-1} IOO-P 

,-~ 

Mesi x fr 
nona 

ricorren.t 
Nati al 

a disotto 
I di x mens. da 

matrim. lnesi 
e nascit' a 

Ordino !\S<.:Ì5Sl' 

0/0 n 

t n = (8) 0= (7) 
-(-~)- -(-6)-,{7)"" (8)_-=(9) (iO) (11) (12L 

f 

9,8 0,5 99,5 90,2 

19,6 l,O 99,0 80,4 

29,4 1,7 98 ,3 i 7°,6 

39,2 2,6 97,4 60,8 

49,0 3,9 96 ,1 51 ,0 

58 ,8 7'°1 93,0 41 ,2 

I 

68'61 10,0 90,0 3 1 ,4 

78 ,4 2+,1 75.9 21,6 

88,2 4°,9 .'>9, I II ,8 

92,2 47,6 52 ,4 7,8 

<]6,1 61,9 38 ,1 3,9 

100,0 100,0 0,0 0,0 

I 

l 

2 

.3 
4 
5 
6 
7 
8 
<) 

° 

9051 
1508 3,9 
1938 
2°71 7,8 
22°4 
2337 CI ,8 
2470 
26°3 
2736 
2869 

I 3002 21,6 75,9 
2 3135 1-

r 3 3268 
l 4 3401 
I 5 3534 
l 

I 
I 
I 

6 3558 31,4 90,0 
7 3582 
8 3606 
9 3630 

2 ° 3654 
2 3678 41,2 93,0 
2 2 3702 
2 3 37z6 
2 4 3750 

2 5 3774 
2 6 3798 51,0 96,1 
2 
2 
2 
3 
3 

7
81 

3822 

3829 

0
91 3836 

3843 
l 3850 00,8 97,4 

3 2 3857 
3 3 3864 
3 4 3871 

3 5 3878 
3 6 3885 7°,6 91-).:l 
3 7 3892 
3 8 389') 
3 9 3906 
4 ° 3910 

4 3914 80,4 99,0 
4 2 3'Jl8 

3 3922 4: 
44 3926 

5 3930 4. 
4 
4 
4 

(, 3934 90,2 99,5 
7 3938 
S 3942 
I) 3946 4( 

5 ° 395° 
5 I l 3954 !OO,O 100,0 



nuta cosi la curva di concentrazione ~, si può misurare la concentra
zione delle frequenze nel tempo, facendo al solito il rapporto fra 
l'area di concentrazione e l'area del triangolo ABC (fig. 3). 

Per misurare adunque la concentrazione delle nascite dei 
primogeniti nel tempo, si può, in primo luogo, costruire la curva 
di graduazione relativa di tali nascite secondo l'istante in cui si 
verificarono (= curva di concentrazione ò), ponendo (il: 

sull'as:oi(, 

delle ascisse 

i valori 

sull'asse 

delie ordi

nate i valori 

\ ni =~i ossia, percentuale delle nascite verificatesi fino 

? alla fine dell'i-esimo mese Ti; (N = N 1 + N 2 + ... N .. ) 

~ ti = -J~ ossia, percentuale del tempo trasco~so dalla 9>1 

J ricorrenza mensile dal matrimonio alla fine dell'i-esimo 
( mese Ti rispetto all'intervallo massimo considerato T. 

Si calcola poi il valore di R* in base alla [7 J, nella quale, al 
posto di q va sostituito t e al posto di p va sostituito n. La [7J di
viene pertanto: 

" R* = I - ~ (ti + ti+l) (n/H -- ni) [7 bisJ 
t-=O 

E questa la formola da noi adoperata nel testo per alcune 
delle nostre distribuzioni, e della quale è dato un esempio di ap
plicazione concreta alla nota 3 a pag. I (l. 

8.- IL RAPPORTO DI CONCENTRAZIONE R* È UN COMBINAZIONE 

LINEARE DI Ip. 

Dalla circostanza che la curva ~ (fig. 3) di concentrazione 
delle frequenze di un evento nel tempo, coincide, per le serie sto
riche di frequenza monotone decrescenti, con la curva di graduazione 
relativa degli eventi secondo l'istante in cui si verificano, deriva 
che il rapporto di concentrazione R* calcolato in base alla [7J 
o alla [7 bis] per le distribuzioni dei primogeniti, non è altro che 
una combinazione lineare della media degli intervalli Ip e dell'am
piezza T del campo di variazione del carattere. Tale ampiezza 
dev'essere ovviamente fissata in maniera uniforme per tutte le 

(I) Cfr. nota I a pago seguent . .;. 



distribuzioni da paragonare (nel nostro caso: III mesi, quanti ne 
corrono fra la ga e la IZOa ricorrenza mensile dal matrimonio), 
e da ciò consegue che, in pratica. R* è soltanto funzione di Ip. 

Si può infatti facllmente dimostrare (I) che il valore' di R* 
nella [7 bis] può calcolarsi anche con la formala seguente: 

R* = 1-2 -~}- [8] 

dove M è la media aritmetica del carattere (distanza media, espres
sa in mesi, da 9 mesi dopo il matrimonio alla nascita del primo
genito, ossia I p - 9), e T è la ampiezza del campo di variazione 

, del carattere, ampiezza che è stata posta, per le nostre distribu
zioni = III mesi. 

Si può dunque concludere che per le serie storiche di fre
quenza monotone decrescenti come quelle riguardanti i primogeniti, 

(I) Indichiamo con: 

l'v'i = nO assoluto rlclle nascite verificatesi fino alla fine rIcll'i-esimo mese Ti 

1Ij = nO percentuale delle nascite verificatesi fino alla fine <Iella stesso 
mese Ti, cioè: 

Nj 
ni ::::::::~-

N (N= N 1 + N.+." + N u ), 

ti percentuale del tempo trascorso dalla 9a ricorrenza mensile (hl ma-
trimonio alla fine dell'i-esimo mese Ti, rIspetto all'i ntervallo 
massimo considerato, cioe: 

z 
li=1" 

Il numero concreto dei nati nell'i-esimo mese è N i -- Ni-l; il numero 
percentuale è nj - ni-l' 11 calcolo della media il! = IP-9, avviene con la 
formola : 

,Con le notazioni poste, risulta anche: 

nl N, tI T -I- (n2 N - 111 N) t2 T -+ (n3 N -- n2 N) ta T + ... 
,1.1 = ----------- N -

~- [n} tI + (n2 - n 1 ) t2 -+ (na - n2) t3 +- . , , .] T 

da cui risu l t'l : 



il Rapporto di concentrazione nel tempo risulta una combinazione 
lineare praticamente solo della media IP degli intervalli (essendo 
costante il valore di T) e pertanto il rapporto stesso, non ci può dire 
molto di più sulla fecondità delle primipare, di quanto già ci dice 
lo stesso intervallo protogenesico. In altre parole, il valore di R* 
per le distribuzioni dei primogeniti sta ad indicare il grado di ad
densamento delle frequenze verso i primi mesi successivi alla 9& 
ricorrenza mensile dal matrimonio: ma tale grado di addensa
mento è caratterizzato_compiutamente dalla media Ip che ràppre
senta il baricentro del sistema e della quale R* non è altro che ullq. 
combinazione lineare. 

9. - LA CONCENTRAZIONE DI UN CARATTERE TEMPORALE PER 

DISTRIBUZIONI MONOTONE DECRESCENTI, MISURATA CON L'IN

DICE (J. DI PARETO. 

L'andamento delle curve di distribuzione dei primogeniti 
in funzione della distanza dal matrimonio, che si può desumere 
dal Grafico A, è di tipo iperbolico e risulta simile all'andamento 
delle curve di distribuzione dei redditi. Per avere perciò una misura 
approssimata della rapidità con la quale le nascite diminuiscono 
a mano a mano che ci si allontana dal matrimonio, si può fare 
ricorso, alla formola che il Pareto \1), com'è noto, propose di 
applicare per descrivere la curva dei redditi globali : 

K 
y = Xa [9J 

Ma, per la sua stessa definizione: 

I 
2 -p 

R* = ---=I-2p 

2 

nella quale, l'espressione p rappresenta, con l'approssimazione voluta, 
l'area racchiusa fra la curva di concentrazione e i due lati del triangolo 
AF e BF (fig. 2), mentre l/l. rappresenta l'area del triangolo ABF. Sicchè 
il numeratore della frazione è l'area racchiusa fra la curva e la retta di 
equidistribuzione (area di concentrazione), mentre tutta la frazione rap
presenta il rapporto fra quest'area e quella del triangolo ABF. 

Sostituendo a p il suo valore, si ha: 
111 

R* = 1-2 T 

(l) V. PARETO, Cours d'Economie Politique pro/essé à l'Université de 
Lausan!1e, 1897. 



nella quale, y è il numero degli individui che posseggono un red
dito superiore a x (limite inferiore di ogni classe di reddito), K è 
una costante da determinarsi di volta in volta, e IX è l'indice di distri
buzione. 

Passando ai logaritmi si ha la relazione: 

log y = log K - IX log x r 10J 

la quale, in un diagramma a doppia scala logaritmica, è rappre
sentata da una retta avente sull'asse x l'inclinazione ex, e può con-
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venientemente rappresentare la spezzata rettilinea, molto simile 
a una retta, che si ottiene se, anche su un diagramma a doppia 
scala logaritmica, si segnano sulle ascisse i logaritmi delle classi 
e sulle ordinate i corrispondenti logaritmi del numero degli indi
vidui che posseggono al disopra del limite inferiore di ogni classe. 
Ciò, però, si verifica solo per le seriazioni di redditi globali, mentre 



per altre seriazioni (patrimoni, successioni, redditi da patrimo
nio ecc.), le spezzate risultano alquanto concave rispetto all'asse x. 

Per i redditi, l'inclinazione IX indica la rapidità con la quale 
diminuiscono i redditieri, di mano in mano che si passa dai bassi 
redditi a quelli più elevati: una inclinazione forte indicherebbe 
che i redditieri, nelle classi via via più alte, vanno rapidamente 
diminuendo. Al contrario, 1'abbassarsi lento della retta, indica 
che nelle alte classi di reddito, la diminuzione del numero di coloro 
che li posseggono, avviene lentamente. Un alto valore di IX indica 
debole concentrazione dei redditi; e viceversa, basso valore di IX, 

indica forte concentrazione dei redditi stessi (I). 

N el caso delle nostre distribuzioni, ponendo: 

y = numero dei primogeniti nati a distanza superiore ad x mesi 
dal matrimonio; 

x = distanza in mesi tra il matrimonio e la nascita (limite infe-
riore di ogni classe di durata di matrimonio), 

abbiamo potuto verificare (cfr. più innanzi, n. II) che le spezzate 
logari tmiche risultanti, pur presentando una certa convessità o 
concavità verso l'asse delle x, si accostano abbastanza bene ad 
una retta, e possono quindi, con una certa approssimazione, essere 
rappresentate appunto da una retta inclinata sull'asse delle x. 

IO. - LA CONCENTRAZIONE DI UN CARATTERE TEMPORALE PER 

SERIE DI FREQUENZA MONOTONE DECRESCENTI, MISURATA CON 

GLI INDICI R E Ò DEL GIN!. 

Le distribuzioni dei primogeniti in funzione della distanza dal 
matrimonio possono essere anche studiate applicando con immedia
tezza formale i procedimenti che dànno la misura della concentra
zione o variabilità relativa dei caratteri. 

In tal caso, riferendosi alla fig. 3, sull'asse delle ascisse sarà 
indicato il numero (relativo) dei primogeniti nati entro un certo 

(Il Sul significato e sulla interpretazione delle variazioni di IX (quando 
et aumenta, diminuisce la concentrazione e viceversa) cfr. : C. CDII, l~Iemorie 

di Jletodotogia St'ltistica, cit., p:lg. 33 e segg. ; A. NICEFORO, Il Metodo 
S{{~tistico, Nuova Edizione, pago ~74 e sego C. DE l\IEO, Distribuzione 
detta ricchezza e composizione demogra(iclJ in alcune città dell' Italia 1I1eri
dionale alla /IIc/lÌ del Secolo X V I I I, in: « Annali di Statistica », Serie VI, 
VoI. XIX, 1931, pago 34-36. 



intervallo dal matrimonio, mentre sull'asse delle ordinate verrà 
rappresentato l'ammontare del carattere che compete a quella fra
zione di primogeniti, (somma degli intervalli fra 9 mesi dopo il 
matrimonio e la nascita del primogenito). Così operando, si ottiene 
la curva di concentrazione degli intervalli da 9 mesi dopo il matri
monio alla nascita del primogenito che, quindi, ha un significato 
affatto diverso - come ora meglio vedremo (cfr. n. II) - dalla 
curva di concentrazione di cui al n. 7. 

Per il calcolo del rapporto di concentrazione, si può usare la 
formola del Gini· (I) 

s 

L: (i. + il-l -I) SI 
R= l_:".!_~~ _____ _ I 

(n-I)A" 
[IIJ 

nella quale, il indica il numero degli individui nati al di sotto del 
tempo XI (dalla 9a ricorrenza mensile dal matrimonio); SI, l'am
montare del carattere (prodotto: tempo x nascite) cadente nella 
classe elI-esima; n, il totale dei primogeniti, eJ An la somma degli 
SI, ossia l'ammontare totale del carattere (somma dei prodotti: 
tempo X nascite per tutti i primogeniti considerati). 

Potrebbe usarsi anche la [7 bis], nella quale, a ti e t'I j, deve 
sostituirsi rispettivamente Qi e Qi+l; Qi essendo, con le notazioni 

della nota (I) a pago 149, = i :i. Per cui la [7 bisJ diviene: 

N 

R = I - L: (Qi + Qi+l) (ni+l - n,) 
;=0 

[I2J 

Abbiamo verificato numericamente la identità di risultati 
cui si perviene con le formole [IIJ e[I2J. Applicando la formola [I2J 
basata su valori percentuali e non su valori assoluti, si ottiene una 
minore approssimazione, ma si consegue una certa economia di 
tempo nel calcolo dell'indice. 

I valori di R* per le distribuzioni dei primogeniti calColati 
con la [7 bis] dànno, come abbiamo visto, una misura della varia
bilità relativa del carattere: frequenza delle nascite nelle diverse 
unità temporali (i vari mesi che seguono il matrimonio). Pertanto, 
in questo caso, un elevato valore di R* sta a testimoniare che le 

(I) C. GIN I, lJ! emorie di ilI etodologia .<jtatistic'l, ci t., formola 13 il 

pago 366. 
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nascite si addensano fortemente sui primi mesi che seguono la 9a 

ricorrenza dal matrimonio stesso: vale a dire che R*, in generale, 
tende ad aumentare quando le frequenze delle nascite, tendono 
ad addensarsi su un'unica unità temporale (la prim:l, nella suc
cessione naturale delle unità). 

Con le formole [IIJ e [12J, invece, si perviene ad una misura 
della variabilità relativa del carattere: intervallo tra matrimonio 
e nascita. In questo secondo caso, il valore di R tende ad aumentare 
quando aumenta il numero relativo delle nascite che avvengono 
a grande distanza dal matrimonio: cosi come, per i redditi, il 
rapporto di concentrazione tende in generale ad aumentare quan
do aumenta la percentuale dei redditieri con reddito più elevato. 

V olendo misurare la concentrazione di un carattere tempo
rale, quale l'istante in cui si verifica un dato evento misurato a 
partire da una certa origine, si può fare ricorso anche alla [3J che 
fornisce il valore dell'indice di concentrazione a del Gini, oppure 
all'indice r/.. di Pareto (cfr. n. 9). 

II. - ESEMPI DI APPLICAZIONE DEI PRECEDENTI INDICI. 

Allo scopo di metter meglio in evidenza iI significato dei vari 
indici che possono usarSl per la misura della concentrazione nel 
tempo delle nascite dei primogeniti, abbiamo costruito la seguente 
Tabella B nella quale, per l'anno 1936, riportiamo, Compartimento 

TABELLA B 
l ndici di distribuzione e di concentrazione delle nascite dei primo

geniti nel tempo. 
lp 

PiClnonte '.,1:' 26,82 
Liguria .) q 23033 
Lombardia s.r:lJ 22,51 
Venezia Tridentin,l i.Se. 19,Il 
Veneto {.'~:1 17,81 
Venezia Giulia .(,':-h 20,74 
Emilia .. ~ '7 20,7 2 
Toscana . r.i., ~ . . 19,82 

l\iarche , _ L,' G·7-1 1179 ',69°0 
Umbria. • . j.. , 

:\\\~~~zzi >~~; i ~~ ~ ~~ :~~ 
Campania. ',,' i9ti.. 18,18 
Puglie . ,·b~ t· 18,H 
Luc:lnia .. .- \C?.J 18,02 
Calahria . "1) .. 18,13 
Sicilia ... r..Lo- 19,61 
Sardegna ~'-l~~. 17,30 

R' 
formola 
[7 bis] 

67, I 
73,6 
75,2 
81,5 
83,9 
78 ,4 
78,5 
7903 
83,8 
80,6 
83,0 
81,2 
83,2 
82,8 
84,0 
83,J 
80,5 
84,8 

" formola 
[IOJ 

1.254 
1.460 
1.526 
1. 803 
1·997 
1.64° 
I. 7.ì I 
1·733 
2.005 
1.871 

1·908 
1.866 
1·979 
1·912 

2.13° 
1.97 8 
1.821 
2.086 

R 
formola 

[uJ o [121 

35,6 
34,6 
33,8 
31 ,4 
28,9 
33,1 
3 1 .3 
30 ,8 
28,7 
29,7 
29,9 
3°,2 
29, l 
.lo, I 
28,] 
29,2 
3°,5 
27,8 

b 
formola 

[31 

1.859 
1. 842 
1.83 2 

1.767 
1. 68 4 
1.818 
1·734 
1.756 
1.655 
1·7°1 
1.7 2 4 
1·7°1 
1.698 
1.697 
1·599 
1.676 
1.732 
1.675 
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per Co_mpartimento, i valori: I p (intervallo protogenesico), R* 
(formola [7 bis]), CI. (formola [IOJ ), R (formola [IIJ o [12] ), e ò 
(formola [3] ). Per il calcolo di tutti questi valori sono state consi
derate soltanto le nascite dei primogeniti avvenute dopo la 9a ri
correnza mensile, entro i primi IO anni dal matrimonio (I). 

Le reciproche relazioni fra questi vari indici sono abbastanza 
bene messe in evidenza dagli indici di cograduazione riportati 
nella seguente Tabella C : 

TABELI-A C 

Indici di cograduazione l tra gli indicz" di cui alla Tabella B. 

Cograduazione fra 
lp e R* 
lp e Il 
Ip e 8 
lp e C( 

R* e R 

I 
-- 0,94 
-I- 0,83 

+ 0,7 8 

- 0,86 
0_- Cl, H5 

Il valore di l = -- 0.94 fra I p ed R* ci dice che, a mano a 
mano che l'intervallo medio si fa più piccolo, aumenta la concentra
zione nel tempo, ossia le nascite dei primogeniti vanno addensan
dosi di preferenza sulle brevi distanze dal matrimonio. La cogra
duazione, anzi, dovrebbe in questo caso, risultare perfetta (1 = 

- I), in quanto R*, per ciò che abbiamo detto, è una combina
zione lineare di I P : se, nel caso concreto, ciò non si verifica, è 
a causa delle approssimazioni intervenute nella determinazione 
delle due serie di indici. 

Il valore I = + 0,83 fra IP ed R ci dice al contrario che, 
aumentando l'intervallo medio, aumenta la variabilità della mas
sa, in quanto, in questo caso, sono più largamente rappresentati 
gli intervalli lunghi, la cui presenza, influisce appunto nel senso 
di accentuare la variabilità relativa della massa studiata, cosi 
come accade per i redditi, la cui concentrazione aumenta, in gene
rale, quando sono relativamente più numerosi i redditi più elevati. 
Analoga interpretazione suggerisce il valore di I = + 0,78 fra 

(l) È questa la ragione per cui i valori di Ip riportati nella Tabella B 
non coincidono con quelli riportati nel testo alla Tabella II, i quali ultimi 
furono ottenuti in base a tu tte le nasci te a vvenu te dopo la ga riconenza 
mensile, comprese quindi quelle verificatesi dopo i dieci anni dal matrimonio. 



Ip e a, a essendo una quantità che cresce con l'aumentare della 
concentrazione, ossia, della variabilità relativa. 

Fra Ip ed (f,. esiste forte cograduazione negativa (I = - 0,86). 
N el caso delle distribuzioni dei primogeniti, un elevato valore di (f,. 

sta infatti ad indicare che i primogeniti, a mano a mano che ci si 
allontana dalla data del matrimonio, vanno rapidamente diminuen
do. L'abbassarsi lento della retta - piccolo valore di (f,. - sta ad 
indicare che i primogeniti, a mano a mano che ci si allontana dalla 
data del matrimonio, diminuiscono lentamente. Nel primo caso 
(alto valore di :x) si ha dunque forte addensamento delle nascite 
alle brevi distanze dal matrimonio (il chè implica piccolo valore 
di IP) ; nel secondo (basso valore di !X) si ha sensibile diluizione 
delle nascite stesse lungo tutto il periodo considerato (il chè implica 
più elevato valore di IP). 

Fra R* ed R, infine, esiste forte cograduazione negativa (I = 

-0,85). Ciò avviene perchè, in generale, quando si accentua lo 
addensamento delle frequenze sulle brevi distanze dal matrimonio; 
diminuisce la variabilità relativa della massa e viceversa. 

12. - RIASSUNTO E CONCLUSIONI. 

Riassumendo le considerazioni fatte nella presente Appendice, 
possiamo dire che la concentrazione di un evento nel tempo, ed 
in particolare la concentrazione nel tempo di eventi relativi a 
serie storiche di frequenza non mai crescenti, può essere studiata 
con differenti criteri. 

Se si vuole avere un'idea del grado di addensamento delle 
frequenze su alcune più che su altre unità temporali, si può fare 
ricorso all'indice R* che è il rapporto di concentrazione del carat
tere: frequenza degli eventi nelle varie 1t1lità temporali considerale. 

i Tale indIce di concentrazione,- nel caso particolare di serie storiche 
di frequenza non mai crescenti, risulta una combinazione lineare 
della media aritmetica degli intervalli di tempo tra un'origine 
comune e i vari istanti nei quali i ~ingoli eventi si producono. 
Pertanto, l'indice R* calcolato per le distribuzioni dei primogeniti, 
è una combinazione lineare dell'intervallo protogenesico 1 p. 

Se si adotta per le stesse serie storiche di frequenza il criterio 
i usuale di concentrazione, l'indice R è il rapporto di concentrazione 
! del carattere: intervallo di tempo Ira un' origine comune e i vari 
J istanti nei quali gli eventi si producono. Per le distribuzioni dei 
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primogeniti, R fornisce dunque la misura della variabilità relativa 
degli intervalli fra 9a ricorrenza mensile dal matrimonio e la 
nascita del primogenito. Qualche cosa di analogo avviene se, in 
luogo di R del Gini si fa uso dell'indice 1) dello stesso A .. 

Altro criterio, infine, per giudicare del grado di addensamento 
delle nascite dei primogeniti sui brevi intervalli dal matrimonio, 
consiste nel calcolare per le distribuzioni stesse, l'indice di distri
buzione C( del Pareto, che, col suo valore, sta ad indicare appunto 
la rapidità con la quale diminuisce il numero dei primogeniti 
a mano a mano che ci si allontana dalla data del matrimonio. 





C. EVELPIDI 

Le revenu national des pays balkaniques 

Introduction. - Le revenu national a fait l'objet d'un 
cE'rtain nombre d'évaluations dans les pays balkaniques. Mais 
les résultats obtenus par lE's divers auteurs préscntent des écarts 
appréciables à cause, surtout, du manque de données fiscales 
pouvant servir de base à ces évaluations. En effet, le plus dair 
du revenu national est fourni dans ces pays par des millions de 
petites exploitations agricoles, appartenant aux paysans, après 
surtout la réforme agraire introduite dans ces pays depuis la 
guerre. Ces exploitations ne sont pas soumises à l'impat sur le 
revenll et une quantité importante de leur production est consom
mée par Ics agriculteurs memes, sans réaliser un revenu en espèces, 
susceptible d'une estimation fiscale, commerciale ou autre. Nous 
rencontrons des difficultés analogues dans l'estimation de la pro
duction artisanale qui, dans ces pays, a parfois une importance 
égale à celle de l'industrie, laquE'lle s'y trouve en voie de dévelop
pement. L'impat sur le revenu ne peut dane servir de base pour 
l'évaluation ou tout au moins pour le contrale du revenu national. 
Aussi bien tous ceux qui se sont occupés de l'évaluation de ce 
revenu dans les Etats balkaniques se sont vus obligés de suivre 
la méthode objective. Toutefois, les difficultés que présente cette 
méthode se trouvent renforcées notamment par Ies lacunes fré
quentes des statistiques servant de base à une telle évaluatiun. 
L'interprétation des données existantes ou lem rectification 
donne des résultats différents, suivant Ies auteurs qui se sont 
occupés du calcul du revenu national dans les pays précités. D'où 
la nécessité de reprendre !es calculs pour une série d'années, là 
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où cela est possible. D'autant plus qu'on ne saurait se baser sans 
risque sur le résuItat d'une seuI e année, la production agricole de 
ces pays étant sujette à des flllctuations annuelles importantes 
et les prix de cette production ayant oscill~ énormément, dnrant •• 
surtout les années de la crise agricole. 

Le reventt national de la Grèéc. - Les estimations dll revenu 
national faitl'S en Grèce ont donné les résuItats suivants, en mil
lions de drachmes: 

X. Zolotas 

P. Rediadis 

P. Dertilis 

46.913 millions pour l'année 1927 (I) 

34.700 1929 (2) 

45.000 1928 (3) 

Il Y a lieu de remarquer que la drachme a été stable durant 
les années considerées et que les effets de la crise mondiale n'a vaient 
pas encore paru en Grèce. Il n'est pas sans intéret de noter enfin 
que M. C. Athanassiadis a calculé le revenu national de la Grèce 
à 5I.34I millions, en se basant sur l'équation de Pareto (4) ; mais 
il faut prendre en considération qne l'application de l'équation 
augmente, selon M. J. Stamp, le résultat obtenu (5). 

Nous aVons repris le calcuI, après contròle et rectification 
dl's donnécs statistiques et en ajoutant au revenu national certains 
postes omis dans les évaluations précédentes (industrie paysanne, 
métiers, bàtiment, manipulation de tabacs, revenus non taxés 
des forets) (6). D'après nos calculs, le revenu national de la Grèce 
a oscillé comme il suit, en mi1lions de drachmes, durant la période 
décennale 1927-36: 

(I) X. ZOLOTAS, Stabilisation monétaire page 98, Athènes, 1929 (en grec). 
(2) P. REDIADIS, The Greck national Income and Wealth in 1929, 

« Metron .), VoI. VIII, N. 4, Roma, I930. 
(3) P. DERTILIS, Le revenu nato de la Grèce dans « Archive des Scien

ces économiques et sociales '). VoI. 12, page 35I, Athènes I932 (en grec). 
(4) C. ATHANASSIADIS, La courbe des revenus dans «Revue des Scien
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1('1 

I) Production natll.rdle. 
Année 1927 Année 1936 ::\foyenne 192,-36 

Agriculture 9.522 15. 235 II.036 
Elevage -+. 185 4. 61 9 3 .. 90 3 
Forets 999 1.200 1.071 
Mines et salines . 3°6 ,t66 33 I 

Peche et chasse . -t5° 480 445 

15.462 22.000 16.786 

2\ Transjormah"on. 

Industrie paysanne 55° 640 530 
Métiers et biìtiment 3.0'00 3·35° 2·995 
Industrie. 3. 875 6.190 4.440 

7··p8 10.180 7.965 

3) Circulation. 

Transports terrestres . I·9-t6 2.630 2.254 
Transports maritimes. 588 1.467 SII 
Postes, télégraphes, teléphones 175 333 226 
Commerce 4.946 0. 263 4·933 

7. 655 10.693 8.224 

4) Gains de capitau. -

Banques et Assurances. 1. 81 7 2.645 2.°90 
Loyers 3. 870 4. 200 3. 870 
Titres de l'Etat . 900 972 1.026 
Envois des emigrés, . 2·595 1.938 2.350 

9·186 9· 755 9.336 

5) Services. 

Etat et communes 2. 285 3·444 2·777 
Services personnels 500 870 668 
Professions li bres 1.550 2·426 1.878 

4·335 6.740 5.323 

Totaux généraux 44·062 59. 268 47. 634 

L'apport relatif des branehes principales se répartit done 
comme il suit : 

Production naturelle 35 - 37,2 35,2 
Transformation 16,9 16,9 16,8 
Circulation 17,4 18,1 17,J 
Gains de capitaux . 20,9 16,4 19,5 
Services 9,8 II,4 II,2 

JOO - 100 - 100 

11 



Ce revenu corn~spond en moyenne à 8.604 drachmes par tét(' 
d'habitant en IQ36, contre 7.I07 en 1927. Il présente donc une 
augmentation de 21,8 %, tandis que pendant ce meme laps de 
temps l'angmentation du coùt de la vie a été de I3 % et celle cles 
prix de gros de J7,9I %. 

Bulgaric.- Le revenu national de la Bulgarie a été calculé 
par M. le Dr. Assen Tchakaloff pour une série d'années allant de 
1924 à I935 (I). La répartition de ce revenn est la suivante. en 
millions de le vas : 

1927 1928 1929 1934 1935 

Economie rurale. 30 . 826 33. 637 32 . 2-+7 17.578 19.565 
Artisanat . 4·3°9 4·537 4·7°..j. 2·977 2.816 
Industrie 2.75 1 2·9:w 3. 01 7 2.482 2.272 
Communications et transports 1.°76 I. 173 1. 21 3 I. e88 1.045 
Commerce 3.791 4. 024 4· 263 2. 1:)1 2.481 
Crédit et assurances 1.496 1·7(>9 2.oSR l .3.j-4 1·355 
Prof. Iibérales . 57° 580 600 320 302 
Immeubles 2.660 2.R45 2.988 2·353 2. I 77 
Traitements -J.. 6R9 4·779 4·794 3.987 4. 174 
En treprises publiques 294 265 323 254 382 

Totaux 52 .462 56 .5 29 56 . 20 7 34· 564 36 .569 

En pourcentage, la rép<lftition du revenu bulg,tn" a été comme 
il sui t : 

1928 1928 1929 1934 1935 

Economie rurale. 58 ,8 59,5 57,4 5°,9 53,5 
Artisanat et industrie 13,4 13,1 13,8 15,8 13,2 
Professions libérales et trai-

tements IO - 9,5 9,6 12,..). J2,2 
Antres revenus 17,8 17,9 J9,2 20 ,9 2 T ,I 

100 100 100 100 [00 

Ce revenu nous donne une moyenne par téte d'hahitant dp 
9512 levas en I927, IO.II5 levas en I928, 5965 levas en I935. 
Calculé d'après les indices des prix achat, Cè revenu se monte: 

en 192 7 à 9·5 T2 

1928 9. 673 
192 9 9.498 
1934 8.280 
1935 8.837 

(I) As. TCH.'\.KALOFF. The national Inconze 01 Bulgaria 19·LJ-I935; 
SUl\nL\RY, Publieations of tILe Statz:stical lnstitute lor economie resenrch. 
State U niversity 01 Sofill. Sofia. 1937· 



Rou11lanie. - Le calcul du revenu national de ce pays a 
été fait comme il snit, en millions dc lei, pom les annécs 1928-33 (I) : 

I) Biens 

Céréales et autres plantes. 
Elevage. 
Forets 

Economie rurale. 

Industrie et mines. 
Constructions 

Total des biens 

2) Services 

81,5 
4 1 ,3 

7 -
129,8 

33.3 
5,7 

39 -

lo~,k 

1928 

Loyers 19, I 
Transports et communications 2,3 
Banques, commerce, assu-

rances 4, I 
Services profes<;ionnels 5 ,6 
Services domestiq ues . I -

Total des services 32, I 

Total général 200,9 

124,5 

rG3,J 

19,3 
2,2 

4,5 
5,() 

I -

32,6 

195,<) 

40 .3 
33 -
5,5 

78 ,S 

1930 

1k -

4 -
4,5 
l -

1931 

37 -
24 -

4,5 

65,5 

19,(' 
2 -

21,() 

193 1 

I -

4,K 
n,k 

23,5 

110,0 

37,5 
2 I .-

3,5 
02 -

18 -

3 -
::;r -

14-
r ,2 

I -

20,5 

1°3,5 

Ponr l'annép 1933 le revenu national a été évalué globalc
ment à 99,3 milliards dc léi. 

L'apport rclatif des différé'ntes branches du rcvcnn national 
a été évalué camme il suit: 

Economie rurale. . . . . . . . 
Industrie, mines, constructions . 
Services professioncls et domestiques 
Autres services . . . . . . . . . . 

1928 

64,5 % 
19,.5 I){) 

3d % 
12, 7 (!~ 

IDa 

50,<) % 
20,) (X) 
4,1 (X) 

15,7 I" 
100 

L'indice du revenu national a donc baissé de 100 cn I928 à 
51,7 en 1932 et 49,4 el1 1933. Tandis que l'indice des prix dc gros 
a évolué de 100 en 1929 à 54 en 1932 et 52,3 en 1933 et celui 

(I) Le. revenu national de la Roumanie, dans « Bulletin d'information 
et de documentation de la Banque Nationale de Roumanie 'l. Bucarest, 
]uillet 1930. - V. SLAVESCO, La situation économique de la Roumanie et 
sa capacité de paiement. Bucarest 1934, pages 50-53. 



des prix de détail de 100 en 1929 à 63 et à 58 ponr ces memes an
nées. Rapporté à la popnlation, ce reVenn repTésente par tete 
d'habitant II.546 léi en I928, 56IO en I932 et ').327 en I933, qni 
représentent respectivement 8765 et 8980 nnités, comparative
ment à la valeur d'achat du Iéi en I929. 

Turquie. - Le revenn national de la Turqnie a été calculé 
par le Service de conjoncture de la République Turque, qui a 
puhlié une étude analytique à ce sujet concernant les années 
I933-34, I934-35 et 1935-36 (,). D'apl'ès Cl'tte étude, ce l'evenn 
sel'ait par branches principales le suivant, en livres tul'ques: 

Agricn1ture 
Elevage 
Forèts 
Chasse et pèche . 
Industries et métiers 
Loyers 
Services pll blics et pri vés. 
Commerce, communication~, assu-

rances, banques, etc. 

113 -
23,8 
2,9 

180 -
60 -

IOO -

449,9 

'934-35 

z63,3 

1°7,9 
24,9 

3,1 
Z()O -

6r , I 
101,8 

I250,I 

EH pourcentage, cc revenu serait cornrne il sl1it : 

Agriculture et élevage 28,9 29,7 
Forèts, chasse et peche. 2,3 2,2 

Industries et métiers 15,7 16,0 
Loyers 5,2 4,9 
Scrviccs 8,7 8, I 
Autres revenus 39,2 39, l 

100 100 

1935-36 

296 ,6 
108,4 
26,8 

3,2 
21 5 -

62,2 
103,6 

1330 d 

3°,3 
2,} 

16,2 
4,7 
7,8 

38 ,7 
100 

Ce l'evenl1 donne en moyenne pal' téte d'habitant 73,56 
livl'es tnrques en I933-34, 78,54 en 193·t-35 et 82,IO en I935-36 ; 

(I) T. C. Ekonomi Bakanligi, Konjonktur Servisi, Seri: I NO.7: 
Turkiye Milli Geliri, Ankara, 1937. Un résumé de cette étude, écrite f'n 
langue turque, a été publié en allemand par M. F. EpPENSTEIN: Das 
turkische Volkseinkomrnen, Prague 1938. 



mais calculé en livres de la valcur d'achat de 1933-3.t il revient 
pour ces memes années à 73.56, 75.37 et 75.61. 

Yo~tgoslavie. - Toutes les études sur le revenu national 
parues durant les dix derniÈ'res années se sont basées sur le travail 
minutieux qu' à publié en 1927 un groupe de cinq économistes 
distingués (I). D'après ce travail, le revenu national dc ce pays 
serait en 1926 dc 69.608 millions de dinars. En 193I, ce revenu a 
été calculé à 42.°41 dinars. Fnfin une commission de spécialistes, 
nomméc au Ministère des Finances, a évalué à 34.225 millions 
en 1935 et 38.280 millions en 1936 le revenu national de la You
goslavie. 

D'après les travaux précités, nOllS pOllvons done drcsser 
le tableall analytique ci-dessolls, dans lequel Ics ehiffrcs cxpri
ment des millions de dinars: 

Agriculture 
Elevage 
Apiculture, sériciculturc 
p eche et chasse . 
Sylvicnlture . 
Mines 
Economie ménagère et do-

mestique . 
Industrie 
Métiers . 
Commerce 
Insti tut~ons de crédi t 
Sociétés d'assurances 
Chemins de fer 
Marine marchande . 
Marine fluviale 
Transports en automobiles 
Autres transports 
Postes, télégraphes, télé

phones 
B~timents 

1926 

18.638 ,9 
12·739,9 

I lG, r 
167,8 

3·935,6 
9°0 -

4. 837 -
5. 82 303 
7.59° -
8.4 80 -

52 5 -
15° -

1.796 ,8 
31G ,1 

15° -
3°0 -

2.°32 ,5 

3°0 ,3 
808,9 

69·608,2 

1931 

9. 1 9 1 -

5. 81 5,7 
5 2 ,8 
96 ,5 

2.637,0 
95 1 ,1 

3. 02 7,8 

3·5°0 -
5. 21 4 -
6.5 11 ,5 

657,2 
68 -

1. 396, I 
316, I 
120 -

3°0 -
664,5 

293,4 
728 -

4 2 .°4°,7 

1935 

8.3 25 -
G. 890,8 

64 "~ 
89,2 

1·939 -
R97,1 

3.386 -
3. 010 -
2·954,7 
2.67G,4 

32 3 -
35,9 

1·394,8 
326, I 
93,J 

23 I -

730 ,9 

3°5, I 
5R2 ,4 

3'1.2'55, J 

1 l. 359,3 
7·55(; ,.l 

9 S ,8 

98 ,1 

I .97° -
R9 R,7 

3. IDO -

3. 1 73.3 
3·°43,5 
2.748 ,9 

43 2 ,5 
39,8 

1.3 1 9,7 
2H7,7 

9 2 ,3 

282,1 

.1.'54,7 
G94 -

.1S. 21h ,r) 

(I) Notre éconotllie nationale et notre re1JenU national, l'ar V. M. D]u
RIC1C, AL B. TOSIC, A. \'EGNER, P. RUlJCE:O;O et Dr. M. !{. D]URD]EVIC. 

Serajevo, 1927. 
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Les fluctuations de ce revenu en pourcentagc sont donc les 
suivantes, par branches principales : 

1926 1931 1935 1936 

Economie rurale. 48 .4 39,4 47,1 5 1 ,0 
Industrie et mHiers 21,3 23,1 21,3 19,5 
Autres revenus 3°03 37,5 31 ,6 29,5 

100 TOO 100 100 

Mais il Y a lieu de remarquer que dans le calcul ci-dessus ne 
sont pas compris les appointements des fonctionnaires et Ics gains 
des professions libérales. Nous trouvons Ies premiers dans Ies 
budgets de l'Etat yougoslave et nous évaluons Ies seconds, d'après 
le nombre des personnes s'y adonnant et leurs revenus moyens 
annuels. Nous arrivons ainsi aux chiffres suivants: 

1926 I931 1935 1936 

Emolurncllts cles fonctionnaires 6,820 6.:240 5. 0°5 5. 010 
Gains de professions libl'rales. 2.100 1·5°0 1.200 1.300 

8.920 7.740 6.2°5 6·3 IO 

Totaux genéraux 78 .5 28 49.780 ,7 4°.460 ,1 44,590 ,6 

Cc rcvenu corrcspond à 5917 dinars par tetc d'habitant en 
1926, à 3581 dinars en 1931, à 2731 dinars en 1935 et à 2973 
dinars en 1936. Les indices des prix de gros ont évolué de 100 

cn 1929. année de hase, à 65.2 en 1931, à 55.8 cn 1935 et à 62.0 
en 1936, tandis que ceux du coùt dc la vie ont baissé de 100 en 
1929 à 83,7 en 1931, à 60,6 'en 1935 et à 61,1 en 1936. Le revcnu 
moyen par téte d'habitant se montait donc à 4.313 unités en 1931, 
à 4.5II unités en 1935 et :ì 4.874 unités en 1936, comparativement 
à la valeur d'achat de la monnaie nationale yougoslave en 1929. 

Quclq1tes rC1Ilarqucs. - Il est un peu risqué de procéder à 
des comparaisons entre les données ci-dessl1s, vu les méthodes 
différentes E'mployées pour l'évaluation du reveuu natio11al dans 
chacun des pays précités, d'autant plus que les années prises en 
considération ne correspondent pas toujours entre elles. Toutefois 
nous aVons cru utile dc procéder à quelques confrontations de 
ces données à titre tout à fait indicatif et d'en tirer non pas des 



conclusions mais qUE'lques rcmarques, qui présentent un ccrtain 
interet pour l'étude dc l'économie cles pays balkaniques, comme 
nous l'avons déjà fait pour le produit national des Etats balka-
niques (I). . 

Le revenu national E'n francs or a été calculé comme il suit 
sur la base de la période triennale 1933-35 pour la Grèce, la Turqui(' 
et la Bulgarie, pour la période biennale 1935-36, en ce qui concerne 
la Yougoslavie et pour la période 1928-33, en ce qui concerne la 
Roumanie. 

Turquie 
Yougoslavie . 
BuIgarie . 
Grèce 
Roumanie 

Revenu llloyen 

2.998 millions 
3. 010 
1.274 
1.470 

4.482 

frs 

Par tete d'habitallt 

or 160 frs or 

" 199 
,> 210 

222 

2'17 ,) 

Ce revenu est donc assez bas pour tous les pays balkaniques, 
restant toujours bien au dessous de ce1ui des pays de l'E~lfope 
centrale ou occidentale. 

Quant à sa répartition, elle a été calculée comme il suit, 
par branches principales : 

Pn)dudillIl Industrie Aulr('s 
a~~raire et métiers Rl'VellUS 

BuIgarie 5 1 ,4 1.5,6 43 -
Grèce 37 - 15,5 47,5 
Roumanie 60,7 2I,0 11>.3 
Turquie 31 .3 15,7 53 -
Yougosla vie . 49, I 20,4 3°,5 

L'économie nationale de CE'S pays se hase clonc sllrtout sur 
lellr production 'l.gricok. C'est pour ces motifs qu'ils ont vu Irur 
revenu national s'abaisser énormément clurant la· crise agrairc 
(1929-34). Ce revenu remonte depuis, par suite de la haussc cles 
prix cles procluits agricoles. 

Le pourcentage clu revenu provenant de l'industrie et cles 
métiers se trouve à peu près au meme niveau clans les Etats 
examinés. Il faut remarquer toutefois que leur inclustrialisation 
fait des progrès sensibles cl'année l'n année, ce qui provoque une 

(I) C. EVELPIDI, l.es Etats Balkaniques, page 341, Paris, 19.)0. 
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augmcntation des revenus industriels de ces pays, aux depens 
surtout des revenus de l'artisanat. 

Les émoluments des fonctionnaires, des employés et des 
professions libérales ont présenté, en chiffres absolus, une certaine 
diminution durant la crise, mais cette diminution n'a pas été 
proportionnelle à la baisse du revenu national, d'où une augmen
tation de l'importance en pourcentage de ces postes, chose qui a 
été d'ailleurs observée dans presque tous les pays (I). De meme 
les frais des comptes budgétaires ne sont pas assez compressibles 
pour suivre la diminution dl1 reVenu national, d'où une augmenta
tion relative dc la part y prélevéc par le fisc, les communes et les 
organisations de droit public; elle a été en I935 de 26,2 % pour 
la Grèce contre 22,9 % en 1929, de 3I,,5I % en I935 pour la 
Bulgarie contre 20,73 % en I927, de 26,6 % pour la Yougos18vie 
en I935 contre 20,9 % en I93I et de 26,54 % pour la Roumanie 
en 1933 con tre 20,,58 % en I929. 

En moyenne annuelle pendant la période I934-36, elle a 
été de 17,2 0/) pour la Turquie, de 26,8 % pour la Yougoslavie 
(1925-36), de 26,9 % pour la Grèce et de 30,27 ~I.) pour la Bul
garie. Exception faitC' pour ce demier Etat, cette proportion n'est 
pas aussi forte que dans les pays riches de l'Europe, mais il y 
a lieu de considérer qu'elle est prise sur un revenu déjà restreint, 
qui ne laisse pas de marge àune plus forte imposition. C'est pour
quoi ces Etats sont obligés d'avoir recours surtout aux impots 
indirects, vu que l'imposition du reVenu personnel, deduction 
faite des minima non taxés, ne pourrait pas 1eur fournir les fonds 
nécessaires à leurs dépenses. 

Une question d'une importance capitale pour les pays balka
niqucs est la répartition du revenu entre la population urbaine 
et la population rurale. Celle-ci constitue la grande majorité 
des habitants de ces pays, puisqu'elle en comprend les 80 % en 
Turquie et en Roumanie, les 77 % en Bulgarie, les 67 % en 
Yougoslavie et en Grèce ; mais le total des revenus de l'économie 
rurale (agriculture, élevage, forets, peche et chasse, industrie 
paysanne) se monte seulement à 60,7 % en Roumanie (1928-33), 
51,4 % C'n Bulgarie, 49,1 en Yougoslavie, 37,0 en Grèce, 31,3 % 
en Turquie, pOlU les périodes des années mentionnées ci-dessus. 

(I) WL. WOYTI:-ISKY, Les consfqucnces sociales de la crise, page 275, 

Genève, 1936. 



169 

D'où la grande différence de revenu entre la population ur
baine et la population rurale des pays balkaniques, ;unSl qu'il 
appert du tableau ci-dessous. 

Population Revenus !'opulatiuu l({'VCllUS 

rurale dé l'écollotnie urbuillc l'':conomie 
rurale urbaine 

Milliers Milliol1s Milliers ].:Iillions 
d'habitants Frs. Or. d'habitants Frs. Or. 

Bulgarie 4. 689 655 1.4°1 61 9 
Grèce 4.5 20 544 2.226 <)21) 
Tnrquie I..? 728 9J7 3. 182 2.06r 

Roumanie 14.448 2.721 3. 612 1·70r 

Yougoslavie . IO.II7 r .. HS 4·<)83 r .532 

Il revient donc par tète d'habitant, en francs or: 

Pnpulation rurale PopulatioJl urùaine 

Bulgarie I4° 44:2 
Crèce 120 4 I 5 
Turquie 74 648 
Roumanie 188 48<) 
Yougoslavie . 145 306 

La crise agricole ayant amené une forte diminution des revc
nus de l'économie rurale des pays balkaniqucs, cxportatcurs de pro
duits agricoles, il s'ensuivit une grande misère dc leur population 
rurale. En rcvanche Ies produits de Ieur industrie n'ont pas pré
senté une grande baissc des prix, car ils ont pu ètre protégés 
efficacement, vu que cette industrie travaille, d'une façon géné
rale, pour Ies besoins du marché intérieur qu'elle ne peut pas 
couvrir. D'où Ies mesures exceptionnelles prises dans ces pays 
pendant la crise, afin de relever le revenu des agriculteurs, c.à.d. 
de tenter une répartition plus équitable du revenu national et 
meme, en partie, du capitaI national, à laqucllc visaient Ies lois 
sur le réglemcnt des dettes agricoles. 
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