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FELIX BERNSTEIN

Die mittleren Fehlerquadrate und Korrelationen der
Potenzmomente und ihre Anwendung auf Funk-
tionen der Potenzmomente

§ 1. D1 POTENZMOMENTE ALS STIELTJESSCHE INTEGRALE.

In den folgenden Paragraphen werden wir den Stieltjesschen
Integralbegriff mit grossem Nutzen verwenden. Wir wollen deshalb
die Potenzmomente als Stieltjessche Integrale schreiben. Fiir den
Fall zweier Variabeln werden wir nachher eine Einfithrung des Stielt-
jesschen Integralbegriffs vornehmen. Im Falle einer Variabeln
setzen wir ihn als bekannt voraus (I).

Das #n-te empirische Signumpotenzmoment ist definiert als

S(x—ux)"sg (x—2x)
, I A

Dabei bedeutet NV die Anzahl aller Beobachtungen, S die Summe
iiber alle Beobachtungen und x das arithmetische Mittel der beo-
bachten x-Werte.

Den Wegfall des Signumfaktors deuten wir durch Fortlassung
des Striches vor dem # an. Das signumfreie #-te empirische Potenz-
moment ist also

Pln’—_

\»
p, ="
N
(r) Der Leser findet die Entwicklung des Stieltjesschen Integralbegriff
fiir eine Variable bei STIELTJES, Rechevches sur les fractions continues, « Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse », Band VIII, Seite I 68 ff. [Vergleiche
die kurze Einfithrung bei Lorwy, Der Stielijessche Iniegralbegriff und seine
Verwertung in dev Versicherungsmathematik, « Blatter fur Versicherungs-
Mathematik und verwandte Gebiete», Band 2, 1931, Seite 3 ff].



Wir schreiben P, als Stieltjessches Integral

P, = +f® (x—7%x)" sg (x— %) doy (¥) .

—

Die monoton wachsende (d. h. niemals abnehmende) Funktion
oy (%) wird dabei auf folgende Weise erklirt. Unter den N beob-
achteten x-Werten, die wir uns der Grosse nach geordnet denken,
befinde sich N, Male der Wert x,, N, Male der Wert x, und N, Male

] 3
der Wert x,, sodass X N, = N ist.

v=1
Dann setzen wir :
o) im Intervall — e < x < x,
N,
N » » xl§x<x2
N N
% » » X, <x <X,
oy (%) =
N N ...+ N,
t 2—; T Ty » %< X <X,
I » » X< x <+ »

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass das obige Integral mit
dem Summenausdruck fiir P, identisch ist. "Eine Ausnahme macht
zunichst der Fall # = o, worauf wir noch zuriickkommen.

Wir nehmen an, dass die empirische Funktion wy (x) mit wach-
sendem N gegen eine theoretische Funktion o (x) strebt, die von fol-
gender Beschaffenheit ist. Wenn wir die Variable einmal mit £ bezeich-
nen und x ein beliebiger, aber fester Wert der Variablen ist, so ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass £ < x ist, durch w (x) gegeben.
o (%) ist demnach ebenso wie wy (x) eine monoton wachsende Funk-
tion, die an der Stelle — » den Wert o, und an der Stelle + «» den Wert
1 hat. Wenn eine stetige a priorische Wahrscheinlichkeitsdichte

@ (¥) vorhanden ist, was wir aber nicht voraussetzen, so ist
x

o= [ o@EdE.

—
Das theoretische Potenzmoment p,, ist definitionsgemaiss
+ o

P =[x —2)"sg (x—2)T = [ @a—#) sg(x—2)do (1),

-— 0

wenn x° der wahrscheinliche wert von x ist.
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Wir nehmen an, dass dieses Stieltjessche Integral fiir jedes
ganzzahlige » > o existiert.

Wenn # = o ist, ist der Intregrand sg (x — x°) an der Stelle
x = x° unstetig. Damit p, trotzdem existiert, geniigt es, anzu-
nehmen, dass o (x) an der Stelle x° stetig ist.

Wir werden diese Stetigkeitsforderung spiter noch so verschir-
fen, dass wir sicher sind, dass das empirische Potenzmoment P,
bis auf einen Fehler, den wir vernachlissigen konnen, eindeutig
definiert ist.

Wir wenden uns jetzt den Potenzmomenten in zwei Variabeln
zu und iibertragen zunichst den Stieltjesschen Integralbegriff auf
zwei Dimensionen.

Der Funktion o (x) bei einer Dimension entspricht jetzt eine
Funktion o (¥, y) von folgender Beschaffenheit: Es seien § und v die
Variabeln ; dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Punkt
P (£, ), in den durch £ < x,7n <y bestimmten Quadranten fallt,
durch o (¥, y) gegeben. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Punkt P (£,7) in ein Rechteck mit den Eckpunkten
(%,9), ®*+Ax9y), (x+Axy+Ay) und (x,y + Ay) fallt, durch

oEF+AnLy+Ay)—e®y+Ay)—ox+Axy) +
+o@®y) =A0(P)

gegeben, wenn A x und Ay positive Grossen sind. Dabei gelten
die linke und die untere Kante mit Ausnahme ihrer nicht gemein-
samen Endpunkte als zum Rechteck gehérig, die rechte und die
obere Kante als nicht zum Rechteck gehoérig. Wenn wir die Wahr-
scheinlichkeit physikalisch als Gewicht deuten, so ist A w (P) einfach
das Gewicht des betrachteten Rechtecks, und auf die ganze Ebene
ist dann das Gewicht 1 verteilt.

Wir beschrinken unsere Betrachtung jetzt auf ein achsenpa-
ralleles Rechteck R, welches durch a, <x<a,,b, <y < b, gegeben
ist. Dieses Rechteck sei durch Parallelen zu den Koordinatenachsen
in s kleine Rechtecke zerlegt. In jedem Rechteck wihlen wir einen
bestimmten Punkt; er heisse P, im v-ten Rechteck. Das Gewicht
des v-ten Rechtecks werde mit A (Py) bezeichnet. Wenn Rand-
punkte des Rechtecks R zugleich Randpunkte eines kleinen Recht-
ecks sind, so sollen sie auch als zum kleinen Rechteck gehorig gel-
ten. Ein Randpunkt von R, welcher Eckpunkt von zwei kleinen
Rechtecken ist, soll zum rechten oder oberen kleinen Rechteck
gehdren. f (x, y) sei eine im ganzen Rechteck R einschliesslich
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des Randes stetige Funktion. f (%, y,) ist ihr Wert im Punkte
P, = P (x,,9y). Es ldsst sich jetzt genau so wie beim Riemannschen
Integral mit zwei Verdnderlichen zeigen, dass

T [, Ao (PY)

y=1
einem Grenzwert zustrebt, wenn die grosste Seite jedgs der kleinen
Rechtecke gegen o geht. Diesen Grenzwert bezeichnen wir als
Stieltjessches Integral der Funktion f(x,y), erstreckt {iber das
ganze Rechteck R, und wir schreiben dafiir

J[ t(.5)dw (P) oder auch fb”f'f(x,y)dm(P).

b, a;

Wenn dieses Integral seinerseits einem Grenzwert zustrebt,
wenn das gegebene Rechteck R auf die ganze Ebene ausgedehnt
wird, so nennen wir diesen Grenzwert das iiber die ganze Ebene
erstreckte Stieltjessche Integral und schreiben dafiir

[[efx.y)de (P).

Von der Funktion o (#, ¥) = o (P) ist bei den eben entwickelten
Begriffen nichts weiter vorauszusetzen, als dass sie im betrachteten
Rechteck R bezw. in der ganzen Ebene niemals abnimmt, wenn keine
der Variabeln x» und y abnimmt. Wir konnen sie als eine in den
beiden Variabeln x und y monoton wachsende Funktion bezeichnen.
Der Stieltjessche Integralbegriff lisst sich ‘dann noch auf solche
Funktionen ausdehnen, die sich als Differenz zweier in ¥ und y mo-
noton wachsender Funktionen darstellen lassen.

Wenn f (x,y) an endlich vielen Stellen unstetig ist, so strebt

2 f(%,n) Ao (Py) trotzdem noch einem Grenzwert zu, wenn
y=1I
o (x, y) an diesen Stellen auch die Eigenschaft der Stetigkeit besitzt.
Also konnen wir auch in diesem Fall noch vom Stieltjesschen Inte-
gral f f g [ (#,9) dw (P) sprechen. Dasselbe gilt auch noch, wenn
f (x, y) in allen Punkten einer Strecke unstetig, aber « (x,y) daselbst
stetig ist.

Bei unseren wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungen ist
o (%, y) die eingangs erklirte Funktion, die uns die Wahrscheinlichkeit
dafiir angibt, dass ein Punkt P (§,) in der Viertelebene £ < x,
n <y liegt. Aus diesem Grunde ist [[do (v,y) ==1. Da in

E

Zukunft immer die ganze Ebene der Integrationsbereich ist, lassen
wir hinfort den Buchstaben E beim Doppelintegral fort.
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Die empirische Funktion wy (¥ , ) erkliren wir auf die folgende
Weise. Bei den N angestellten Beobachtungen mdge sich N, Male
der Punkt P, , N, Male der Punkt P,, ... N, Male der Punkt P,

k

ergeben haben, sodass & Ny = N ist. Jeder beliebige Punkt P (x, )
y=1I

bestimmt eine Viertelebene, die aus allen Punkten P (£, ) mit

§E<x,n<y besteht. Wenn diese Viertelebene von den beobach-

teten Punkten P, P,,... P, keinen einzigen enthilt, so setzen wir

wy(%,y) =0. Wenn sie nur den Punkt P,, enthalt, so setzen wir

N
oy (%,9) =%; wenn sie die Punkte P,, und P,,, aber keine wei-

NV1+NV:

teren Punkte enthilt, so setzen wir wy (x,%) =—xN Allge-
Nyv; + Nv, 4+ ... Ny; )
mein setzen wirwy (¥,y) =- v \‘N+ vf—, wenn die betrach-

tete Viertelebene von den beobachteten Punkten gerade die Punkte
Py, ,P,,, ... Py und keine anderen beobachteten Punkte enthilt.
Dann ist fiir jede stetige Funktion f (x, )
Stx,y)

k Ny
Ty B e =1 dey ().

Die- Signumpotenzmomente in zwei Variabeln x und y sind de-
Gniert als
S(E—x"(y—y)" sg (x—*) sg (y—7Y)

Pln‘m: N -

Wenn einer oder beide Signumfaktoren fortfallen sollen, so
detten wir das dadurch an, dass wir in P, , den entsprechenden
sentrechten Strich bezw. beide senkrechten Striche fortlassen.

P, ., lasst sich als Stieltjessches Integral darstellen und ist

Plwim =[[ =3 (y—9)" sg (+—%) sg (y—F)day(P),
wihreid das theoretische Signumpotenzmoment p,,,, definiert ist
als

Piom=[[(x—2)(y—9°)" sg (x—x°) sg (y—5°)do(P)

Die Existenz dieser Integrale lisst sich nicht ohne weiteres
voraussetien, wenn # oder m gleich o ist oder beide gleich o sind.
Wir werder spiter hinreichende Stetigkeitseigenschaften von (%, )
voraussetzei, unter denen p,,,, auch in diesen Fillen existiert, und
unter denen P, in diesen Fillen bis auf einen zu vernachlissi-
genden Fehle eindeutig bestimmt ist.




§ 2. EIN VARIATIONSPROBLEM BEI STIELTJESSCHEN INTEGRALEN.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Variation des Stieltjesschen
Integrals

=17 g7 doy )

zu bestimmen, wenn der Parameter x und die monotone Funk-
tion wy (x) variert werden. Die Variation soll an der Stelle x = %°,
oy (#) = o (x) vorgenommen werden. Deshalb setzen wir

T=2"+38% 0y (%) =0 @)+ k)

3 o (x) ist als Differenz zweier monotoner Funktionen von be-
schrinkter Variation. Die Integrationsgrenzen werden wir in Zukunft
in der Regel fortlassen, wenn der Integrationsbereich die ganze x-
Achse oder die ganze Ebene ist.

Von der Funktion f (¥,%) setzen wir voraus, dass sie nach x
zweimal stetig differenzierbar ist. Dann ist nach dem Taylorschen
Satz unter Vernachlissigung des Restgliedes

(1) fx,2)=1(x,2°) + f; (v, 5°) (x—2°) .

Es werden also Glieder von der Grossenordnung (¥ — x°)° ver-
nachlissigt. f(x,x) und fx (x,x°) seine stetige Funktionen von x

Die Funktion g (x,%) sei fiir x + x ebenfalls eine stetige Funl-
tion von x. An der Stelle x =x kann sie einen endlichen Spruig
h (%) besitzen. Fiir x + % sei g (¥, %) nach x zweimal stetig differmn-
zierbar.

Infolgedessen gilt unter Vernachlissigung des Restgliedes nier
ebenfalls die Taylorentwicklung :

(2) g(x,%) =g(x,2°) + g (x,2°) 7 — ),

wenn x nicht zwischen x° und % einschliesslich der Grenzen liegt.
Dabei sei g; (¥,%) fiir ¥+ x auch eine stetige Funkfon in x,
und fiir x = x soll gelten lim g (¥,x) = lim g;x,%),so-
_ T—Ppx—o0 _ x—pz+o
dass g; (x,x) also auch an der Stelle x = x stetig ist.
Wir bezeichnen den Wert des Integrals I an der Selle x = #°,

oy (%) = w (x) mit I°




Dann ist
I =ff(x,§)g(x,a?)dm(x)-{—f/(x,x)g(x,})db‘m(x)
IP=[f(x,2)gx,2)do (%) .

Damit die Integrale trotz der Unstetigkeit des Integranden exi-
stieren, setzen wir w (1) und wy (%) in einer festen Umgebung von °,
welche x enthilt, als stetig voraus.

Es ist
I—IP=[[fx,%)gx,%)—f(x, 1) g, 2)] do (x) +
+ [ (x.%) g, %) —f(x,%) g (x,2)]d8w (x) +
+[Hx, 2 g (x,2°)d 5w (x).

Das zweite Integral kann neben dem ersten vernachlissigt wer-
den. Durch identische Umformung ergibt sich dann

I—P=[f(2) [, —gk )]do@ +[gx,2) [}, 7)—
— )] do @+ [[f (.0 —F &, 29] . [g (v, ) —
—g (@, )] de @) + [f(x, 5 g (29 d8 0 ().

Wegen (1) kann das dritte Integral neben dem ersten vernach-
lassigt werden, so dass wir in erster Niherung fiir I —I°

8I=[f. )¢ ) —g,2)]do @) + g, 2) [f(x,H)—
—f(x,2°)]dw(x) +]f(x,x°)g(x,x°)d8w(x)

erhalten.
Es ist
fr,2)—f(x,2°) =8f(x,%) =f; (v,2)8%.
Entsprechend setzen wir
g(x,x) —gx,x) =3¢ (x,%).
Wenn x nicht zwischen x° und x liegt, ist nach (2)
Sg(x,%) =g (x,2°)8%.

Wenn x zwischen x° und x liegt, ergibt sich noch ein Zusatz-
glied fiir 8 g (x, x), welches daher rithrt, dass g (x,2°) bereits an der
Stelle x = 2° einen Sprung gemacht hat, wihrend g (x,%) erst an
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der Stelle x = ¥ springt. Wir wollen eine bestimmte Stelle x = §
zwischen x° und x betrachten, und setzen dabei zunichst x°<g< %
voraus. Wir gehen nun von der Identitit aus:

g, x)—gE,2) =g, %) —gE 8 +gE8H—gE ).

Dabei sei unter g (£,£) der Wert von g (x,£) vor dem Sprung,

also lim g(x,&) verstanden.
t—>E—o0
- Zunichst entwickeln wir g (x, x) nach x —§& an der Stelle x =&,
wobei x < £ sein soll. Da also x ausserhalb des Intervalls von £ bis
x legt, gilt nach (2)

gx,%) =g(x,8) +¢g(x,8) (x—¥).

Lassen wir nun x von links gegen & gehen, so erhalten wir auf
Grund der Stetigkeit von g und g;

(3) g, %) =g, 8 +gE§E—F.
Da x auch den speziellen Wert & haben darf, ist nach (2)
g(x.8) =g(x,2) +g(x,2°) E—x).

Diese Entwicklung ist richtig fiir x >£. Lassen wir nun x von
rechts gegen £ gehen, so ist

lim g(x,8) =gE,&) +A(E).
r—>E+o0

und wir erhalten auf Grund der Stetigkeit von g und g;
(4) g, &+ () =gE ) +gE ) (E—).

Wegen der Stetigkeit der Funktion g; (x,%) in x konnen wir
g (§,8) in (3) durch g; (£, x°) ersetzen. Dann ergibt sich durch Addi-
tion von (3) und (4)

g, x) —gE,2) =—h(E +g (E 2 (x—27).
Indem wir £ wieder durch x ersetzen, erhalten wir
3g(x,%) =g (v, 1) —g(x,2°) =—h(x) + g (x,2) 3.
Im Falle ¥ < x < x° finden wir durch dieselbe Rechnung

Bg(x.%) =+ () + g (x,2°) 3%
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Es ist also
g (x,x°) 8%, wenn x nicht zwischen 2° und x liegt,
(5)3¢g(%,%)={ —h(x)+ g (x,2°) 3%, wenn 2°< x<x ist,
+ k(%) + gz (x,2°) 8%, wenn ¥ < x < x° ist.
Der vorhin fiir 3 erhaltene Ausdruck lisst sich schreiben :
SI=[f(x,2)8¢(x, H)do® + /g, )3/ (, D do () +
+[F ) g (v, 2 dB e (3)

und unter Beriicksichtigung von (5) ist dann :
z°
© SI=[f(x,)h(®)do(®) +3%[[f(x, %) g (x,2°) +

+e@ ) f; (2] dw (%) +[f(x,5) g (%, 57 d3w (%)

Durch unsere Untersuchungen hat sich ergeben, dass unter
den gemachten Voraussetzungen die Variationsregel § fg=f3g+ g8 f
unter einem Integralzeichen auch dann noch anwendbar ist, wenn
eine der Funktionen f und g eine Unstetigkeitsstelle mit endlichem
Sprung besitzt. Dabei ist die Variation der unstetigen Funktion
durch (5) zu erkldren.

Wenn wir voraussetzen, dass in einer festen Umgebung der
Stelle x = x° & (x) stetig ist und o (%) eine stetige Ableitung besitzt,
konnen wir bei hinreichend kleinem 3x

(7) [1(x,2) k(%) do (x) =—3%f (2, 2°) b () o' (=)
setzen.

Wir entwickeln jetzt dieselben Gedanken fiir zwei Variable.
Es sei

I =[[fx,y;%,9)g(x,y;5%) doy (P),
P=[[fx,y;2y)gx,y:5,5)do(P).

Dabei bedeute P = P (x, y) den Punkt mit den Koordinaten
%, 9.

Es ist nun die erste Variation von I an der Stelle x =x°,y =
%, oy (P) = o (P) zuermitteln. wy (P) =oy (*,y) undo (P)=o (¥,9)
seien monotone Funktionen von x und y. In einer festen Umge-
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bung von #°, die das von den Geraden x = 2°,x = %,y = »°
und y = y eingeschlossenen Gebiet enthilt, seien sie auch stetig.

f(x,y;%,y) dndere sich stetig mit dem Punkte P (x,y), ebenso
g(x,y;x,y), wenn x £ x und y £ yist. g (x,y;%,Y) kann an
der Geraden x = % einen Sprung 4, (*,y;y) und an der Geraden
y =y einen Sprung %, (¥,¥;x) besitzen. f(x,y;x,y) besitze als
Funktion von * und ¥ eine Taylorentwicklung, die wir mit den li-
nearen Gliedern abbrechen konnen :

@) fl,y;x,y) =Fxy;5,9°) + £ x5, (x—=°) +
—I"f; (x:y,'xO»yo) 07_3,0)'

Eine ebensolche Taylorentwicklung besitze g(x,y;%,%), wenn
weder x zwischen x° und x noch y zwischen 9° und v liegt :

9) g,y;%,y) =g, y;2°,9) + & (x,y:%°,)) (3 —2°) +
+g(x,y;2°,9°) (y—9°) .

& (x,y;%,y) und g (x,y;x,y) sollen sowohl vom Wertepaar x,y

als auch vom Wertepaar %,y ohne Einschrinkung stetig abhingen.

Desgleichen sollen die Funktionen f; (x,y;x°,9°) und f; (x,y; 2°, 9°)

der Taylorentwicklung (8) stetig vom Wertepaar x, y abhingen.

Wir erhalten dann durch dieselben Ueberlegungen wie im Falle
einer Variabeln '

SI=[[f(x,y;:%,9)[g(x,9:%,5)—g(x,y;%,5)]do (P) +
+[[eGx.y;2,9) [f@,y:%,5)—f(x,9;%,9)]do (P)+
+[[f(x,y:2°,9°) g (x,9;2°,5) 43 (P) .

Es ist nun
Fx,y;2,9)—f(x,y;2°,9°) =8f(x,y;%,9) =
=[x, y;2°,9°)8% +f; (x,y;2°9°) 38V .
Entsprechend setzen wir
g(x,y:%,9)—gx,y;%°,9°) =8¢ (x,y:%,)

_ Dann ist, wenn weder » zwischen x° und ¥ noch y zwischen y° und
y liegt, nach ()

S, y;%,9) =g (%,7:2°,9°) 8% + g5 (x,y;2°,9°) 8% .
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Wir nehmen jetzt wieder an, dass x° < x ist, und betrachten
einen festen Punkt x = £, y = v, fiir den x° < § < x ist und v nicht
zwischen 9° und ¥ liegt. Zunichst ist

gE, 2,9 —gE ;2,9 =g ;x5 —gE ;89 +
& mE.y)—gE.m;%°,9).
Dabei sei unter g (§,%;£,9°) der wert von g(x,%;&,9°) vor
dem Sprung, also lim g (x,7;%,4°) verstanden. Dann ist
r—yE—oa
nach (9) auf Grund derselben Ueberlegungen wie bei einer Variabeln :
(o) g€ m;%,9) =g m;8,9) +&E L) (x—8 +

+g E.nE ) (V—9°)
und

(11) g (€, n; 8, 9°) + A (€05 9°) =g (€5 4% 9°) + 8z (€05 2°,9°) (E—2) -
' Wegen der Stétigkeit der partiellen Ableitungen konnen wir
& EMEY)=gE,n;2°,9°) und g (E,1;8,9°) =g (E.m;2°,9°)
setzen. Dann folgt durch Addition von (10) und (1I)

gE,n;%,y)—gE,m;2°,9) =—h (E,n;%°) +
+8:(E,m;%°,9) (F—2°) + g (E,1;2°,9°) 9 —9°) .
Es ergibt sich also, indem wir fiir § und » wieder x und y
schreiben :

3g(x,y;%,9)=—h (%,9:9°)+ & (% y; 2,932+ g (x,y;2°,9°) 8y .

Wenn x < x < 2° ist und y nicht zwischen y° und ¥ liegt, ergibt sich
durch dieselben Ueberlegungen

Sg (Y% 9) =4k (%,9:9°) + g (%,9;2°,9°) 8% +g, (x,y;2,9°) 8y .

Wenn x nicht zwischen x° und %, aber y zwischen 9° und y liegt,
ergeben sich entsprechende Ausdriicke, die an Stelle von %, (x,y;9°)
die Funktion %, (x,y;x°) enthalten. Den Fall, dass sowohl x zwi-
schen x° und % als auch y zwischen y° und y liegt, brauchen wir
nicht zu betrachten, wenn wir annehmen, dass im dem Rechteck mit
den Ecken (x°,9°), (x,9% ,(%,¥) und (2°,y) eine stetige Wahr-
scheinlichkreitsdichte ¢ (x,y) vorhanden ist. Denn die Integration
iiber dieses Rechteck liefert dann nur einen Beitrag von der Gros-
senordnung 3.8y der vernachldssigt werden kann.
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Der fiir § I erhaltene Ausdruck lisst sich schreiben :

SI=[[f(x,y;2°,9)3¢g(x,y;%,%) da(P)+
+[fglx,y;5,9°)8f (x,y;%,9)do (P) +

Darin ist

@, y:2,9) g (x, ;4,9 d5w (P).

§f(x,y;%,9) =f (x,y;2°,9) 3% + f; (x,9:4°,5°) 8y

und nach den soeben gemachten Ausfithrungen

g (%, y;2°9°) 8% + g5 (%, v; 2°,9°) 8y , wenn x nicht
zwischen x° und X% und y nicht zwischen y°
und y liegt ,

—h (%,9;9°) + g (%,y52°,9°) 32+ g; (x,;2°,5°)8Y,
wenn x°< x< ¥ ist und y nicht zwischen §°
und y liegt ,

P 7y (2,y59°) + 8 (5,75 2% %) 83+ g5 (7,55 2%, ) 8,

dg(x,y;x,y)=" wenn % < x < x° ist und y nicht zw. 9° und y

liegt ,

—hy (5,9 %) + 8 (6,95 2°,9°) 3%+ g5 (%,; %, ¥°) 8,
wenn x nicht zwischen #° und x liegt und
YP<y<y ist, ,

+ R, (5,9 2°) + g (%, 55 %%, 9°) 32 + g5 (%,5: 2%, 5°) 8,

wenn x nicht zwischen #° und x liegt und
| y<y<y°® ist.

Indem wir in den Ausdruck fiir § I die Werte von 3f und 3¢
einsetzen, erhalten wir

+ o 2°
31 =

—®

[ [, y;2,9°) b (%959 do (P) +

8% [[[Fx,y:2°9) g (x,9;°,9°) +
+e(x,y:2,9°) f (x,9:2°,9°) ] do (P) +

¥° +

+ [ [1x 9529 (%, y;5) do (P) +
y —®

+8y [[[f(x,y:2,9°) 8 (x,y;4°9°) +

+g(x,y;2%9°) f; (%, 9;%°,9) ] da (P) +
+[[f(x,y;:2°,9) g (%,y;%,9°) d3w (P).
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Wenn wir voraussetzen, dass in einem Parallelstreifen, der die
Gerade ¥ = #° enthilt, und in einem Parallelstreifen, der die Gerade
x = 9° enthilt, eine stetige Wahrscheinlichkeitsdichte (oder Massen-

" dichte) ¢ (x, y) vorhanden ist, sodass dort dw (P) =¢ (x,y)dxdy
ist, und wenn wir weiter voraussetzen, dass &, (x , ¥; »°) im ersten
Streifen stetig von x und %, (x,y;x°) im zweiten Streifen stetig von
y abhingt, ist bei hinreichend kleinem 8x und §% in erster Anni-

herung :
+ o 2

[ [1@,y:2,9) b (5,9;9) de (P) =

¥ + oo
[y ) h(x,y;2)do (P) =

=—8y [ (&9 2,y b (%, 9 &) ¢ (x,5°)d %.

§ 3. WEITERE HILFSSATZE zZUR BERECHNUNG DER MITTLEREN
FEHLERQUADRATE UND KORRELATIONEN DER POTENZMOMENTE.

Im Weiteren miissen wir noch von den beiden folgenden Hilfs-
siatzen Gebrauch machen.

Hilfssatz 1.

X, ,%, ... %y sei eine Zufallsreihe von N unabhingigen Beo-
bachtungen. f (x,) sei eine Funktion von %;, die jedem x; einen end-
lichen Wert zuordnet.

Dann stellt f (x,),f (x,) . .. f (xy) ebenfalls eine Zufallsreihe von N
unabhingigen Werten dar.

Mit f° bezeichnen wir den wahrscheinlichen Wert der Zufallsreihe
f (x). Das mittlere Fehlerquadrat von f lautet dann:

m* (f) = (f)°— (F)* -

Bedeutet S die Summe iiber alle Beobachtungen, so gilt folgender
Hilfssatz 1:

Das mittlere Fehlerquadrat des arithmetischen Mittels von f
ist gleich dem N-ten Teil des mittleren Fehlerquadrats von f selbst.

Oder durch eine Formel ausgedrﬁckt'

( . ) (f")
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Der Beweis ergibt sich folgendermassen :
Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir unabhingige Variable
erhalten wir:

" (5%) = Sm? (_1{7‘) — 1\17 S m (f).

Da m” (f) fiir alle Beobachtungen gleich ist, gilt:

I . Nm*(f)y _ m*(f)
oI =N =y
womit der Beweis erbracht ist.
Dieser Satz behilt auch dann seine Giiltigkeit, wenn f eine

Funktion von zwei oder mehreren Variabeln ist.

Hilfssatz 2.

Wir gehen wiederum von einer Zufallsreihe von N unabhingigen
Beobachtungen aus (x,, %, . . . xy).

Bedeuten f (x;) und g (x;) zwei verschiedene Funktionen von x,,
die jedem x; einen endlichen Wert zuordnen, so bilden die einzelnen
Funktionswerte zwei Zufallsreihen ;

fx); fxs)... I (xw);

g (%) gx) .- g (xn);
die miteinander korreliert sind. Die Funktionswerte in jeder ein-
zelnen Reihe sind jedoch von einander unabhingig. Die wahrschein-
lichen Werte der beiden Reihen seien f° und g°. Als Rohkorrelation
von f° und g° bezeichnen wir folgenden Ausdruck :

R(f,e) =lI—F —&r =1 —rg.

Es gilt nun der Hilfssatz 2:

Die Rohkorrelation zwischen dem arithmetischen Mittel von f
und g ist gleich dem N-ten Teil der Rohkorrelation zwischen f und g
selbst.

Oder in einer Formel:

f g) (/- 8°—F¢g
R(sy.sy) =58
Zum Beweise dieses Satzes miissen wir Indizes einfithren: Wir
setzen
fx) =+ t1=1,2...N
gx) =g j=1,2...N
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Dann ist:

r(sks9)=[(s457) (s5)] -
—I—f,;[§§(fi.—f°>(g,-—g°)] 7S SU—1) G—e T
f; und g; sind fiir 4= voneinander unabhingig, es werden also

alle Glieder [(f, — f°) (g — ¢&°)]° fiir i ¢ gleich Null. Es bleibt
also iibrig :

I
S[h—1F) (&6 — &) = 3z SR (8 -
Da R (f;,g) fiir alle Beobachtungen gleich ist, folgt weiter :

NR B R , o___4{o,0
(fi 8) = ¥~N(Z 8) —_ #(vag) - Eg) ﬁL&

Damit ist der Beweis erbracht.
Auch dieser Hilfssatz behilt seine Giiltigkeit, wenn f und g
Funktionen von mehr als einer Variabeln sind.

§ 4. — Das MITILERE FEHLERQUADRAT DER POTENZMOMENTE BEI
VERWENDUNG DER WAHRSCHEINLICHEN WERTE x° UND $P°.

Fiir die Potenzmomente in einer Variabeln haben wir hier fol-
gende Darstellung :

S (x—x)" sg (x—7) .

P‘”— N

Ist der wahrscheinliche Wert %° der Variabeln bekannt, so ist
es vorteilhaft, ihn statt des arithmetischen Mittels zu verwenden.
Die Potenzmomente lauten dann folgendermassen :

S (x—x°)"sg (x —x°)
P ‘ n N
In diesem Falle gestaltet sich die Berechnung des mittleren

Fehlerquadrats besonders einfach, sodass es zweckmissig ist, da-
mit zu beginnen. Die Darstellung der Potenzmomente als Stielt-

2
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jessche Integrale ist hier noch nicht notwendig. Der wahrschein-
liche Wert von P, ist:

pro= [PEZEV OO o g

Das mittlere Fehlerquadrat »* (P,,) kann nun sofort angegeben
werden :
Setzen wir (x —x°)"sg (x—x°) =/, so gilt:

/
P|”=SN'

Nach Hilfssatz 1 folgt dann ohne weiteres :

m* (P ) =<_’u)°;&.

P=lx—2)sg(x—2)" =7,

() =[x—2"]" =p,..

Wir erhalten also :

2 ?2» ?2 ”n
‘m (Ps) = LB A L
Fiir den Fall n = o gilt:
I — b
m* (Pp,) = = _fle

Fiir die signumireien Potenzmomente folgt :

1)2’1 - ?:

m (P) =

Ganz entsprechende Formeln erhalten wir fiir die Potenzmo-

mente in zwei Variabeln.
Sie werden dargestellt durch den Ausdruck :

p  _SE—%"(y—9"sg (x—%)sg(y—))
|n|m — N
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oder, wenn wir die wahrscheinlichen Werte x° und y° statt der arith-
metischen Mittel ¥ und y verwenden, durch

SE—=2) (0 —9)"sg(x—2)sg (y —%°)

P]»|m= N

Wir gehen zunichst wiederum nur auf den letzteren Fall ein,
weil er wesentlich einfacher ist als der erste.
Den wahrscheinlichen Wert von P,,, bezeichen wir mit:

p _ [S (x— 2" (y — 9°)" sg (x— ) sg (y — »°) }"
In|m N

=[(x—2°)" (y —9°)"sg (x —2°) sg (y — ) "
Setzen wir

(x—2°)" (y—9°)" sg (x—2°)sg (y—9°) =1,

so erhalten wir nach dem Hilfssatz 1 genau so wie im Falle einer
Variabeln :

m? (Pl,,|m) = m’ (S %) é_—(](z);;ﬂ.

Es ist fo = P|ngm ; (f)o = ﬁzn,zm ’

sodass die allgemeine Formel lautet :

2 ?zn,zm—¢2n ”m
m (P|n|m) = N !

Entsprechend gilt fiir die Signumfreien und die gemischten Po-
tenzmomente

|

2
_ ﬁzn,zm ?n,m

bzw.
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§ 5. DIE MITTLEREN FEHLERQUADRATE DER POTENZMOMENTE
BEI VERWENDUNG DER ARITHMETISCHEN MITTEL X UND ¥.

Im Falle einer Variabeln ist

S (x—2%)"sg (x — %) K

P, =
N

Die Berechnung des mittleren Fehlerquadrats ist jetzt umstdndlicher
als bei Verwendung des wahrscheinlichen Wertes 2°. Wir kénnen
ndmlich jetzt nicht mehr f (x) = (x — x)” sg (¥ — %) setzen und den
Hilfssatz r anwenden, da die beobachteten Grossen x — ¥ voneinander
abhingig sind. Wir erhalten eine passende Funktion f(x), indem
wir P, — p,, berechnen.

Diese Berechnung geschieht am einfachsten mit Hilfe Stielt-
jesscher Integrale. Wir setzen in den Ausdriicken des § 2

f(x,x) = (x—=%x)" und g (x, x) = sg (x — %).

wy (%) und o (%) sollen jetzt wieder die in § 1 definierten Funktio-
nen sein. DannistI =P, ,I°=p,,8] =P ,—p,=8P,. Wir
erhalten also 3 P|,,, indem wir in (6) und (7) von § 2 die jetzigen
Werte von f und g einsetzen. Es ist

f(x 2°) = (x—2)" g (% %) = sg (x —x°)

fole, %) = —m (x— )P~ g (x5, 4°) = o
fee = |Tnle h=2

Daher ist fiir # >0 ‘
8P,,,=—39?fn(x—x°)”“‘ sg (x—=x°)do(x) +
+f(x—x°)" sg (x—x°)ddw(x) =
=— NP 3%+ [ (x—2°)" sg (x—2°)d 3w (x)

und

SP,=—20" (x)3x+ [sg(x—2°)d3 (%) .

Der Leser iiberzeugt sich mithelos davon, dass die Vorausset-
zungen, die wir in § 2 {iber f und g gemacht haben, um die Formeln
(6) und (7) zu erhalten, wirklich erfiillt sind. Von o (x) setzten wir
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fiir (7) eine stetige Ableitung in einer Umgebung von x° voraus.
Diese Voraussetzung miissen wir also auch jetzt machen. Von
wy (¥) verlangten wir Stetigkeit im Intervall von x° bis ¥. Nach
der Definition von wy (x) in § I ist diese Voraussetzung nicht giiltig.
Da oy (x) in dem Intervall von x° bis x¥ gegen die stetige Funktion
o (x) strebt, konnen wir aber wy (x¥) in diesem Intervall durch eine
solche stetige Funktion ersetzen, dass der dadurch entstehende
Fehler vernachlissigt werden kann. Damit ist zugleich die Schwie-
rigkeit behoben, die der Integralausdruck fiir P|, mit sich brachte.

Die bisher erhaltenen Ausdriicke fiir § P, und 3 P, sind noch
keine endgiiltigen. Die Funktion P, , welche vom Parameter ¥ und
von der Funktion wy (x) abhidngt, hingt nadmlich in Wahrheit nur
von dieser Funktion ab; denn x ist ja durch wy (x) wegen der Be-
ziehung

[x—%)day(x) =0

vollstindig bestimmt. Wir haben also die Aufgabe § P, unter
dieser Nebenbedingung zu bestimmen.

Wenn wir die erste Variation unserer Nebenbedingung bilden,
erhalten wir

[(x—2°)dSw (x) —[32dw (x) =0
oder
3x=[(x—x)dSw (x).

Diese Beziehung, die §x durch 3w (x) ausdriickt, 14sst sich auch
direkt verifizieren.
Dadurch wird fiir #>o0

3P, =[[(x—2)" sg (x— ) —np,_, (x—2)]d50 (%)

und
SP,=[[sg(x—2)—20" (") (x—2°) |48 (x) .

Bezeichnen wir den Integranden zur Abkiirzung mit f (x), so ist
$P,= [ (%) d30 () = [ (1) doy (%) — [ f (x) do (x) = Sf() @)

Da w* (P,) =m* (3 P,) = w’ (W) ist, erhalten wir nach

Hilfssatz 1
r—Fr

e (P) =



22

Die Ausrechnung ergibt :

) 1
m’ (Pln) =W(p2n_znpln—xﬁ|n+x + nw 75\2”_: ?2 —'ﬁf,,) fir w >0

m () = (1— 40" () pro + 40 ()2, — £

Den Fall der signumfreien Potenzmomente erhalten wir, wenn
wir g(x,x) =1 setzen. Dann ist

gx,x°) =1 g (x,2°) =0 h(x) =0
und es wird fiir jedes >0
3P, =—3%[n(x—2)""do @+ [(x—2)'d30®)

oder
3P, =—-n;b,,_t8i—i—f(x—x°)"d8m(x)

=[[x—2)—np,_, (x—2)]d50 (x) .
Schliesslich wird

mz (Pn) =% (pzn—zn?n—t ?n-{-x +’”2;b:—11’2—75:

Bei den Potenzmomenten P, ,, in zwei Variabeln ist der Ge-
dankengang genau so wie bei einer Variabeln. Wir berechncn
P, »—b s m mit Hilfe Stieltjesscher Integrale, indem wir in den
Ausdriicken des § 2

fx,9;%,9) = (x—2)" (y—y)" und g (%, y; %, ¥) = sg (x—x) sg (y —¥)

setzen. Als wy (x,y) und o (,y) nehmen wir die in § 1 definierten
Funktionen. Dann ist also

I=P ,,=[[(x—2)"(y—)" sg (x—%) sg (y—7)dwy (P)
und
P=p, =[] (x—2) (y—9°)" sg (x—2°) sg (y—y")d o (P)

Wir bilden 87 =38 P, » = P|w| s —P|n| m» indem wir in (12) und (13)
von § 2 die jetzigen Werte von f und g einsetzen. Es ist dann:

[y, 2°,9°) = (6—2°)" (y—3°)"  g(x,;%°,)°) =sg (¥—=°) sg (y—1°)



23

fz (%, 9;: %°,9°) 7 (x—2°)" " (y—9)" g (%, %%,9°) =
f; (%9 2%, y°) =—m(x—2°)" (y—y°)" 7" g (x,y;2°,9°) =

- Sofurn>o " SOfurm>o

x° %,9°% %%,

Fe i ) ((y—y fir n =o0 Vi) (x—x°) firm=o0
by (2°,y59°) =2sg (y—9°) by (%,9°;5°) = 258 (x—%°)

Wir setzen noch zur Abkiirzung
+ o

[—2) sg (6—2)p(x,5)dx =0, ,

—®
+ ©

J—y)"sg (—3) o () dy =y,

Dann ist nach (12) und (13)

fir n > o0:

0

SPim=—03x%[[n(x—2)""" (y—y°)" sg (x—x°) sg (y — ¥

—Syffm — )" (y—5°)" T sg (x— 1) sg (y —9°

[ =2 (y—y)"sg (x— ) sg (y—y°) d 3w (P)
2_"?|n_z|m8;c-—-mp|,,|m_,8§

+ [ (x—2)" (y—9)" sg (x— 2°) sg (y— ¥°) d 3 > (P)

firn=0,m>o0:

o (P)

)d
)d o (P)

8P o) =20, n 35—y [[m(y—2")" " sg (x—2°) sg (y—)") de> (P)

+ [f (y—9)" sg (x— ) sg (y—5°) d3w (P)
=_2°‘yim8;‘—mﬁ|o\m—x3§1+

+ [[ (y—9°)" sg (x—2°) sg (y—9°) d S (P)

und entsprechend

fitn>0,m=o0:

3P, 1o=—np 4 rjo0dx—20a,,3y+
+ [ (x—2)"sg (x— =) sg (y—") 43 (P)

und fir w =0, m=o0:

B3P 1o =—20,,8x—20,,8y + [[ g (x—2°) sg (y—¥°)ddw (P).
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Die drei letzten Ausdriicke sind im ersten enthalten wenn wir
festsetzen, dass

(14) fir n =0 HPj sy =20, und fir m =0 mp, ., =20a,,

sein soll. Wir rechnen deshalb hinfort nur noch mit dem ersten
Ausdruck von 3§ P, ,.

Der Leser kann sich wieder leicht davon iiberzeugen, dass die
Voraussetzungen, die wir in § 2 iiber f und g gemacht haben, um
die Ausdriicke (12) und (13) zu erhalten, erfiillt sind. In den
Ausdriicken fiir «,,, und «,,,, ist vorausgesetzt, dass in zwei Pa-
rallelstreifen, die die Geraden x = x° und y = ¥° enthalten, eine ste-
tige Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ (¥,y) existiert. Deshalb strebt
oy (¥, ¥) in diesem Streifen gegen eine stetige Funktion und kann
in ihnen mit einem zu vernachlidssigenden Fehler durch eine stetige
Funktion ersetzt werden. Damit ist auch die Schwierigkeit beho-
ben, die die Integraldarstellungen von P,,, und P,,, mit sich
brachten.

Um 3 P,,, in endgiiltiger Gestalt zu erhalten, miissen wir noch
die beiden Nebenbedingungen

[[s—Dday(P) =0 und [[(y—day (@) =o
beriicksichtigen. Sie liefern
8x=[[(x—#*)dSw (P) und 3y = [[(y—¥) d 3w (P).
Daher wird
Plmw=[[lx v —9y)" sg (x—x) sg (y—3°) —
— % Plu—1|m (x—x °) — M Dy m—s (y—9)128 0 (P).
Wenn wir den Integranden mit f (x, y) bezeichnen, ist

Sf(x y)

mn

—[f (=, )1

Pon= {3 doy(P)— [[{ (5 ) do(P) =

Jetat ist aber m? (P|,,,) = m* (3 P,,,,) = m’ (Sz'vf) und mit-
hin nach Hilfssatz 1

e B = VIO
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Die Ausrechnung lefert :

I
m* (P|n|m= W (Z‘)zn,zm —2n p]n——rlm p]n-}-x]m —zm Zb[n]m-x Z‘)In|m+1

+ n pzm-—-x]m ?20 + Z_nm?ln——x]m ?Jnlm-—:pxx + m pfn]m——xpoz'—'}sfnlm)'

Im Falle der gemischten Potenzmomente P,,, setzen wir in
(12) und (13) von §2 g(x,y;%,9) =sg (¥ —x) .

Dann ist

g y;2%9) =8sg(x—2x°) g (x,9;2%,9) =g * y;%°y) =0
Ay (%°,959°) = 2 h, (x,9°;x°) = o.

Wir setzen noch
+
[ (—9)"¢ (2% 9) dy = a,,

und iibertragen damit die Verabredung iiber das Fortlassen der
Striche auf «,,, und entsprechend auf «,,,.
Jetzt ist fiir alle Werte von m > o

fir n>0:3P,,=—8[[n(x—2)"" (y—y°)"sg (x—x°) d o (P)
’ — 8 [[m (x—2)" (y —y)" " sg (x—2°) d & (P)
+ [[(x—x)"(y °)m58(x—x°)d3®(P)
= — APl X — P Oy
+[[x—2)(y—y)"sg (x—1) dS o (P)
firn =0:8 Py, =—20,,3% —MpP,,_, 5 +

+[[y—y)"sg(x—1x)d3w (P).
Um auch hier hinfort beide Fille nicht unterscheiden zu brau-
chen, bestimmen wir, dass die Festsetzung (14) auch noch bei Fort-

lassung der senkrechten Striche von o, , und «,, gelten soll.
Es soll also

z | n

(142) np,_,,=2u,fitn=ound mp,, ,=2u,firm=0
sein. (Esistaber np, ., =n Py z,m = 0 fiit # = o und entspre-
chend fir m).

Indem wir fiir 8x und §y ihre Werte in den Ausdruck fiir
SPM,,, einsetzen, ergibt sich

Plp=[[[(x—2)"(y —9)"sg (x— ) — B P (x—2) —
— WPz (Y —7°)] 23 (P)
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und

I
m* (P{nm) = ’N (i)znzm—_znpl»—x,mp{n+r,m_2mﬁ‘nm—r Zslnm-i-x +

+ ”2¢|2”_I m?zo + Z”’mpin—-xmi)htm-——x 2511 + mzplznm——r ?oz_'?[znm)

Im Falle der signumfreien Potenzmomente setzen wir

glx,y;%,9) =1
Dann ist
gx,y;25y) =1 g (%,9;2%9) =g (x,y;2°y°) =0
h,(x%,y;9) =h,(x,y°;x°) =0
Fiir alle Werte von # und m ergibt sich jetzt
8P,,=—38x[[n(x—x)" " (y—y)"dw (P)—
— 85 [[mlx— 2"y — )" d o (P) +
+[[(x—2)"(y —¥)"d S o (P)
=Py rmd XM Py 8V + [[(x—2)"(y—)"d 8 > (P)
= [[[(x—2)"(y—9)" — 1Py (x —2°) —
— My (y—¥)]d3 0 (P
und

I
m* (an) = ]_V (ﬁznzm'—znpn—x,mpn+x,m_zmi’nm—x?nm+x +

+ 'nzﬁ:—t,m ?zo + an;bn—xmﬁnm—x’ﬁu + mzﬁzm—-x poz_P:m)

§ 6. DIE QUADRATISCHE KORRELATION ZWISCHEN
DEN POTENZMOMENTEN.

Die Berechnung der zwischen den einzelnen Potenzmomenten
bestehenden quadratischen Korrelationen bietet nach dem Voraus-
gegangenen keinerlei Schwierigkeiten mehr.

Sind P, und P, irgend zwei Potenzmomente einer oder zweier
SHhi—1

Variabeln, mit oder ohne Signumfaktoren, und sind 8 Py = N
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S __#°
und § Py = f“N fu

sich nach dem zweiten Hilfssatz fiir die Rohkorrelation zwischen
Py und P, folgende Formel:

Sfx—f% Sfy._fy.) (M fu)—Paf
N N

die dazugehérigen ersten Variationen, so ergibt

R (P, Py) = (SP;\SPR)°

Durch Division dieses Ausdruckes durch die beiden mittleren
Fehler m (Py) und m (Py,) erhalten wir die Feinkorrelation (die
gewOhnliche quadratische Korrelation). Sie lautet :

_ R(Pr.Py) (it )°—f°u‘§l
m (Px).m (Pu) ~ Y[/ — (7] (02— (o))

So gelten z. B. fiir die beiden mittleren Fehlerquadrate P,
und P, folgende Formelm :

h=(r—x)
fu=(y—y9)*
Fur die Rohkorrelation erhalten wir :

[(x—2)" (y —9)7]° — [0 —2)]° [y —»°r]° _

7 (Py, Py) =

R(P,,P,) =

20! N
_ p 227 P 20 p 0z
- N
Die Feinkorrelation lautet dann
pzz " Pzo poz
4 (P 20 P oz) = p

V(bro— bio) (Pog— B2)

Im Falle der Gaussverteilung gilt dann infolge der Relationen :
Do = boobor T2 0%
b= 30%
bo, = 3%

Die vereinfachte Formel :

P
P, P.,) = _
( 20] ) ?20 ?20
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Die Feinkorrelation zwischen den Variabeln x und y selbst ist

P
definiert als 7, = ﬁ , oder wenn wie die theoretischen Werte
20 02
zur Bildung des Ausdrucks heranziehen, als
o Pa
YV b pos

Beachten wir das, so erhalten wir

r (on Poz) = V(r’z)z .

Die quadratische Korrelation zwischen den beiden mittl. Fehler-
quadraten ist also das Quadrat der quadratischen Korrelation zwi-
schen den beiden Variabeln x und y.

§ 7. DAs MITTLERE FEHLERQUADRAT VON FUNKTIONEN
DER POTENZMOMENTE.

Nachdem die mittleren Fehlerquadrate und Rohkorrelationen
aller Potenzmomente bekannt sind, ist es mit Hilfe des Fortpflan-
zungsgesetzes des mittleren Fehlers ohne Weiteres moglich, das mitt-
lere Fehlerquadrat von Funktionen der Potenzmomente zu be-
rechnen. Derartige Funktionen sind z. B. die quadratische Kor-
relation, der Regressionskoeffizient und der Ienz’sche Korrelations-
ausdruck. Die Berechnungen gelten natiirlich, wie alle, die mit
Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes durchgefiihrt werden, nur in
erster Annaherung.

Ist F (P, , P, , Py ...) eine stetige, nach jeder Variabeln mindestens
einmal differenzierbare Funktion der Potenzmomente P, P, Py ...
wobei Py, Py, Py ... sowohl Signumals auch signumfreie Potenzmo-
mente in einer oder in zwei Variabeln sein koénnen, so gilt fiir die
erste Variation von F :

o F o F

SF_SP—- SPy—— + 8 Py ——
w + > P —|' )\bP)\

Dabei sind die Dlﬁ’erenhalquotlenten

0F oF »F
pr’va,()P)\ .

. an der Stelle p,, py, pa... zu nehmen.
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Durch Quadrieren und Bildung des wahrscheinlichen Wertes
auf beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir das gesuchte mittlere
Fehlerquadrat.

' (F) =[O YT = (%) [ Pu) P + (%)2[(8 PP+

0F OF
+ 2

oPll 2Py (O Py 8 Py)°.

In diese Formel treten alle mittl. Fehlerquadrate und Roh-
korrelationen der vorkommenden Potenzmomente auf.

Diese Methode wenden wir nun auf verschiedene Funktionen
der Potenzmomente an.

I). Zunichst bestimmen wir das mittlere Fehlerquadrat der
quadratischen Korrelation v,

p

II
v, = 55

VP 20 02 ‘

Es erweist sich hier als zweckmissig vor Bildung der ersten
Variation zu logarithmieren.

I
log 7, =log P, — log P,,— % log P,

Die erste Variation an der Stelle (p,,, 9,,, #..) lautet dann:

3P, 1 3P, 1 3P

pﬂ - i)u —7 Ibzo — 2 poz
l 20 poz

Wir quadrieren nun diese Gleichung auf beiden Seiten und
bilden sodann den wahrscheinlichen Wert.
gﬁs Ersetzen wir die auf der rechten Seite dieser Gleichung auftre-
tenden mittleren Fehlerquadrate und Rohkorrelation der Potenz-
momente durch die im Vorhergehenden abgeleiteten Ausdriicke

pzz'_ ?1_ . ?31_P11P_zo_

[P = N (dP,3P,)= N
270 ___ i’o—pio o __ 7513—?11?02*
[(8 on)] - 4T : (SPIISPoz) - N

20__1)04— 12)2 o __ ﬁzz—pzojboz
[(SPOZ)] ""—"—JV. . (8P208P02) - N
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so erhalten wir fiir das mittlere Fehlerquadrat der quadratischen
Korrelation die bekannte Formel:

2 — __I_ :1 Pzz - Pit pm - 1’30 po.g - 1’32
WZN Bt [ o am T am T
+ o on - ?20 pnz _ ?3: - pn on _ ?x?, - pu poz
2 pzo Poz ?n pzo j)n pzo )

Wir konnen diesen Ausdruck noch etwas vereinfachen. Es
folgte :

2 I ﬁix pzz 1)40 po4 l’zz
) = - L —|— _ — —_—
W TN St [ 2 e T arn T 2 puta
e ?31 — 73‘3

Pube  Pube } '

Fine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn wir lineare
Regression zwischen den beiden Variabeln annehmen. In
diesem Fall, der weitaus der hiufigste ist, gelten zwischen den hier
vorkommenden Potenzmomenten folgende Beziehungen.

— pni).;o ______' i)n Po.; .
PZO pOZ

Setzen wir diese Relation in den ‘obigen Ausdruck fiir m* (r,) ein,
so erhalten wir:

psx ; PIS

2 :i, ir pzz pzz . 3 ﬁm £°i
WOVZN bt | 2bte 4 (1):0 * m)J'

Noch einfacher wird diese Formel bei Gaussverteilung.
Hier geniigen 3 Potenzmomente zur vollkommenen Charakterisierung
der Verteilung, d. h. alle héheren Potenzmomente lassen sich beispiels-
halber durch p,, p,, und p,, darstellen. Es ist:

,1)22 :’ y poz + 2 P, p‘w =3 pzo
Psx 3?11?20 b =3 P2 .
i)13= 3?11 poz ot o
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Durch Ejnsetzen in den urspriinglichen Ausdruck fiir m? (r,)
erhalten wir dann die sehr einfache Formel:

(I s )
mz (”z) — A?;z‘o ﬁoz

Potenzmomenten gebildete quadratische Korrelation mit 7, be-
zeichnen :

oder, wenn wir die aus den theoretischen

m® (r) = 7

/ (D)

Die hier fiir das mittlere Fehlerquadrat der Feinkorrelation
abgeleiteten Ausdriicke haben sowohl bei Verwendung der wahr-
scheinlichen Werte x° und y° als auch bei Verwendung der arithme-
tischen Mittel x und y Giiltigkeit.

2) Das mittlere Fehlerquadrat des linearen Regressionskoeffi-
y P 02
Zunichst logarithmieren wir :

zienten Rz = erhalten wir in ganz dhnlicher Weise.

log R: = log P,,—1log P,
y

Fiir die erste Variation von Rz an der Stelle (p,,, p.,) folgt:
y

SR« 3p, P,
Pu P P
poz

Durch Quadrieren und Bildung des wahrscheinlichen Wertes
auf beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir:

Wﬁﬁzlpgvﬂ+mh“ﬂﬁJ
s NS,

pf! ﬁ(2)2 ?II pOZ

Auf Grund der im Fall der linearen Regression bestehenden
Relationen zwischen den einzelnen Potenzmomenten ergibt sich
folgende Vereinfachung :

pzz pcz)z - fx P04
N.pt,

\
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Nehmen wir nun Gaussverteilung an, so reduziert
sich diese Formel auf:

NN
e (Re) ==

i mit #/, so folgt endlich
V?Szo Doz

Bezeichnen wir wiederum

i b (T— ()
]mﬁkm(INJ

Auch fiir das mittlere Fehlerquadrat des Regressionskoeffi-
zienten ist es gleichgiiltig, ob wir die wahrscheinlichen Werte x°
und y° oder die arith. Mittel ¥ und y verwenden.

3). Im Folgenden berechnen wir nun noch das mittlere Feh-
lerquadrat des Lenz’schen Korrelationsausdrucks 7, und gehen dabei
von der verbesserten Form aus, die ich diesem Ausdruck gegeben habe.

Danach lautet er:

Wir logarithmieren wiederum :
log 7, =log P, |, +log P|,,—log P, ,—log P, ,.
Fiir die erste Variation folgt :
dr, 8P, 8P, &P, 8P,
Yo Puo Pl Pl Pois

wobei 7/, der uns den theoretischen Werten gebildete Korrelationsaus-
druck ist. Durch Quadrieren und Bildung des wahrscheinlichen
Wertes erhalten wir wiederum das gesuchte Fehlerquadrat.

Im Gegensatz zur Feinkorrelation und dem Regressionskoeffi-
zienten miissen wir hier unterscheiden, ob wir die wahrscheinlichen
Werte x° und y° oder die arithmetischen Mittel x und y verwenden.

Wir behandeln zunichst den 1. Fall. Die hierbei auftretenden
mittleren Fehlerquadrate und Rohkorrelationen lauten folgender-
massen :

[BPy)0)]°= % [BP )] = ?zo—Nf’Lm
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[(Splm),]o:zbo,jv e fop, o e P
t noSPm)o W; (8P|I°8P01)0=7M_T¢’|m;[%\:;
0Py g0 Pt op sp o PaPusber
P3Py =Pl ler; op 5p oo Puhialin,

Fiir das gesuchte mittlere Fehlerquadrat ergibt sich dann fol-
gender Ausdruck :

pzo poz pzo poz Zplx\x 2pix|x
= e -+ —
px‘o ﬁ\ox f)z\’xo—*_pzh px\op\ox plxopo\x

. 2plzlo . 2?\0\2 _ an _ Z.bu
px|op|xo p\o:po\t be|opo\1 p\oxp\to .

m* (71) =37 1)

Wesentlich komplizierter gestaltet sich der Ausdruck fiir das
mittlere Fehlerquadrat von », wenn wir die arithmetischen Mittel
x und y zur Bildung der Potenzmomente verwenden.

In diesem Falle haben wir fiir die auftretenden mittleren Fehler-

quadrate und Rohkorrelationen folgende Ausdriicke :
M= (B Py = o (bao F Prob o + 45 Por—2PuioPors
—4 P11 % T 4P Pojo— P10
M= [P o)1= = (Bus + Posblon + 4 6 Pos— 2B 2Py
— 4P %y + 4P Ploo—Plo)
=627 = ]%(pzo—zp.wm,o + Bhootro— 1)
m, *[8P0|)] f’oz 2P610002 + Pa0 Por—Pa1)

3
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[8P1\08P\01] p[:[; +polo?u +4pnax1ayl zpz\oayx

_2p0|2axx—-Ploopxh—poiopln+ zpozplooocxl + zpzopo\oayx
—pxlo ﬁiox)

Riy= [3Pyo3 Pl = 1 (Brajo—PrzoPojo—2 Piss%es—PioPion
+ Prooto Do +z¢>up/°oan—¢moz)|m>

= [3 Py 3 P J° = 3 (a2 Pugs oo+ Bus Boio—2 Pojs s
+ 2 Puu Popo an—px.opo,g .

=B Po;8 P = 57 (Pux—2P1:Pio0 T Prabloo™2 P20 %y:
+ 2 ro Proo ayx—plom.w) .

Rey = [3 Pioxd Py’ = 3 (rois—PojaPlao—2 bajs s —Pios bl
B Bojo Broo F 2 Prs Boto Byx — Prox Pors) -
— [3 P18 Pori = 5 (Biate— Pros Boro— Puts Broo
+ B Brow Poto = Pixo bor)

Behalten wir diese Abkiirzungen bei, so lautet das gesuchte
Resultat :

| I(r,)2 m§+m’;’+m3+m2+ 2R, n
N ! I|0 ﬁ]ol p[lo po[x px[oplox
2R, 2R, 2R, 2R, 2R,

p|10p0|1 p1|op|10 - p[oxpolx - p1|opo|1 o p]oxplxo

m2 (71) =

+




RAGNAR FRISCH

On the use of difference equations in the study

of frequency distributions

Difference equations and differential equations have occasionally
been used in the analysis of frequency distributions. Certain parts
of the theories of KarI, PEARSON and of CHARLIER are for instance
based on the use of such equations.

However, these applications are of a rather special character.
It does not seem that a systematic study of frequency distributions
has ever heen attempted from the differential point of view until a
beginning in this direction was made by Professor GULDBERG’s beau-
tiful paper ““On Discontinuous Frequency-Functions and Statis-
tical Series ”’ *) GULDBERG’s paper contains several examples showing
that the differential approach furnishes a strikingly simple solution
of several classical problems in frequency distributions, for instance
the problem of obtaining explicit expressions and recurrence formulae
for the moments of the binominal, Poisson, Pascal, and hypergeomet-
ric distributions, and the problem of obtaining criteria that can
indicate whether a given distribution belongs to a certain type or
not. In problems of this kind the differential equation of the distri-
bution seems to be a most natural and powerful tool of analysis. It
may therefore be worth while to attempt a more general analysis of
the subject, exhibiting the general nature of the principles involved,
pointing out some further possibilities and also showing the natural
limits of this tool in the study of frequency distributions. In the pre-
sent paper some remarks on such a general analysis shall be made.

(*) «Skandinavisk Aktuarietidskrift», 1931, p. 167.
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1. THE (P, Q) CLASS OF A FREQUENCY DISTRIBUTION.

Let f, be a finite frequency function given in the enumerable

set of points x = 0, & 1, &+ 2... & ». For any given /, it is always
possible to indicate a set of numbers P, and Q, such that the equation

(I'I) szx+Qz+xfz+[=0

holds good identically in ». It is even possible to select the num-
-bers P and Q in such a way that there is no point x where both P,

and Q,,, vanish. A set of numbers P and @ satisfying this condi-

tion will be called a (P, Q) set for the frequency function f.

Inversely, if there is given a set of numbers P and @ such that
there is no point x where both P,and Q, , , vanish, these numbers may
be taken as defining, by the difference equation (1.1), a frequency
function f. Of course the frequency function is not uniquely deter-
mined by the numbers P and @, but its principal characteristics are
determined. More precisely expressed, if x = % is any point where }
is known, then f is by (1.1) determined upwards of x =4 if Q, . ;o0
and downwards of x = & if P, 0. We shall say that the frequency
function f thus determined belongs to the class (P, Q). If (P, Q, ) is
a set of numbers defining a class of frequency functions, and if o,
is any function that is different from zero in all the points x, then the
set (¢, P, ¢, Q. ., obviously defines the same class.

In a region where Q, , , does not vanish, the class may be defin-
ed by the single function

P
R,=__*_
Qz +I
and the corresponding difference equation
(1.2) fx+1 +Rxfz=o'

And in a region where P, is different from zero, the class may be
defined by the ratio

Qx+t
S =
g P

z

and the corresponding equation

(1'3) Szfx+x+fx=o'

But this way of characterizing / breaks down in points where P, or
Q. 4, vanish. Af the same time we notice that in order to characterize
a frequency function that is zero in certain points, say outside of the
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interval x = 0,1...s, we just need to introduce numbers P, and Q, . ,
that vanish in certain points. The frequency function that is zero
outside of the interval ¥ = o,I. .. s, but different from zero in x = o
and x = s is for instance characterized by P, =0, Q, .+ o for
x>sand Q,, ,=o0,P,Fo0 for x<o. Inorder toensure generality
we shall therefore consider the difference equation in the form
(1.1) rather than in the form (1.2) or (1.3).

'2. THE TAIL EQUATION

Performing on (1.1) a summation over x from ¢ to & we get

@) E P+ = 0h—Cotrfatr

In the following we shall assume that the numbers @, are such
that
(2.2) . LimQ,f,=o.
z—y
 For any frequency function that is zero outside of a finite in-
terval, Q may obviously always be selected so as to satisfy (2.2).
If (2.2) is fulfilled, we have

(2.3) S (P, +0) =01,

x=1

This equation we shall call the #as) equation.

3. A CLASS OF INCOMPLETE MOMENTS THAT CAN BE EASILY DETERMINED,

Let L, be a given function of x. The expression

(3.1) Lfi= % L,

=t
is called the sncomplete moment of the frequency distribution f taken
over the function L. If (3.1) converges as  —»—«, the expression

(3.2) Lfl= = Lj,

x=—00
is called the complete moment of f taken over L. There is a class of
Incomplete moments whose explicit expression can be easily deter-
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mined by the tail equation. We now proceed to a study of these
moments.

If a frequency function f, is given, one of the corresponding
functions P, and Q, can be selected arbitrarily, with the proviso that it
must be equal to zero in those points where the P function or the Q
function respectively, of the given f must vanish in order to define f
correctly (if f, 4 0 and f,  , = 0, we must for instance have P, =0o0).
If a particular function Q, is selected, the corresponding function P,
is by (1.1) determined in all points x where f, 4-0. If f, = 0, we may
attribute an arbitrary non-zero value to P,.

For every function @, which we select, the function

(3-3) L,=P,+0,

may consequently be looked upon as well defined. Over an interval
where Q, #0, so that R, is finite, the expression for L, may for
instance be written

and over an interval where P, - 0, so that S, is finite, we have
(35) Lx+1:SxPx+Px+I‘
Now insert the expression for L, into the tail equation. This gives
(3-6) 2L f,=0.1
x=1t

which can also be written

(3.7) S Q0+ R Qs f= Ot

x =t

This means that fo every function Q, which we select, theve cor-
responds an incomplete moment whose explicit expression can be given.
And this holds good no matter what the particular nature of the
distribution f, is.

As an application of (3.6) consider the binominal distribution

fo=(5) ¢~ g=1—p.
As a (P, Q) set for this frequency function we may select (1)
(3-8) P,=px—y9) ' Q.= ¢

(r) GULDBERG. loc. cit., p. 168.
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Inserting (3.8) into (3.3) we get immediately L, = x —sp and
hence

Z(x—sp)f,=qt].

r=1

This is the explicit expression for the first order incomplete mo-
ment of the point binominal which I gave in the Skandinavisk Aktua-
rietidskrift, 1924 (2). My original proof was rather an argument ad
hoc. The general tail equation exhibits in an interesting manner the
underlying reason why it is possible to give an explicit expression
for this incomplete moment.

And by (3.7) we see that a whole class of other explicit formulae
for incomplete point binominal moments may be derived simply by
inserting an arbitrary function Q, into the formula

2 (o L PE—9 _
B0+ By o) o

The above procedure suggests the following inversion problem :
If L, is a given function, can we determine the corresponding function
Q,, and thus by inserting Q, in the right member of (3.6) find an expli-
cit expression for the incomplete moment that is written in the left
member of (3.6). If so, the function @, may be looked upon as a sort
of ““ solving kernel *’ for the problem.

For simplicity we confine the discussion of the inversion problem
to an interval where R, is finite. The function Q, in question must
then be such that the right member of (3.4) is equal to the given func-
tion L, for all the points x that occur in the summation in (3.6). In
other words @, must be a solution of the equation (3.4) considered as
a difference equation in Q,. The solution of such a difference equa-
tion is as a rule arbitrary to the extent that the value of the solution
may be selected in one point on the x scale. On the other hand we
only need to use one single value of Q,, namely (,. This seems para-
doxical : Why not choose (, as the arbitrary magnitude ? There must
obviously be something wrong in this argument for the moment in
the left member of (3.6) is a perfectly determinate magnitude when
L, is given. 'The solution of the puzzle lies in the behaviour of the
coefficient R, in (3.4) when x approaches infinity. 1If f, is a frequency
function that is zero in a certain finite point, say x = s -+ 1, but dif-
ferent from zero in the preceding point x = s, then by (1.2) R, must

(2) p. 161. See also GULDBERG loc. cit., p. 17.
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be equal to zero. Consequently Q, = L,, which shows that ¢kere is
no arbitrariness at all left in Q, when L, is given. On the other hand
if R, does not become rigorously zero in any finite point but ap-
proaches a limit (positive or zero) as x approaches infinity, then we
have by (3.4)
. . L,

Lim Q, = Lim TLR
which also puts a condition on the solution @, which we have to select.

Similarly over an interval where S, is finite, the solution of the
inversion problem would be given by the solution P, of (3.5).

The inversion problem as here stated can easily be solved by a
direct application of the classical formulae for the solution of a li-
near difference equation.

In fact consider the two difference equations in Y

(3-9) Y,=4,Y,_ .+ B,
and
(3'10) Yx = Ax Yx+1 + Bx

where the coefficients 4, and B, are finite, possibly zero in one or more
points. Let x = % be an initial point with the given initial value Y.
In the general case where we do not exclude the vanishing of A4,.
(3.9) only gives a means of determining Y, for ¥ < % and (3.10) only
gives a means of determining Y, for x = 2.© In these determinations,
the values 4, and B, are not used. We may therefore attribute arbi-
trary values to these two numbers. For convenience we put 4, = o
and B, = the initial value Y, of Y. With this notation, the solutions
of (3.9) and (3.10) are respectively

(x> =)

(3.11) Y,= 2 (A, A, ;... Ayx,,). By
x==k
and
k
(3.12) Y, = X (4,4,,,...4%x_,).By.

where by convention A, A4, _,...Ax,, =1 for x =x and
A, A, ,...4x_, =1 for x = x. The formulae (3.11) and (3.12)
are easily verified by insertion in (3.9) and (3.10).

Applying this to the equation (3.4) we get

k
(3I3) Qx+1= bX (——‘)K—z (Rx+xRx+2"'Rx)LX+I
=2
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where by convention R, , , R, , , ... R, =1 for x = x. We have seen
that if f,4-0 and f, ., =0, Q, must be determined in such a way
that Q, = L,.

This is obtained by putting 2 = s — 1 in (3.13) which gives

(314) Qx = X (_)x—-z (Rx Rz+ PRI RK—-I) Ly,
=2
where by convention R, R, ,,...Rx_, =1 for x =x.

In the case where f, does not vanish in any finite point, it would
be necessary to study the convergency of (3.14) under the double
limiting process s— =, x —»« but we shall not enter upon any such
discussion here.

The formula (3.14) gives a direct solution of the inversion problem
in the case where f, vanishes outside of a finite interval. But the
result obtained by this direct procedure is not particularly useful be-
cause the formula to which it leads is not any simpler than the defi-
nition of the incomplete moment in question given by (3.1). Indeed,
for any x> x such that R,R,,,...R._, are finite, we deduce
from (1.2)

fK = (__)x-—x (Rx Rx+x cee Rx—-x) f.

so that f, times the expression (3.14) reduces to

Qx fx = 2 LX fx .
®=1
The practical usefulness of the inversion process therefore does
not lie in the direct determination of the @, that corresponds to a
given L,, but lies rather in the possibility of applying the method
wndirectly as a tool in the study of approximate solutions and the like.

4. CHARACTERISTIC MULTIPLIERS FOR A GIVEN DISTRIBUTION.

Let f, be a frequency function satisfying (1.1). Further let a
be a given real number, and consider the difference equation in H,

(41) PxHx+z+an+xHx=O'

Apart from the constant factor a, this equation is the adjoint equation

of the equation that holds good for the frequency function f, itself.
A solution H, of (4.1) we shall call a characteristic multiplier for

the frequency distribution f,, H, will be said to belong to the charac-
teristic number aq.
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The characteristic multiplier of a given distribution satisfies sev-
eral interesting formulae. First we see that by multiplying (4.1)
by f, . and (1.1) by aH, and subtracting the two equations, we get

Px (Hx+1fx+x—'afox) =0.
Similarly by multiplying (4.1) by f, and (1.1) by H, . , we obtain

Qx+1(Hx+xfx+r—afo)x =0.’

Since by hypothesis at least one of the two numbers P, and
Q, .. is different from zero we have

(4.2) H, .fy.=aH,]f,.

Extending to this equation a summation over x from ¢ to » we
get the proposition : If H, is a characteristic multiplier for the fre~
quency distribution f,, 1. e. if H, is a function that satisfies (4.1), then

(4-3) (I_a) bX fox‘:Htf;_‘Hw+rfw+z-

x =1
This means that the incomplete moment of f taken over a char-
acteristic multiplier for f can always be expressed in a simple form.
If Lim H, f,=o0
r—y o
(which is certainly fulfilled when H, is finite and f, zero for x >s),
the equation (4.3) can also be written

(4-4) (1—a) S H,f,=H,/.
x =1
Let H,, H,,...H,, be a set of functions such that
(45) Pan,x+1 +Qx+1 z a’nV HV,x:O
v=o0

where a,,, is a set of real numbers. Such a set of functions #,,...H, ,
we shall call a set of characteristic multipliers for the frequency dis-
tribution f,. H,,...H,, will be said to belong to the characteristic
numbers a,, y.

Any frequency distribution possesses a characteristic multiplier.
To obtain one we only have to solve (4.z) with respect to H,. The
reason why it is nevertheless of interest to introduce also the notion
of a set of multipliers as defined by (4.5) is that it may be advanta-
geous to impose certain conditions on the nature of the multipliers
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to suit the particular kind of the problem at hand. And if the mul-
tipliers shall belong to a certain class of functions, it may of ¢ourse
happen that we are in a situation where a single function of the class
is not a multiplier for a given frequency distribution but where a set
of functions from the class does form a set of multipliers according
to (4.5).

Consider for instance the case where P, and , are polynomials
in %, Q, of degree m, this degree being not lower than the degree of
P,. In this case we have the proposition: Let # be any integer
S m. Then any set of (n—+1) linearly independent polynomials of degree
not higher than n, H, , (v = 0,I...n) form a set of multipliers provided
only that the last of them, namely, H, , contains Q, as a divisor. Since
the degree shall not exceed # and one of the polynomials shall con-
tain Q, as a divisor, we must obviously have n < m.

Indeed if H, , = Q, H, where H' in any polynomial (of degree
zero or positive) we have

—m,x

PxHx+1 + Qx+1 2 “nv Hv,x:

y=0

= Qz+r Px H;z—m,x+1 + Z Ay Hv,x
y=20
The bracket in the last expression is a polynomial of degree not
higher than #. And the (# + 1) coefficients a,, can be disposed of in
such a way as to make the bracket vanish. In fact, when the bracket
is ordered as a polynomial in #, the coefficient of x* becomes equal to

(4.6) % a,vHy +C,

y=0

where H,, is the coefficient of x* in the polynomial A, ,, and

min [&, n—m] )
Cr = ‘Z Pk—i Hn——m,j
]=0

P, and H, _, , being the coefficients of x in the polynomial P,
and H,_ . respectively. Since the polynomials H,, are linearly
independent, the determinant | H,,| is different from zero. It is
consequently always possible to select the coefficients a,, in such a

way that the expressions (4.6) vanish for 2 = o0, 1...%.
If P, and Q, are polynomials, the degree m of Q, being not lower
than the degree of P,, we know from the above proposition that it
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is always possible to select a set of linearly independent polynomial
multipliers if we allow the set to contain m + 1 such polynomials,
none of the polynomials being of degree higher than m and H, ,
being a constant times Q,. And we also see that if no further special
conditions are introduced, it will in general not be impossible to re-
strict the number of polynomials in the set any further.

A set of multipliers H, , satisfy several interesting formulae.
First let us multiply (4.5) by f, ., and introduce in the expression
obtained — P, f, for Q,, ./, ., This gives

Px[Hn,x+l x+1_fx 2 Ay HV,x] =0.
y=0
Similarly we multiply (4.5) by f, and introduce —Q, ., /..
for P, f,, which gives

Qz+1 [Hn,z+1fx+1_fz % Ay HV,:J =0.

yv=20
Since in any point x, at least one of the two numbers P, and Q, , ,
is different from zero, we have in any point x

(47) Hn,x+1 fx+t = fz anV HV,x .

A

M

o

Further let us us introduce the incomplete moments of f, taken
over the multipliers. We use the notation

o
(48) Mv(z,m) = Z Hv,xfx
Ze=t

» being some conveniently chosen upper limit of the summation.
If (4.8) converges as ¢ —» « (which is certainly the case for instance
when the H, , are finite over any finite range and f, = o outside a
finite interval), then we may in particular consider the incomplete
moments
(49) MV;t= ZtHV.xfx'

The moments (4.8) and (4.9) may be called the characteristic
moments for the given distribution.

Extending to (4.7) a summation over x from x =¢ to * =
we get

n—1I

(4.10) (1 —a,,) Mn(t,m) = Hn,t fi— Hu,w+x for:+ T a,y Mv(t,w) .

y=0
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Further, if the moments converge for o —»« , which entails

(4.11) Lim H, . f,=o,
x—p
we get by extending to (4.7) a summation over x from ¢ to «
(4-12) (1—e,)M,,=H, ,f,+ Z a,M,,.
y=1I

Thus : For awny frequency distribution the incomplete moments
taken over the characteristic mutipliers satisfy the simple recurrvence
formulae (4.10) and (4.12).

As an example consider the binomial distribution. 4 (P, Q) set
for this distribution is (3.8). And the functions

(4.13) ‘ Hv,,. = Xy,

(v =0.I...# where n < 1), form a set of characteristic multipliers.
Indeed if # = 1 the polynomial @, ,=g¢ (v + I) is a divisor in
H (# 4 1) so that the left member of (4.5) becomes

#wx+I

414 @+ [p =)+ D" g 3 a x}

vyv=20
And it.is always possible to determine the numbers a,, in such a
way that the bracket in (4.14) vanish. We only have to put

=t (+("7)-(220))

For the binomial distribution the incomplete power moments
about the origin therefore satisfies (

n—1 — 1
Mn,t:an,t/t+p p> < ( t—I))
v=0

Any set (4.13) where # < 1 forms a set of characteristic multi-
pliers for the binomial distribution. But for #» = o, we do %ot get
such a set. That is to say a constant s #of a characteristic multiplier
for the binomial distribution. If it had been, we would have been

(1) The recurrence formulae for the incomplete power moments of the
point binomial were, so far as I know, first given by me in « Biometrika» 1925
P. 177 (moments about the mean). See also GULDBERG Loc. cit. p. 171. In
the formula on the 7th line by GULDBERG there is a misprint. The factor
(1 —p) in the left member has dropped out.
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able to determine a simple explicit formula for the incomplete zero
order moment of the point binomial. This throws some light on the
well known fact that the exact value of the incomplete zero order
moment of the point binomial is, as it were, surrounded by a Chinese
wall in which it has not yet been possible to break any hole. (2).

We have seen that the incomplete characteristic moments of a
given distribution satisfy the recurrence formulae (4.10) and (4.12).
Inversely : If these recurrence formulae hold good, will the functions
H, , form a set of characteristic multipliers for f,? The answer is
yes. Indeed, subtracting from (4.10) the same equation for ¢z 4 1
we get

n—I

(I——(l”n) Hn,t ft = Hn,t ft - Hn,t +1I ft—l—l + z anV HV,t ft .

y=20
That is to say
Hn,x+] fx+1'—'fx z anv Hv,x =0.
y=0
Multiplying this equation by P, and by @, , we obtain by (1.1)
respectively

”

fx-{-x (Pan,x+1 + Qx+x E “nv Hv,x) =0

y=0
and
fx (Px Hn,x—}—r + Qx+x E anV HV,x) =0.
y=o0
In any point x where either f, or f, ., or both are different from
zero, the set H, , must consequently satisfy (4.5). The equations
(4.5) and (4.10) can therefore be looked upon as equivalent ways of
defining the characteristic multipliers.
We may generalize (4.5) by considering the case where the right
member of the equation is not zero but some function W,, in other
words we consider a set of functions L, ,... L,, satisfying

(415) Pan,x—}-I + Qx—}-l E CnV LV,x - Wx

V=0

where the C,, are constants.

(2) Upper and lower limits for the incomplete zero order moment of the
point binomial are given in my papet. Sur les semi-invariants et moments em-
ployés dans Vétude des distributions statistigues. «Det Norske Videnskaps-
akademie II», 1926. No. 3.
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This leads to the equations

Px [Ln,x+x fz+1—fx z Cnv LV,x] = fox-i—x

y=0
Qx+1[‘Ln,x+xix+I—_fx z CnVLV,lez—fox'
. v=0
In other words
w,
" ﬂp—fx-}-x
(416) Ln,x+1fx+x:fx Z CuV LV,x+ x‘W
y=0 . x
0. =

At least one of the numerators in the right member of (4.16) is dif-
ferent from zero, and this expression is chosen. Performing a sum-
mation over x on (4.16) we get, assuming convergency

v,
n—1x © 77 fx+x
(417) (I'——Cnn) ]n,t:Ln,tft + E CnV ]V,t + Z _;V
v=o r=t xf
\ Qx+1
where J,,= X L, ,f,. For each x in the expression to the

r=t

extreme right in (4.17) that quantity is chosen for which the numera-
tor (P, or Q, ) is different from zero. Of course (4.12) is the special
case W, = o of (4.17).

5. IMPROPER MULTIPLIERS.

Suppose that there is given a set of characteristic multipliers
H, ... H,, for the frequency distribution f,. Further let

Koo+ + + Koy
(51) (OCM‘) el IR EREREE
Ko o+ Kpy

be any non singular (n + 1) rowed matrix with constant elements.
This matrix has a reciprocal namely
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where &, is (—)**7 times the expression obtained by leaving out
the § -th row and the ¢ -column in (5.1), taking the determinant
value of this # rowed matrix and finally dividing by the (# + 1)
rowed determinant of (5.1). With this notation consider the linear
forms in the H,,

n

-
Ki,x = _2 “i,in,z'
i=o

The functions K , have the property that the H, , may be expressed
as linear forms in the K;,. We have indeed

(5.2) H = Z aii Ki” .

]1=0
Any set of such functions K , that are linear forms in the H, ,
with constant coefficients forming a non-vanishing determinant, will
be called a set of smproper multipliers for f,. In distinction to the
improper multipliers, the functions H; , will be called proper multi-
pliers for .. ‘
The moments of f, taken over any set of improper multipliers
also satisfy recurrence formulae similar to (4.10) and (4.12), however
with different coefficients.

Let

and
(0]
Nv(tym) = E A Kv:x fz

x=1

be the moments of the improper multipliers.
By (5.2) we have

n
Mi(t,w:.z % Nig, e
=0

7

(5-3) Mi,t =X a;N,,

i
j=o

Writing (4.12) in the form

Mn,t = n,tft +.E am‘Mi,t
i=o0

and introducing the expression for the M, , taken from (5.3) we get
i Ny = H,, o fy + %4 (5 800) N3 4
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that is

(5-4) o=H,,f,+ % b,N,,

j=o
where
"
bm' =X By Xjj = Oy

i=0
Solving (5.4) with respect to N, , we get

n-~—1I

(55) (“nn_ Z aniocin) Nn,t = n,tft + E bm'Nv,t'

i=0 vy=0

In particular if each H;, only contains the functions K, ...K,, so
that o, = o for s<#, the coeficient of N,,in (5.5) reduces to
Lpn (I — Q)

If the «; are equal to

§o (if7 % f)
%ij = € = e
V1 (ifi =)

N, , reduces to M;, and the formula (5.5) reduces to (4.12).

As an application of (5.5) consider again the point binomial.
Since the powers ¥ (v =0,1...%) for # < 1 form a set of proper
multipliers for the point binomial, any set of # + 1 linearly inde-
pendent polynomials K , ... K, , forms a set of improper multipliers.
Any set of more than two polynomial moments in the point bino-
mial (taken over linearly independent polynomials) satisfies therefore
a recurrence formula of the kind (5.5).

6. THE COMPLETE MOMENTS.

If the incomplete moments M, , converge as {—» — =, we consi-
der the quantities
+ o
(6.1) M,= X H,_},.

z
x=-——0o

These quantities are called the complete characteristic moments.
The quantities (6.1) converge certainly if the H, , are finite over any
finite range, and f, zero outside of a given finite range.

4
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Similarly we consider the complete moments

N v = Z K V,xf z "
The complete moments M, and N, satisfy the recurrence for-
mulae ‘

(1-2,,) M = ;I a, M, and '

V=0
n n—2o
(“”n_.z aﬂi 0(1-" N” = 2 b”v NV,;
1=0 V=1

These formulae are obtained from (4.12) and (5.5) by letting ¢
tend towards — « .

7. THE DETERMINATION OF THE CHARACTERISTIC NUMBERS.

The characteristic numbers can be expressed in different ways.
Amongst others they can be expressed in terms of certain types of
complete moments of the distribution.

Let
#,z(1=0,I...7)

be any set of # 4+ 1 functions, such that the complete moment

i t=o0,1.
(7.1) Us= % oyl (203000
(7'2) Vi: Z (Pi,z-—-IHn,zfx (’i=0, I""n)

converge, and further such that the determinant

v,...U,
v,,...U,

ii|=

is different from zero.
Multiplying (4.7) by ¢, , and performing a complete summation
over x we obtain

7.3) S Usa,=V, (i=0,1...n)
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Since |U;| = o the system (7.3) may be solved with respect
to the a,; which gives

U.v

U]

I M=

(74) ani = .

7 o

where the (}ii are the elements of the reciprocal of the matrix U,;.
We may also write the solution of (7.3) in another form which is more
convenient for the application we shall later make of the charac-
teristic numbers. Let B,... B, be any set of numbers. Then we have

‘ 0B,...B, |
” 1V0Uaa"'Uan‘ an"'Uan
(7.5) ZayBi=—|
e VU Uyl UM...UM“

If we put all the coefficients B in (7.5) equal to zero, except the
special coefficient B;, we get back to the formula (7.4).

It is also possible to express the numbers a,; in terms of the
nioments

Xij = X (Pi,xKi,xfx

z=—oom
and
+
Yij = E (Pi,x—x Kj,xfz

x=—00

Inserting from (5.2) into (7.1) and (7.2) we get indeed

Uii =X U Xz'k

k=0

Vi = X a, Yik

k=0

8. LOCAI CRITERIA FOR THE NATURE OF THE DISTRIBUTION.

Let (P, Q) be a set of functions defining a class of frequency di-
stributions. Let F, be a numerically given frequency distribution.
We want a criteria expressing if F, can be looked upon as being ap-
proximately of the class (P, ). We may consider two sorts of cri-
teria : Local and total criteria. The local criteria are expressed in
terms of the values of F, in the vicinity of a given point x, and the
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total criteria are expressed by certain parameters depending on the
totality of the values of F, as expressed by certain complete mo-
ments of F,.

In order to develop such criteria we shall again make use of a
set of characteristic multipliers for the class (P, Q). Let H,,
(v= 0, I...n) be such a set. These multipliers can be determined, pro-
vided only that the set of functions P, and Q,,, is given, that is to
say the H,, may be constructed once for all quite independently
of the particular numerically given distribution F, which it is wanted
to study.

If the function F, belongs rigorously to the class (P, Q), then the
function

Ayy HV,x

I M=

o

H

rn+ I

e Foo
* F 7+
shall by (4.7) be identically equal to unity. It therefore seems plau-
sible to adopt the closeness with which ¥, actually fluctuates around
unity as a criterion of how close F, belongs to the class (P, Q).

This is a generalization of the criterion which Professor Guldberg
has given for the special distributions considered by him. (1).

In order to construct ¥, we must fit the constants a,, to the
given distribution I,. A plausible fitting procedure is to require
that the general moments (7.1) and (7.2) shall coincide when comput-
ed for the ideal distribution f, that belongs to the class (P,Q) and for
the given distribution F,. By (7.5) this leads to the following ex-

pression for ¥,

¥ _ F, 0 H,,.. “
Q1) *  F,..H,,.. |V u,, .. v,, ..U,
V” []n (Tn” Uno * C’nn

The local criterion for the fact that F, belongs approximately
totheclass (P,, @, , ,) may then be taken as expressed by the function
(8.1) oscillating closely around unity. The functions H, ,... H,, in
(8.1) are a set of characteristic multipliers for the class (P, Q, ), and
V, and U;; are the complete moments defined by (7.1) and (7.2),

%
where ¢,, (1 = 0,1...n) is a set of functions that may be selected

(1) Loc. cit. 172.
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arbitrarily with the only proviso that the determinant |U,;| shall
be different from zero.

If ¥, = 1, then we also have A, = 0, where

A,=0,H,, ...H

x n,x

(8.2) ‘ v,Uo, .. U,
V,U,, ... U
®x being equal to

(8-3) O, — FErmEtI

The criterion in question may therefore also be expressed by
saying that A, defined by (8.2) shall be close to zero for any x. Since
x only occurs in the first row of (8.2) we may formulate the crite-
rion by saying that the function ®, defined by (8.3) shall be a linear
form in the H,,...H, , with constant coefficients. The last formula-
tion of the criterion is of course contained alreadyinthe formula
(4.7). What is obtained by (8.z) is that we have here an expression
for the coefficients of the form.

As an example, consider again the binomial distribution. Here
we may select

n=1I H =1 H =«

Por =% @, =4
g and % being two non negative integers.
This gives

@®

M,= 3§ M, =3 x.j,

z I
X =-—00 X =—

The matrix (U,;) is now two rowed and equal to

©d = (32 "")

h+:

where we have put for brevity

Z %, f.-

-]
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Further the moments V, and V| are

o

So that
J(I)x I x \
(8-4) A=V, MM,
| V.M, M, .
where
(8.5) O, — Qiglk:.

The quantities in the second and third row of (8.4) are constants
independent of x. Quite generally we may therefore say that the
criterion for a binomial distribution is that the function ®, defined by
(8.5) is approximately a straight line. The coeflicients of this straight
line are determined by :

PR (A A AR

where
Mg Mg + 1

= M, My,

The two expressions in parenthesis in the right member of (8.6)
ought to be independent of g and h. Forg=o,h=1wegetV =

M,V =—M + M, and hence
M? Mz '—Mt
(8.7) O, = + x
“2 E‘LZ
where
Wy = Mz _—Mi

. is the second power moment about the mean.
The formula (8.7) is the local criterion given by Guldberg (1)
for the case of the point binomial.

(1) Loc. cit. p. 172, the formula given at the bottom of the page.
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9. TOTAI CRITERIA FOR THE NATURE OF THE DISTRIBUTION.

A total criterion for the fact that a numerically given frequency
distribution F, belongs approximately to a given class may be ob-
tained from the formula

M,=Xa,M,
V=20

simply by introducing the expression for the characteristic numbers
taken from (7.5). This gives the general criterion that the number

\M,M,... M,
|‘ VO UOO ° * Uon
D = ‘ -----------
‘ Vn Uno . Unn

ought to be close to zero.
In the case of the point binomial we have with the notation of
the preceding section

M, M,
(91) D=|V,M, M,.,
V: Mh Mh+1

M |
M

For g = o and % arbitrary the two first rows in (9.1) become equal.
The selection g = o does therefore not lead to any condition on F,.
For g = 1 and % arbitrary we get

M, M, M,
D=|(—M,+M) M, M,
| VI Mh Mh+x\
Subtracting here the last row from the first we get
o M, M, |
D= —Mx Mx Mz
Vx—Mh+1 Mh Mh+x

that is to say
D=M1 (Mth+I_M1Mh) +(V1—Mh+1) (MoMz—Mi) .

Yor s = 1 this does not give any condition. For h =2 we
get, since M =1

(92) ‘D:MI (M3——A/I1M2) +(M1—2M2) (Mz—Mi)
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The condition that this expression shall be equal to zero is the
same as Guldberg’s first total criterion (1) namely

(93) MxPLs:sz:—'Mtz-
Indeed introducing in (9.3)
K, = M: - Mf

M3:M3—3M1M2+3M‘;'

we get the condition that the right member of (9.2) shall be equal
to zero.

10. FREQUENCY FUNCTIONS DEFINED BY A DIFFERENTIAL EQUATION.

The main ideas of the preceding analysis can be applied also to
the case where the frequency function is defined by a differential
equation, instead of by a difference equation. Since in the case of
a discrete frequency function, the difference equation (1.1) can be
written in the form

(Px +Qx+1)fx+Qx+1Afx=0
where
Afx:fx+x—fx’

it seems natural to consider, in the continuous case, the differential
equation

(10.1) P, +0),+0Q.f,=o0
where

’ dfx

fa= dx

By integrating (10.1) over x from ¢ to » and noticing that

‘me, f,dx = [Q,,f,,;lm—‘f Q.1 dx, we get

(0]

j (P, + Qx_Q’z) fidx=0Q, fi— Qo fo

t

(1) Loc. cit. p. 173.
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Consequently if Lim Q,f,=o
x—P®

@

(10.2) [P, +Q,—Q)f.dx=0Q,l,

t

This is the tail equation in the continuous case. Any function Q,
inserted in (10.2) furnishes the explicit expression for an incomplete
moment. As an example let us consider the Pearson class of fre-
quency functions.

This is the following special case of (10.1)

Px +Qx:ao +axx
Qx=_(bo+bxx+b2x2)

where the a’s and b’s are constants. Consequently, for any frequency
function in the Pearson class there exists an incomplete power-moment
of the first order whose explicit expression can be immediately given
namely

[ @ b + (@ +2b) %) fdx=— (b, +b,t+b8)],.
&

And, more generally, if Q, is an arbitrary function we have for
any frequency function of the Pearson class

|Gttt e o) har=—a.

+b,x+b,x
Let us put
P
R, = *
Q.

The ratio R, is determined by the nature of the frequency distrib-
tion. Introducing this ratio we see that the problem of determining
the incomplete moment

[ L.f.dx=0Qf
t
is equivalent with the problem of solving the differential equation
in Q, '
Q/x = (I + Rz) Qx_‘Lx .

In the continuous case we define a characteristic multiplier
belonging to the constant , as a function H, satisfying

QxH/x-(Px +an) Hx=0
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and we define a set of characteristic multipliers H, , (v = o, I... %)
belonging to the constants a,,, and a set of functions satisfying

n-—I

(IO'3) Qx H/n,x— (Pz + aﬁn Qx) Hn,x = Qx z anV HVyx *
V=20
Let us for brevity denote by @ the left member of the equation
obtained from (10.3) by carrying all the terms over on the left side.
Then we have

n—1I

IO 4) Qx n,xfx) + (I—ann) Hn,x fx_fx x Ay HV,x :fo

and (P, + Q,) times the bracket in (10.4) is equal to — /', © .

Hence: In any point x where either Q, + o and f, finite or P, + Q, 0
and f/, finite, we have

n—1I

a
(IO'S) E (Hn,xfx) + (I _a’rm) Hn,xfx = fx )Y Y HV,x

V=0
Let
v,t va,xf dx

be the incomplete moments taken over a set of characteristic multi-
pliers. If Lim H, , f, = o, the integration [;” 4 x extended to (10.5)
z—p o
gives
Hn— I
(1—a,,) M,, = Hn,tft + Za,yM,,
y=20
This formula is analagous to (4.12).
In order to obtain an expression for the characteristic numbers
@,y in terms of the integral properties of the frequency function, we
introduce the complete moments

+
(10.6) Ui,' =_f CPi,xHj,xfxd’x

8

(10'7) f Pi,x (Ptx ‘q fxdx

-—®

where ¢, . (¢ =0, I...%) is any set of functions such that the deter-
minant ’ ;| is different from zero. Let us multiply (10.5) by ¢, ,



59

and perform an integration over x between ¢ and w. If we use the
partial integration

w d © w
_[cpi,xg- (Hn,xfx) dx= [tpi,an,xfx]t _[cpli,an,xfxdx
t x ¢
and then let £-» — w and w-»w we get, on the assumption that.

Limeo,; ,H, ,f,=0 when x—» 4 «

(10.8) 2U;a,,=V, (@=o0,1...m).
]=0

The system of linear equations (10.8) is the same as (7.3). The
whole analysis of Section 7 therefore applies also to the present con-
tinuous case, provided only that the moments U;; and V; are defined
by (10.6) and (10.7) instead of by (7.1) and (7.2).

If F, is a numerically given frequency distribution, the local
criterion for the fact that F, belongs approximately to a given (P, Q)
class defined by the differential equation (10.1), can be formulated
thus : Consider the function

0 Ho x ‘ Hn,x i T

—1 Vo Uoo . Uon i l Uoo Lon

‘P‘x = IR IR
(I + ex) Hn’x ........... U U

V,n Lrno U;m } no nn

where

dlog (H, ,F,) dlogH,, dlogF,

T dx dx dx

The criterion is that ¥, shall fluctuate closely around unity.
Indeed, if F, belongs rigorously to the class (P,Q), ¥, must be equal
to unity. This is seen by expressing in (10.5) the constants a,, in
terms of the complete moments U, and V,; by the same formulae as
those used in Section 7.

The total criteria takes on exactly the same form as in the case
of a discrete distribution, provided only that we consider, in the
continuous case, U,; and V; as being defined by (10.6) and (10.7).






L. GALVANI

Sulle curve di concentrazione relative a caratteri

non limitati e limitati

I. — Se ciascun valore x di un carattere quantitativo variabile
fraa e A (A< A) si presenta con una densita ¢ (x), ossia se ¢ (x) dx
¢ la frequenza con cui il dato carattere assume valori compresi fra x
ed x + dx, vi & luogo a considerare quella che si dice curva di concen-
trazione del carattere nella data seriazione o distribuzione. Assu-
mendo x come parametro, e p e ¢ come coordinate ortogonali di un
punto generico M della curva, le equazioni parametriche di tale curva
SONo :

[r0 () dx [rx0(x)dx
= < R g =" ,
f i\cp (%) dx f i\xcp(x) dx

dove i due termini della prima frazione costituiscono i momenti in-
completo e completo di ordine 0, e quelli della seconda i momenti
incompleto e completo di ordine 1 della data distribuzione. Utiliz-
zando notazioni di uso comune si pu¢ anche scrivere :

@ [re@dx @ [fired
o N N ' = P B NA ’

p=

essendo N ed A4 la frequenza totale e rispettivamente la media arit-
metica del carattere, cosicché NA costituisce ’ammontare totale
del carattere nella data distribuzione.

Si pud anche dire, con linguaggio suggerito dal caso di una di-
stribuzione discreta, che ad ogni valore x del carattere corrisponde
un punto della curva di concentrazione avente come ascissa p la
percentuale (sulla totalita N degli elementi) del numero degli elementi
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in cui il carattere ha un valore non superiore ad % ; e come ordinata
g la percentuale (suli’ammontare totale N A del carattere) della quan-
tith di carattere globalmente posseduta dagli elementi in cui esso
non supera il valore x,

E ben noto che la curva cosi definita si stende con continuita dal
punto (0, 0) al punto (x, 1) ed & convessa verso 'asse p.

Se la data distribuzione anziché essere continua, come si & sup-
posto precedentemente, & discreta, nel senso che il carattere ¥ non
puo assumere qualunque valore compreso fra A e A, ma soltanto un
numero finitodi valorix,, %,,...x,, allora la curva di concentrazione,
pur stendendosi ancora dal punto (0,0) al punto (I, 1) risulta costi-
tuita da elementi rettilinei. Precisamente, se ciascuno dei detti valori
si presenta rispettivamente per F,,F,, ... F, volte (F,+ F, +
+ ... F,=N), la curva di concentrazione si spezza in N elementi ret-

e . . . . I . . ye
tilinei paralleli all’asse p, ciascuno di lunghezza N e costituenti nell’in-

sieme una scala ascendente ad N gradi. Se invece si immagina che
ciascuno dei valori %, , x,,... %, , si presenti per un numero di volte
tendente all’infinito, allora la curva di concentrazione riacquista, al
limite, la continuitd, ma si riduce ad una poligonale avente # lati,
tanti, ciog, quanti sono i valori distinti effettivamente assunti dal ca-
rattere x.

Nella pratica si hanno generalmente distribuzioni del penultimo
tipo testé accennato ; senonché, una volta segnati alcuni punti della
curva di concentrazione, questi vengono o interpolati ad occhio,
mediante una curva (convessa rispetto a p) passante per essi, oppure
congiunti, ciascuno col successivo, mediante i lati di una poligonale ;
onde si ha in tutti i casi a che fare con una curva continua di concen-
trazione (curva propriamente detta o poligonale), il che equivale
a immaginare che la distribuzione sia, per astrazione, costituita da
infiniti elementi.

2. — La curva di concentrazione di un carattere, introdotta nella
metodologia statistica quasi contemporaneamente dal L,orENz, dallo
CHATELAIN, dal SEATLLES e dal GINI (1), e usata poi largamente, spe-

(1) M. O. LORENZ, Methods of wmeasuring the concentvation of wealth, in
« Public. of Amer. Stat. Assoc.», N. 70, 1905; E. CHATELAIN, Les successions
déclavées en 1905, « Rev. politique et parlementaire » 1907 ; J. SEAILLES, La 7é-
partition des fortunes en France, Paris, Alcan, 1910 ; C. GINI, Sulla misura della
concentrazione e della variabilita dei cavatteri, « Attidel R. Ist. Ven. diS. L. A. »
1913-1914, T. LXXIII, Parte 23.
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cie nelle indagini sulla distribuzione dei redditi, dei patrimoni, etc.,
trae la sua importanza fondamentale dal fatto che la maggiore o
minore convessitd della curva stessa verso 1’asse su cui si misurano i
valori di p, & indizio di maggiore o minore concentrazione (o come
anche si dice, disuguaglianza o variabilitad) nella distribuzione del
carattere x considerato. Nel caso di concentrazione nulla, cioé di uni-
forme distribuzione di #, la curva di concentrazione si riduce al seg-
mento o b (Fig. 1) che va dal punto (0, 0) al punto (1, 1) (segmento o

- retta di equidistribuzione) cioé all’ipotenusa di un triangolo rettangolo
ocb avente i cateti di lunghezza 1, il primo o ¢ sull’asse p, a partire
dall’origine, il secondo c¢ & parallelo all’asse g. Invece nel caso
di massima concentrazione, ottenuta supponendo che l’ammontare
totale del carattere si concentri in un solo elemento dall’aggregato, la
curva di concentrazione degenera nell’insieme o ¢ e ¢ b dei due cateti
anzidetti. In tutti gli altri casi, in quelli cioé di una concentrazione
compresa fra questi due casi limiti, la curva si stende da 0 a b inter-
namente al triangolo o c b ed &, come si & detto, convessa rispetto
all’asse .

Ora, ¢ vero che la maggiore o minore convessita di tale curva si
connette alla maggiore o minore concentrazione del carattere, ma
tale convessita non pud, da sola, fornire il mezzo per paragonare la
concentrazione di un carattere in due diverse distribuzioni, specie
quando le due curve di concentrazione si incrociano fra di loro. Per
giungere ad una misura della concentrazione bisogna fare un passo di
pill e cioé considerare, come ha fatto il GINI (2), quella che egli ha
chiamato area di concentrazione, vale a dire 'area OM ;b compresa fra
la curva di concentrazione e la retta 0 b di equidistribuzione, e formare
poi quello che egli ha detto rapporio di concentrazione, ossia il rapporto
R di quest’area all’area corrispondente alla massima concentrazione.

Se il carattere che di luogo alla seriazione non ammette limiti,
né superiore, né inferiore, I’area di massima concentrazione & quella
del triangolo rettangolo o ¢ b (area uguale a %), cosiccheé il rapporto di
concentrazione R risulta senz’altio uguale al doppio dell’area di concen-
trazione. Ma il Gint ha anche osservato (3) che se x ammette, invece,
un limite inferiore /, oppure un limite superiore L, o simultaneamente

(2) 1. c.

(3) C. GINI, Sul massimo degli indici di variabilita assoluia e sulle sue appli-
caziont agli indict di variabilita velativa e al rapporio di concentrazione, « Metron »
Vol. VIII, n. 3, 1930 ; Intorno alle curve di concentrazione, Memoria presentata
alla XXa Sessione dell’Istituto Internazionale di Statistica, Madrid 1931.
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un limite inferiore / ed uno superiore L, allora I’area di massima con-
centrazione & quella di un triangolo (parte di o ¢ b} avente un lato co-
stituito da o b, ed il vertice opposto rispettivamente situato sopra cb,
oppure sopra o ¢, o infine internamente al triangolo o ¢ b. Lo stesso A.
ha anche dimostrato un teorema fondamentale nella teoria della con-
centrazione, consistente in cio che, qualora il carattere x non sia li-
mitato né superiormente né inferiormente, il rapporto di concentra-
zione R & uguale alla differenza media A del carattere nella data di-
stribuzione, divisa per il valore massimo di tale differenza, cioé per
il doppio 24 della media aritmetica (4). Quando invece esistono limita-
zioni al valore di x, egli ha dimostrato (5) che il coefficiente di corre-
zione per il quale conviene moltiplicare il doppio 24 della media arit-
metica al fine di ottenere il massimo valore che la differenza media A
puo assumere € :

A—1

T quando il carattere x ammette soltanto un limite inferiore /

e l'area di massima concentrazione sia rappresentata da un trian-

golo come oe b (fig. 2);

L—4 . . .

—F quando x ammette un solo limite superiore L e 1’'area di mas-
sima concentrazione sia rappresentata da un triangolo come
0db (fig. 3);

A—I1L—A , ' o

A L—1 quando x ammette simultaneamente un limite infe-
riore / ed uno superiore L, e ’area di massima concentrazione sia
rappresentata da un triangolo come o f b (fig. 4).

Pertanto, facendo uso di tali coefficienti di correzione, si pud in
tutti i casi dire che il rapporto di concentrazione ¢ uguale alla diffe-
renza media divisa per il valore massimo che questa differenza puo
assumere,

3. — Per quanto riguarda 1'uso di questi coefficienti di correzione
¢ opportuno fare le osservazioni seguenti :

a) Sia data una distribuzione nella quale il carattere x varia
fra un minimo A ed un massimo A. Per il corretto calcolo di R, bi-
sogna allora distinguere due eventualitd : o il carattere x, pure variando
nella data distribuzione fra A e A, ¢ di sua natura illimitato inferior-
mente e superiormente, e allora il rapporto R & senz’altro dato dalla

(4) Sulla misura della concentrazione etc., gia cit.
(5) Iniorno alle curve di concentrazione, gia cit.

5
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A .
solita formula R = 2 A ; oppure il carattere x non potrebbe assumere

valori esterni all’intervallo fra / < A ed L > A, ed allora nel calcolo di
R bisogna al denominatore 2 4 applicare il coefficiente di correzione
AT—Z . Lft—l? (Analogamente per il caso di un solo limite inferiore /,
e di un solo limite superiore L).

Cio significa, in sostanza, che in corrispondenza ad una stessa
curva di frequenza, stendentesi fra i valovi \ e A del carattere x, 1l vap-
porto di concentrazione R varia correlativamente alle diverse eventualita
che il carattere stesso sia illimitato inferiormente e superiormente, op-
pure sia limatato tnferiormente, o limitato superiormente, o limitato in-
feriormente e superiormente.

b) Se da una distribuzione nella quale il carattere x (illimitato,
per sua natura, inferiormente e superiormente) ammette una certa
curva di frequenza ¢ (x), si passa ad un’altra distribuzione definita
dalle relazioni " = %k x, ¢ (x') = ¢ (x), & ovvio che il rapporto di con-

centrazione non muta, essendo per la prima R = v per la seconda
2
, kA
T 2kA
Ora si verifica immediatamente che questa invariabilita del rap-
porto di concentrazione sussiste anche se il caraltere é limitato fra I ed

L, perché per la prima e per la seconda distribuzione il rapporto di
concentrazione & sempre

A
A—IL—A4"
24— 1=
¢) Sisupponga ora data una distribuzione nella quale il carat-
tere x sia, per sua natura, limitato fra ! ed L, ed abbia come curva di

frequenza ¢ (x) ; & allora
A A
A1 L—4~ L—A4°
== A—l)——
A L—; HU=hT
Se imprimiamo ai valori del carattere e alla corrispondente curva

di frequenza una traslazione di ampiezza d, cioé se passiamo alla di-
stribuzione definita da

X =x%+d P (@) =0 (%)

R=

R'_—_.

2A.
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intendendo che %’ sia limitato fra I + d ed L -+ d, risultera :

A
A+d—(+d L+d—(Ad+d)
A+d  (L+d—(+4)

ossia : il rapporto di concentrazione non varvia per una traslazione dei
valori del carattere e della corrispondente curva di frequenza, purché
anche © limiti fra cui ¢ per sua natura compreso il carattere, subiscano la
medesima traslazione.

d) Si osservi, infine, che se il carattere & per sua natura limi-
tato fra [ ed L, mentre nella distribuzione considerata varia soltanto

fraxe A, essendo A > 1 e A < L, sara indifferente scrivere f ; o (x) dx,

R = R,

2(d +d)

f ;x@ (x) dx, )\A(P (%) dx, etc., oppure rispettivamente f f o (x) dx,
ﬁ o (%) dx, jfcp (%) dx, etc.

4. — Sorge, a questo punto, un problema generale.

Considerata (la curva e) l'area di concentrazione relativa ad
una distribuzione nella quale il carattere x sia soggetto a qualche
limitazione (o inferiore, o superiore, o bilaterale), come si pud tra-
sformare quella curva in un’altra che si possa riguardare come ine-
rente ad un carattere privo di limitazioni, cosicche il rapporto di con-
centrazione R risulti senz’altro dato dal quoziente dell’area di concen-
trazione (racchiusa, insieme con la retta di equidistribuzione, da
questa nuova curva) per 'area del solito triangolo rettangolo o¢ & (an-
ziché per quella di un triangolo come o ¢ b della fig. 2, oppure 0od b
della fig. 3, oppure o fb della fig. 4)? I1 Gint (6) ha proposto di
chiamare la nuova curva di concentrazione curva ridotia.

Risolveremo il problema supponendo, per semplicita, che la di-
stribuzione del carattere %, soggetto a limitazioni, sia definita da una
curva di frequenza ¢ (x), e impiegheremo a tal fine la nozione di
antiserie, introdotta anch’essa dal GINI (7).

Data una serie nella quale al valore x; del carattere x corrisponda
la frequenza assoluta (o peso) F; (F,+ F,+ ...+ F; 4+ ...=N),
egli dice antiserie la nuova serie che si ottiene sostituendo ad ogni
valore x; il suo reciproco ;{e alla rispettiva frequenza (o peso) F; il

1

(6) Iniorno alle curve di concentrazione, gia cit.
(7) Intormo alle curve di concentrvarione, gia cit.
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prodotto F, x;. Nel nostro caso, se la serie o distribuzione si riferisce
ad un carattere x limitato fra / ed L, la rispettiva antiserie si riferira

I, . I I .. ofs s \
ad un carattere x’ = p limitato fra i ed 7 e di cui la densitd in x” sara

data da x ¢ (¥). I momenti completi di ordine 0 della serie e della
antiserie saranno rispettivamente

[fe@dx=N, ed [[xp@)dx=N4,

essendo A la media aritmetica della serie ; mentre i momenti d’ordine
I saranno rispettivamente NA ed A.

Molteplici sono le relazioni che il GINI dimostra intercedere fra
una serie e la sua antiserie, e, in particolare, quella che la media arit-
metica dell’antiserie & l'inverso della media aritmetica della serie :
ma la proprieta di portata essenziale per la costruzione delle curve
ridotte di concentrazione consiste in cio : che una serie e la rispettiva
antiserie danno luogo a curve di concentrazione simmetriche rispetto
alla retta cd, di equazione p + ¢ = I ; e percio serie e antiserie hanno
la stessa area e lo stesso rapporto di concentrazione (fig. 5).

Cid posto, i casi di riduzione delle curve di concentrazione, che sj
debbono esaminare, sono tre:

a) il carattere x che da luogo alla seriazione ammette un limite
superiore L ed un limite inferiore /; :

b) il carattere x ammette soltanto un limite inferiore /;

¢) il carattere x ammette soltanto un limite superiore L.

5. — Caso a).
Nella data seriazione sia (fig. 4) :
I<x<L

¢ (x) = densita in x
A = media aritmetica del carattere
N = momento completo di ordine 0.

Ia massima concentrazione si avra quando in una parte § della
serie il carattere abbia valore [ e nella residua N — £ il valore L. 11
valore £ sara pertanto determinato dall’equazione

g+ (N—§L=N4A

da cui
NA-L) L—A

. E_
— I—L N L—I-
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D’altra parte la frazione ZEV ¢ evidentemente rappresentata in

figura dag—g ; e percid
gg N—& A1l

oc N LU

Passiamo dalla data seriazione a quella che le corrisponde quando
al valore x del carattere venga sostituito il valore x" = x — [ e la den-
sita rimanga invariata ; sara allora per la nuova seriazione :

0<x"<L—1I

? () = o ()

A’ = A — | = valore medio del carattere
N’ = N = momento completo di ordine 0.

I’area massima di concentrazione, per la nuova seriazione, sara
quella del triangolo 0 3 & (fig. 4), in cui § ¢ sta ad oc, come la parte
della serie a cui conviene a tal fine attribuire il valore massimo L — !
sta alla totalita IV della serie, e percid :

¢ A—1I ., N((A-—)

oc L—1 9 L1
¢ dunque, 3c = gc ; il che significa che nel passaggio dalla prima alla
nuova seriazione il triangolo che rappresenta la concentrazione mas-
sima si trasforma mediante trasporto del vertice f in 3, ossia paral-
lelamente a b&c, fino ad oc.

Paragoniamo, ora, le due curve di concentrazione.

Per la distribuzione primitiva si ha per definizione

5 — ﬁ(p(x)dx ) _ﬁxcp(x)dx
R A R
Per la seconda distribuzione si ha, invece (fig. 6) :

B f;’(p(x') ax’ B ﬁcp(x)dx

br = N = N = P
. [ixew)dr [fx—hoe@ar [[xowdx—IN,
x,: —1 ’ , ’: == ==
fg 2 ¢ (x) dx ff(x—l)q;(x)dx NA—-NI
x le
[} %o @) ax (I— N, A, A,—1 4

b

x

( NI oY A—1
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dovendosi, intendere, in questa serie di uguaglianze, che N, ed 4,
siano rispettivamente il numero dei termini in cui il carattere ha va-
lore non superiore ad %, e la media aritmetica di siffatta distribuzione
parziale.

Riassumendo, la trasformazione che conviene applicare alla
curva di concentrazione relativa al caso a) per ottenere quella rela-
tiva al caso c) & '

‘ by = Px
(1) A A,—1
? Qv 9 Ax A—1"

Geometricamente, sia M un punto arbitrario della curva di
concentrazione corrispondente a un certo valore x del carattere della
distribuzione iniziale ; per ottenere il suo trasformato mediante le
(1), si noti che se in tutta la distribuzione il carattere conservasse
costantemente il valore 4,, ciod quello che & il valore medio nella
distribuzione parziale fino ad x, allora sarebbe

A NA ch .
A, NA, ct’
mentre sottraendo / ad ogni valore di x si avrebbe

A,—1 N@A,—1) at
A—1 N@A—-1) dh’

Posto allora

- A
9= Y4x /T:q‘ — ,verra q,:q, = ch:ct,
: ~ 7 . - A,—1 — dt
cosicché ¢, = P M ; e successivamente ¢, =g, iy PM. o

da cui ¢, : PM =dt:dh=SM: SM ed anche ¢,: PM =TU:TM,
essendo M U ed ST due parallele qualunque, purché secanti la 0b.
Questa proporzione fornisce, senz’altro, secondo la semplice costru-
zione indicata nella fig. 7, cioé conducendo TP e mandando la UM’
parallela a TP,
g, =PM .

Abbiamo cosi dimostrato che il caso @) & riducibile al caso ¢) ed
abbiamo anche stabilito sia il procedimento analitico, sia quello geo-
metrico per ottenere la nuova curva di concentrazione.
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6. — Caso b).

Se nella serie data il carattere x ammette soltanto un limite in-
feriore /, possiamo pensare che sia contenuto fra / e », e quindi ese-
guire la riduzione di questo caso all’altro in cui il limite inferiore sia
nullo procedendo come ad a). Percio le formule di trasformazione dal
caso b) al caso in cui il limite inferiore sia nullo, sono quelle stesse (1)
stabilite in a). Il passaggio da un punto generico M della curva di con-
centrazione primitiva al corrispondente M’ della nuova curva si
effettua (fig. 8) con la stessa costruzione data in 4), e cioé conducendo
per M ed S due parallele arbitrarie MU ed ST che incontreranno ob
in T ed U, e mandando poi per U la parallela UM’ alla TP, fino ad
incontrare in M’ l'ordinata PM. Il punto M’ é il trasformato di M.
Si noti che la curva di concentrazione primitiva risultava interna al
triangolo di massima concentrazione ofb, tale che cf sta a cb come la
quantitd minima di carattere posseduta dalla totalitd degli elementi
della serie, e cioé N/ sta all’ammontare totale del carattere NA ossia

cf 1
ch A

7 — Caso c).

Rimane soltanto da vedere come, data la curva di concentrazione
relativa ad una serie nella quale il carattere x ammetta un limite su-
periore L, si possa ottenere la corrispondente curva di concentrazione
ridotta.

La curva iniziale di concentrazione si stende internamente a un
triangolo ottusangolo odb di massima concentrazione (fig. g), dove
dc sta ad oc come la parte della serie a cui conviene a tal fine attri-
buire il valore massimo L, sta alla totalita N degli elementi della se-

. .. dc A
rie, e percid =, -

Per passare alla curva di concentrazione ridotta, insieme con la
serie data (in cui il carattere & compreso fra 0 ed L) si consideri ’anti-
serie corrispondente (prima serie ausiliaria), in cui il carattere sard

. I
quindi compreso fra 7e®

Di tale antiserie si potra senz’altro tracciare la curva di concen-
trazione OM'b come simmetrica della curva di concentrazione primi-
tiva oMb rispetto alla retta cc¢’ (cfr. n. 2) ; e tale curva si stendera in-
ternamente a un triangolo o ¢ b, tale, (cfr. n. 4), che sia

ce _ lim.infer. antiserie =~ 1:L 4
cb  media arit. antiserie 1:4 L
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La oe & pertanto la simmetrica della bd rispetto al solito asse di sim-

metrica cc’.
Cid posto, passando dalla antiserie considerata (e in cui, dunque,

il carattere & compreso fra % e« )aquella in cui il limite inferiore del

carattere sia 0 (seconda serie ausiliaria) si avrd una curva di con-
centrazione OM"’' b ottenibile dalla OM’ b con lo stesso procedimento
descritto a b). Infine, della seconda serie ausiliaria si immagini co-
struita l’antiserie, in cui il carattere sard compreso per 0 e «, e la cui
curva di concentrazione OM’’’ b sara la simmetrica della OM'’ b, 1i-
speto all’asse cc’.

La OM’’ b & la curva di concentrazione cercata.

Si noti che essa avrebbe potuto ottenersi piit rapidamente ap-
plicando, senz’altro, alla curva fondamentale OMb la trasformazione
descritta a b), dopo aver scambiato fra di loro gli assi di riferimento
co e cb. Ma il passaggio attraverso le due serie ausiliarie considerate
(antiserie e sua trasformata) consente di cogliere giustamente il signi-
ficato della trasformazione eseguita.

Come si vede, le successive fasi della costruzione geometrica
che permette di ottenere da una curvadi concentrazione la cortispon-
dente curva ridotta sono sempre sostanzialmente le stesse, salvo a
considerare i due assi di riferimento co e ¢b in un certo ordine o nel-
I'ordine opposto.

Si noti pure che il GiN1 (8) ha mostrato Iopportunitsd che una
curva di concentrazione venga talora riferita, anziché ai soliti assi p e
g, agli assi z = o0b, costituito dalla retta di equidistribuzione, ed y
perpendicolare a z in o (fig. 9) ; ed ha altresi fatto vedere che le semplici
formule di trasformazione dalle consuete a queste nuove coordinate
sono z = p + ¢, ¥ = p —gq. Ne segue che, indicando con 2z’ e ¥’ le
coordinate del punto M’ che sulla curva di concentrazione ridotta
corrisponde al punto M della curva di concentrazione iniziale, le for-
mule di trasformazione (1) diverranno :

’ A Ax"'—l
szsz'_*_qz':{)x_'_qu A—1
(@) A A,—1

y =ﬁx’—qx’=?x qu A 1

(8) Imtorno alle curve di concentraziome, gid cit.
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e poiche
z2=p,+ %
(3) s
(y=t.—q.
cosl eliminando p, e g, fra le (2) e (3), risultera:

1 Ty A A=l
z_z(z+y)+2(z )A A

A
A 4,—1

(4) L L
=?(Z+y)—;(2—y)A—x 11

le quali costituiscono le formule di trasformazione nel nuovo sistema
di riferimento ora accennato.

Naturalmente, se il carattere x che da luogo alla serie & limi-
tato tanto inferiormente che superiormente, il passaggio alla curva
di concentrazione ridotta si otterrd come prodotto di due trasforma-
zioni del tipo indicato, una per la eliminazione del limite inferiore,
e l'altra per Veliminazione del limite superiore.

RESUME.

Le prof. GINI a démontré que, étant donnée une certaine distri-
bution d’un caractdre quantitatif, sa courbe de concentration, et
partant aussi le rapport de concentration, varient selon que 'on sup-
pose que le caractére en question ne soit pas borné, ou qu’il soit borné
inférieurement ou supérieurement ou encore des deux cotés. Le méme
A. a démontré que dans le premier cas le rapport de concentration R

2 . ’ A \ 2, . ’
est déterminé par i A représente la différence moyenne et 4
2

la moyenne arithmétique du caractére ; tandis que dans les trois der-
niers cas, pour calculer exactemente la valeur R, il faut appliquer
au dénominateur 2 A un coefficient de correction convenable.

Dans cette note, on formule premiérement quelques observations
sur I'influence que subit le rapport de concentration lorsque 1'on appli-
que 3 la distribution donnée certaines transformations. Une étude par-
ticuliere est ensuite exposée sur le probléme analytique et géométrique
de transformer la courbe de concentration relative & un caractére borné,
dans la courbe réduite correspondante, c.-3.-d. dans une courbe de con-
centration ayant le méme rapport de concentration, mais que 1'on
puisse considérer comme concernant un caractére quantitatif non borné.






WILLIAM DOWELL BATEN

Frequency Laws for the Sum of n Variables which
are Subject each to given Frequency Laws

INTRODUCTION.

It is the object of this article to find frequency laws for the sum
-of n independent variables, which are continuous and which have
known continuous frequency laws. Laws for the sum of the va-
riables will be found by use of results obtained by Dopp (1).

Considerable work had been done along this phase of probabil-
ity. CzUBER (2), using the Gaussian law for the individual variables
obtained the law for the sum of the variables and also a law for the
sum of the squares of the variables. MAYR (3) secured frequency
laws for the sum, but in many cases restricted the individual va-
riables to take on only positive values. F (x,) = 1/d, where d is a con-
stant, was used frequently. MrsEs discovered frequency laws for the
sum of the variables, where the number of variables is taken very
large, in fact approaches infinity (4). These are of course approxi-
mations. Dopp also found probability functions for the asymptotic
case (5); and used laws for the sum in comparing the arithmetic

(1) The Frequency Law of a Function of one Variable, by DoDD. ‘*Am.
Math. Sc. Bul.” 31, (1925), pages 27-3I.

The Frequency Law of a Function of Variables with given Frequency
Laws, by DopD. ‘“ An. of Math. "’ 2 ser. vol. 27, No. I.

(2) Theovie der Beobachtungsfekler, by CzUBER, 1891, pages 72-150.

(3) Wahrscheinlichkeitsfunktionen wund ihve Anwendungen, by MAYR.
“ Monatshefte fiir Math. und Phys. ”’ Vol. 30.

(4) Fundamentalsatze der Wahvscheinlichkeitsvechnung, by MIsEs. *“ Math.
Zeitschrift ” 1919, Vol. 4, pages 1-97.

(5) Functions of Measuvements under Geneval Laws of Ervor, by DODD.
“ Sartryck urSkandinavisk Aktuarietidskrift . 1922.
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mean with other functions of the measurements, such as the geomet-
ric mean, root-mean-square and the median (6). POINCARE derived
laws for the sum by using his characteristic functions (7).

GENERAI, METHOD.

Let x; be subject to the frequency law f; (x;) which is defined
in some interval and whose definite integral over this interval is
unity. In many cases considered this interval is (— «, »). Each
variable x;, (1 =1, 2, 3,...,#), is subject to the same law for the
particular problem. The following theorem was used for determining
the probability or frequency law for the sum (1).

Let f; (x;) be the frequency function for x;, where : =1, 2, .

», these functions being non-negative and integrable from minus
infinity to plus infinity with result unity. Set

a0

Ci=[f(x)cos(tx)dx; ; S, __ff )sin ((x,) d x; ;

3
—

7, =VC7+S7 ; 6,=arc sin (Si/r)) = arc cos (C;fr) ;

Let f, (x,) be of limited variation, and let each f be either
continuous or of limited variation. Then the probability P () that

x,+x2+x3...+x,,§u,
is
P()=1/z + — [ R sin (ut—0) di/t.
™0
If futhermore f, (x,) is of limited variation

p () =dPldu= i?R cos (ut—0)dt.
To

The detailed work will be given for two cases, while results for

(6) The Probability of the Avith. Mean compared with that of other Functions
of the Measurements, by DoDpD. ‘“ An. of Math. ”, Vol. 14, 1913, pages 186-
198.

(7) Calcul des Probabilités, by POINCARE, 1912.
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other cases will be exhibited in a table. ¢ (#) will be used instead
of P (u).

Case 1.

2h I

Let fi{x) =/, (x)=...=f (x) = T TP el where
J; (%) d x; is the probability that x; lies in (x;, x; 4+ d %,). The
area under the curve f; (x;) between x; and x; 4 d x; represents the
probability that x; lies in this interval.

FEach variable has its own probability law. Here all of the laws
are the same. The problem here is to find a function which is non-
negative such that the area under the graph of this function between

# and # + 4 u will represent the probability that the sum

u< X x<u-+tdu.

From the theorem

C—C — — gf }"cos (¢ x:) d %; k+t.e—1/h;
' 2 n___m +h2 2)2 h

2h @sin(tx)dx;

So=S,=..=s,= 00 [T =0
== =7.,=(}LL}26_M ; 0,=0;
R—C,-":W,ezo.
pn (4) = f(h—%—t) e """ cos (ut)dt,

-Or

b () =

1

¥r—1I

by ”“( w \ At 1T (7)cos (v.arctan hu/n)
hn Tyt ) (%2 + hz uz)r/z
‘which is the required probability.
If # is equal to 2 and 3, p, (#) becomes
4k (20 + I? u?)

ﬁz (M) = 71:(22 _{_ h2u2)3 ’
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and
h (1053 + 54 h* u? - ht u‘)
i => ™ (32 + B )

These prove to be probability functions for they are non-neg-
ative with integral from — o to + « equal to unity. The interval
here is (— ®, 4 ) because the sum of the variables may have any

real value.

Case 2.

Let f, (x) = (h/4 + (#*/4) | x;]) e **! be the probability that
%, 1 =1, 2,...,n, lies in the interval (x;, x; + 4 x,) ; find the probab-
ility that
u=x +x,...+2,Zu+t+du.

From the theorem

] k4
C,=¢C,...= (h/4 + (B*]4) |x;))cos (Ex)d %, = ——;
| = [ Ot () ]y cos () d v =
S,=S,=...=5,=0;0,=0,=...06,—=0;
% "
7127’2:___:1’"___—' '~‘—'"—;6: Z 61=0;
(hz_’_tz)z i=1
o |
—(h2+tz)2n
Then

h4"°°cos (tuw)dt
bu ) =" G

’

which is the probability that ué E L=u+4du.

For different values of # the above integral can be integrated.
For n equal 2 and 3

P, (u) =gh6—(15—l—15k|u|+6h‘u2+h3m|3)e—hiu| )

h
b, () ==§E;(9454—945h|u|%—420k2u2%-105h3luP-+

15 Rt ut B u ) e
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EVALUATION OF A USEFUL INTEGRAL.

Since several probability functions come out in the form of an

®cos (ux)d x

integral similar to f , it seems worth while to find a gen-

2 (hz + xz)n
eral law for integrating such integrals. This can be changed to
® d %32
the form [ M. Integrate e = [ (z) around the
) G+ (x+ 2

contour C, which encloses the singular point z = i (r). The resi-
due of f (2) at this singular point is the value of — f ¢/ (?) dz; this

residue is also equal to the coefficient of z* in the Laurent expan-
sion of f (z) in a power series. The residue of f (z) at ¢ is the same
as the residue of /(¢ + w) at w = 0.

g—#giuw g—ugiuw
i ) (1—1+2iw-+ w?)" . Tw\"
2P WP (T ——
2
. —n
e—ueiuw I_z_‘lg —u 2 2
2 € . U w
2% @t i —znwninil_l_iuw— ! -

S (I
() ()

- 2”22)”1" ! n—xol zn—zll
(__n) __z B3 42 42 ( ) ')n—% )2,“”—3
n—3 +
T 27—32] —3)! :
(— n) _7/ 22 ('— n) n-—1 n———x(
2* (n—2)! 20 (n—1) H_

(1) The contour C consists of » — axis from — R to - R, the upper
half of the circle where |zj = R. Ris allowed to approach infinity.
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The terms involving w™* are only considered. This reduces to

e—u( pl=n—1) 4’ nl=n—2) 4 n—n—3)u?
2ng (27— 10! (m—1)! 221! (n—2)! +2”—32! (m—3)! RS

%(— 2) ur—3 %(—-I) un—2 n(—— 0) 1
+ — w
22 (n—2)12! " 21 (n—2)!1!  2°(n—1)!l0!

-1

The residue of f (¢ + w) at w = 0 is the coefficient of w™7,
which reduces to

g—un—I %(—f)un—x—r

- where # > 0. (1
2" g2 (n—1—7) 17!’ (1)

. . I
The residue is also the value of - [c | (2) dz ; hence
271
I . g—% n—I1 %(—r)un—x—r
—fef@dz=— . -,
2Tt 2" ,_g2"(n—I—7)lr!

I"f’cos(ux)dx e—u n 1 pe gy

wy (T+x) 2" ,_p2rm—1—7)lr!’

where v >0.

This integral was evaluated by B. DE HAAN AS an infinite series.
The above evaluation contains only a finite number of terms. This
integral was evaluated by another method by SERRET (2).

Since the above integral has been found, the probability for the
sum of the # variates, mentioned in Case 2, can be found at once
for any #.

Case 3.

Let it be required to find the probability that

”
s X x,Zu-+du,

where the probability for x;is f; (x,) = g e~ "%l According to the
D) N=mn+1) mt+2)...0+r—1),0250 =1

(2) Cours de Calcul Difjéventiel et Intégral, by SERRET. Vol. 2, 1894,
pages 199, I3I.
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theorem

hz" ®cos{ut)dt 1 ® cos{ut)dt

P () = f(,,uré, =l vy +( )‘

TLet by =1, then dt=hdy and

_fcos huy

According to the above general formula for integrating this
kind of integral

ﬁﬂ—-i n(—-r)lhuln——x——r e—h|'4|'

2" r=02" (n—1-—7) 17!

ba () =

It is necessary to introduce the absolute value signs since the gen-
eral formula for evaluating this integral is true when % > 0.

MAvR (3) considered this case and found a long process of dis-
covering the law for the sum, but gave no general formula for any #.
The above method, by using the integral developed, gives results
with little difficulty.

If to each variable x; the constant & is added and each variable
— k3 2?

is subject to the Gaussian law —]—1— €
T

(. + &) + (x, + &) + ...+ @&, + &)

, then the law for the sum

is

h — kY (4 — n k) n
pn(u') V’)’BTC € m W *

I AW FOR THE SUM OF THE SQUARES OF THE VARIABLES.

Let the individual variables be subject to the Gaussian law

"t v |

V e , with precision %, and let it be required to find the probab-
T
ility that

u<x'4+x2"4+...+%Zut+du
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Using the theorem mentioned above

1
P cos (-2- arctant /hz)
Ci=-— | e ¥ icos (tx?) dx;, = — ;
V= BT (bt - )

— @

I
i f:—h’x’- sin (—2— arctan t/hz) .

= —— RS txAD dx, — . ;
S, Vs sin ((x7%) dx; I (g )
7 _ 0, = (1/2 arc tan /A =B ;
i T (h/4 +t2)1/4 ) P T - s
n
A hn
R= = gogapm 2 08
P, () = —hﬂl/‘COS ((;t::t:;ﬁ) at , where 2 m = arc tan ¢/A*.
0
- hn nfz2—1 ,—h*u
pn (M) - T (%/2) €

This shows that the frequency law for the sum of the squares
is not a Gaussian law when the individual variables are subject to
the Gaussian law. It is a Type 3 frequency law.

MEASURE OF PRECISION.

h‘ B2 .2 . .
= VL e~ "%, h, is considered to
T

be the “ measure of precision ”. Since the mean deviation is # ,

iV T
and the second moment about the mean is 1/2 4}, ; is considered as
the measure of precision for the larger #; is, the smaller the dispersion
and standard deviation. If the variables x; (1 =1,2,...,%), are
each subject to the Gaussian law with measure of precision #;, then
the sum of the variables is also subject to the Gaussian law with mea-
sure of precision H, where

In the Gaussian law f; (1))

I I I I I
F- et T

3
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Proof : According to the theorem which is used for finding the
law for the sum

I u? H L Hy

Ibn(“)=]7; C oy T e

7'C2*h—2

i

This has been proven by other, but this method seems to be the
simplest.

According to this method of finding the probability law for the
sum, the law for the weighted mean

M=p1x1+752x2+ﬁ3x3+'"’I’pnxn’

where X p, = 1 ,is

P, () = 7% where YIf = V ;: fi

2,
t=1 h1

3=

provided the individual variables are subject to the Gaussian law
with precision %4;. In this case the law for the quantity p, x; must

LI
V=

the probability function for p; x; is, according to reference (1), F;

_be found. If the probability function for x;is f; (x;) =

Wi
(p; %) = — = & %t

biV=
If the frequency law of the individual variable is
fi (%) = Mo T > where %; enters the function as a variable
I+ k%

parameter, then the variable parameter which occurs in the fre-
quency law for the sum of » variables is 1/H, where

I

ﬁ~;+ + +++++++:

This is similar to the result obtained when the individual vari-
ables were subject tothe Gaussian function.

7
If the variable x; is subject to the law f; (x,) = Y’e“hﬂ"ﬂ, where



84

h; is the variable parameter, then the law for the sum of # inde-
pendent variables is

iI=IIh,.2 cos (ut) d¢
f’n ('I/b) = T " *
I (47 + )

0 i=1

If this is broken up into partial fractions and integrated it be-
comes

K n
pa(w)=—— X Qm""“h
2T;—
where
K= H hiz’ Qi:i—x n—II 4
e O (h*—n7) I (B L s—RS) by

S§=1I s§=1I

where ¢ 4-s<n — 1, and any parenthesis with A =1. It is
assumed that all of the %’s are distinct. If several were equal the
fraction would be broken up into different partial fractions and of
course p, (#) would be different. Here the variable parameter en-
ters into the law for the sum in a rather complicated way.

CHARLIER DEVELOPMENT OF CERTAIN FREQUENCY FUNCTIONS.

Case 1.

The frequency function for the sum of the squares of # indepen-
dent variables, when each variable is subject, to the Gaussian function
can be exhibited in a manner similar to a Charlier series. Consider
this function in the integral form.

(See page 7).

_h / s(ut—mnm)dt
T n (Bt + t2)mis

_ h* [cos (ut)dt 1 wtsin (wt)di)
ho = [WJW?/"@TF)S'
0
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Let

r =2 fomng:

then
p. () =W F, (u) — F,’ () | I = 1 (* — D) F, (u),

where D is an operator and represents differentiation.

(Wt [cos (uf)dt | [2htsin(uf)dt 1 [#cos (uf) X
I e e S R =
0

by () ={1*F, (w) +2 F,' () ' — F' () | 1* = * () — D)* F, (s
Similarly
Bon (#) = " (l— D) F,, ().

The operator D raised to a power % represents the k-th derivative.
This is similar to a Charlier series since the function is expressed
as the sum of the first term and its derivatives. Here the Series
is finite and the coefficients are coefficients in the binomial expansion.
It must be noted that the above is only for values of #» when it
is an even integer.

i 8 (h* -+ h?)dt
Let G, (u) = E / cos (w )2((}‘4_:_ tZ;;* ) , 4 = odd integer,
0
Z, () = I /sin (ut) (Bt + 88— h)"dt

2 (bt 4 22)4
then
p2”+1 (u) = { (hz_D)n+len+x (%) + (hz—'D)n+lzzn+t (u)}h2”+l'

p, () with odd integer subscript is the sum of two series.

When each variable is subject to the frequency function
k* ¢ "% x,, which is defined over (0, w), then the frequency func-
tion for the sum of # independent variables is

" wcos ut—n0)dt W —t
puty =" [

wrer > T Eiw

i
0
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h* m(k‘—-6 W E+ ) cos (ut)dt  h* f(4 h3t—4ht%) sin (ut)d¢
b, () = = 7 +17)* T (7 + £2)¢
0
Let
_ I [cos(ui)di
Rl =2 f Ty
0
then

p.(u) = h* (h—D)*F  (u).
b, (w) =H"(h—D)"F,, (u),

which is similar to a Charlier series, because each term after the
first is a function of the derivatives of this term.

7

h
If the law for the individual variables is ) e #%"~* where
V4

r > — 1, then the law for the sum of # variables is

A uo(:os (wt—mnrk)dt
Pn (“) g (hz + tz)”’/"’

K3
0

, where & = arc tant/A.

For different values of » and # this can be expressed in a Char-
lier series where the series contains only a finite number of terms.
The individual variables are defined for this last case in the in-
terval (0, »).

It seems of interest to be able to express certain probability
functions which have only a finite number of terms into a series which
has also a finite number of terms, where each term after the first
term is equal to a determined coefficient multiplied by a derivative
of the first term. The last case given suggests that there are
many such probability functions. :

EVALUATION OF USEFUI, INTEGRALS.

Since

0
I CcOSs (ux)dx n—1I n(—")un——x—re_u

) (x+2)* o2 (m—1—n)(x)V
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the value of integrals

() E/x sin (ux)d x I/x"cos (ux)dx
™) T+ = T+ 22"
0
can be found by differentiating the above with respect to w. Let

w @

I [cos(ux)dx I [xsin(
?n(u)_no'/ ( _{_xz),, ’ n _E/ I »

then

@) Qo () = 2= 5, (0):

Hence it is not difficult to evaluate. g, (u).
Differentiating (2) with respect to »
u w(®) u

Bo ) $al)

2% 27

q/n +I (u) =

)

I/xzcos (ux)dx I cos (wx)dx uxsin (u x) dx
-r—:a (I+x’)”+‘7_—2n7r0 (T + 29 _/ 207 (X + x4
which makes possible the evaluation of the left member since both
terms in the right member are now known.

By successive differentiation of (2) the integrals (4) can be
evaluated. It is understood that % must not be so that the inte-
grals do not exist. % must be > — 2 in fact, 2% 2 #.

The above integrals appear in finding frequency laws for func-
tions of the # variables, in the Dodd method. In the law for the
sum of the squares they must be evaluated.

Let
@=L]Rndn o L e dr,
Tx) @t I Ty (T X2
By () = —— (3+3u+u)e™,

by () = e *
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by (u) = L (105 + 105 % 4+ 45 u* 4 10U> 4 ut) e~ ¥,

4123
e (u) = 5,—126 (945 + 945 % + 420 u* + 1054 + 15u* 4 w) €%,
P, () = P (10395 + 10395 % + 4725 u* + 1260 u® +- 210 u* 4 2145 +-
+ul) e,
s () = P (145135 + 145135 u + 72765 u* + 17325 4® + 3150 w* +
4 368 4% - 28 u® - ) %,
() = - (But 30 w) o
gs (u) = P (150 + 154" + 6u® 4 ut) e~ ¥,
s (1) = PP (105 % + 105 4” + 45u° + Tou 4 ') €%,
I

g () = =1 (9454 + 945w’ + 4201° + To5 0t 4 1506° 4 ) 7%,

gs (u) = }% (10395 % - 10395 ©* 4 4725 u + 1260 u* + 210 %® - 21 4° +

+u’)e",

I
% () = §; 5o (145135 % + 1451354 + 72765 w* + 17325 u* + 3150 W+
+ 368 u° + 287 + ) e,

I 2 — %
— ) = — T+ u—w) e,

I
_— " = — -_— 3 %
) = G+ 3u—w)

— "5 (w) (15 + 150+ 34— 2u> —u*) e ¥,

:4125
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_9”3 (u) = —156— (3“—-%2) e,

1
—q, (u)= 56 (Bu+ 3w —ut)e ¥,

— ¢ (u) =iz (Qu 4+ 9u* + 2ud—u*) e ¥,

B () = —— (3+ 30— 64 + w3~

96
1
P (u) =4! - (9+qu—3u*—6u’+ ut)e*,
I
o) (u) = P (15 4% 4-15 u* — 10 4® -+ u*) €™,



Frequency law for single variable

Interval

Frequency law for the sum of n variables

Frequency law for the mean of » variables

[AEA)] Dy (W) Py )
| *
—h:e—"’x’ (—-oo:oo) h_g—-h’u’/n hvne__”h:“l
T \/1\:11 T
n+1
2h I n \I'(#) cos(r tan—1 hu/n) 1
AT R (— w0 ) h"‘lr,E:, (7__1) b= (at Replace % by 7 h.
2]
2h I 2”f cos (ut) dt 2n f cos (ut) dt
T ehrteo—hz (— ) ?o (e L =T HzRy T @ nh e~ Tianhy
h_g—l’i——ﬂ_li) (_w,m) }L_g—h’(u—an)'/n h\/— — ki (4 —any
ekt @ Viw \/11:
0
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' H. SONNABEND

Note preliminari di demografia africana

SCOPI E METODI.

La demografia ¢ una scienza giovanissima, la demografia delle
razze primitive esiste solo allo stato embrionale.

Nei libri di viaggi, siano essi scientifici, pseudo scientifici o pitt
confessatamente di lettura amena, si trovano qua e 1a dei dati sul-
l'ammontare approssimativo o sul movimento di qualche popolazione
primitiva. Nelle opere del genere menzionato e in qualche buon trat-
tato d’etnografia si possono trovare talvolta eccellenti descrizioni di
usi e costumi d’evidente interesse demografico.

Non esistono invece, per quanto io sappia, opere dedicate
particolarmente allo studio della demografia dei primitivi nel suo
aspetto integrale.

Tale lacuna ¢ da considerarsi assai deplorevole, quando si ricordi
nella reale o apparente immobilita delle popolazioni pil vicine allo che
stato naturale il fatto demografico & l'elemento pitl evidentemente
dinamico. Difatti & in quest’ultimo da cercarsi la spiegazione del
contrasto tra la cristallizzazione economico-sociale propria della
tribu primitiva e linstabilitd della sua posizione di fronte alle tribu
vicine.

Lo studioso dell’Africa & colpito dai continui spostamenti che
si verificarono per secoli e si verificano ancora nella compagine delle
popolazioni di questo continente, immobili solo per l'osservatore lon-
tano. La ragione di questi cambiamenti deve cercarsi in un fattore
di variabilita permanente e tale da creare facilmente uno squilibrio di
potenza tra tribu e tribii. Nelle societd umane dal tipo economico-so-
ciale prevalentemente statico un fattore del genere suddetto pud
dirsi solo l’estrema instabilitad dell’equilibrio demografico.
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Ogni cambiamento nell’assetto numerico & per la tribu africana
— organismo normalmente ben piccolo — un fatto d’importanza
primaria nella dura lotta per I'esistenza. Le classi d’eta si succedono
come le onde nel mare, una modesta alterazione di qualche costume
(per es. durata del periodo d’allattamento) puod causare l'ingrossa-
mento di una di queste onde e il conseguente allagamento del terri-
torio dei vicini. Un’altra volta un fattore negativo (epidemia, inde-
bolimento dell’istinto famigliare) pud causare un perturbamento
dell’equilibrio demografico; la tribu declina rapidamente e viene

- «mangiata » o incorporata dal nemico, sempre pronto ad approfittarne.
Anche qui la lotta per l'esistenza & condotta senza scrupoli o pieta.

La demografia, intesa nel senso del GiNI, cioé non come una sem-
plice descrizione di fatti numerici, ma come u»’analisi possibilmente
completa di tutti gli elementi, atti ad influenzare, direttamente o
indirettamente, 1’assetto numerico d’una popolazione, potrd dunque
forse gettare nuova luce sul problema dei continui spostamenti
etnici propri di questo continente.

Le note che seguono contengono i primi risultati di uno studio
che, da oltre un anno, sto eseguendo nella vasta regione tra il Limpopo
e lo Zambesi.

Le triba studiate appartengono, principalmente, al ramo me-
ridionale dei Bantt (1) e formano due gruppi ben distinti.

Al primo gruppo appartengono le popolazioni che parlano diversi
dialetti della famiglia linguistica, nota col nome generico di Shona.
Le triba principali sono: Makorekore, Wazezuru, Makaranga,
Manyika, Varozwi, etc. (2). Il nerbo di queste popolazioni & composto
di discendenti dai Bantd immigrati dal Nord qualche secolo fa.

11 secondo gruppo & invece giunto dal Sud e la sua presenza in
queste regioni ¢ di data relativamente recente (circa un secolo). Ad
esso appartengono gli Amandabele, Amaswazi, Amatshangana,
nonché parte dei Basuto, dei Bavenda ed altri meno importanti.

(1) 11 nome é applicato a tutte le tribil che parlano diversi dialetti, del
resto ben differenziati, della famiglia linguistica omonima, diffusa su circa 2/3
del continente africano.

(2) L’'unificazione della ortografia di queste lingue non & ancora definita,
quest’ultima varia percio da autore a autore. Come € noto il Bantu forma le
parole attraverso cambiamenti nei prefissi. Non posso entrare quiin particolari,
voglio solo avvertire il lettore di non meravigliarsi, se per es. trovera nel testo
Makaranga per indicare il popolo di questo nome, « Wukaranga » per indicare
il singolo individuo e « sikaranga » la lingua della stessa tribi. Dire un Maka-
ranga non & meno shagliato di un «inglesi».
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La ricerca, condotta con un metodo molto semplice, consiste,
in sostanza, in un tentativo di raccogliere informazioni sulle condi-
zioni generali, sui costumi ed usi d’interesse demografico e in una
serie di rilevazioni numeriche.

I dati numerici sono stati ottenuti, servendosi sempre di uno
specchietto tipo, nel corso di diversi viaggi nell’interno. Per ragioni
ovvie la preferenza fu data a localith lontane dai centri d’abitazione
europea, e, per quanto possibile, situate a distanza notevole dalle
stazioni missionarie.

Nelle colonie si sente spesso affermare che il Bantu & per natura
incline alla menzogna. Il pericolo che all’investigatore deriva da
tale fatto diminuisce notevolmente, quando se ne & ben capita la
ragione.

La cortesia verso l'interlocutore & per il Bantt molto pitl im-
portante dell’amore per la verita. Se & possibile conciliare ambidue
tanto meglio, se invece & necessario scegliere, la preferenza viene
senz’altro data «alle buone maniere ». I’indigeno si sforza percio
d’intuire la risposta piti gradita a chi l'interroga, e deve essere cura
di quest’ultimo di non suggerire alcuna preferenza di sorta.

Ma anche per l'investigatore piil abile & poco utile interrogare
indigeni, occupati nei centri d’abitazione europea, sulla composi-
zione delle loro famiglie che, normalmente, vivono lontano nei kraals.
Si otterrebbe troppo facilmente una serie di menzogne, frutto piu
o meno ingegnoso della grottesca immaginazione africana e del men-
zionato senso di supercortesia malintesa.

Un certo controllo si pud aver solo nei villaggi indigeni, dove
de visu si fa la conoscenza di tutta la famiglia, non raramente com-
posta da tre generazioni al completo. Un’altra garanzia & offerta
dalla presenza della guida indigena, scelta nella regione da studiarsi
e percio informata sul vicinato.

Le informazioni sugli usi, costumi etc. attinenti al problema sono
state ottenute in una lunga serie di «interviste » con vecchi indigeni,
capi-famiglia, capi-tribil, stregoni e comunque gente competente.
Molte notizie mi furono fornite da missionari, spesso da molti anni
a contatto con la popolazione indigena, e da funzionari governativi
addetti all’amministrazione locale (I).

(1) Di grande utilita ho trovato il questionario demografico, pubblicato a
cura del Comitato Italiano per lo Studio dei Problemi della Popolazione e com-
pilato da una commissione di competenti in materia.
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Il Bantii non parla volentieri dei costumi della sua tribti. Sotto
I’interesse del bianco a sapere cose che gli dovrebbero essere tanto
indifferenti, 'indigeno sospetta qualche rete. E percid inutile armarsi
di un questionario e bombardare l'individuo con una serie di do-
mande. I1 Bantt, noto per la sua loquacita innata, diventerd taci-
turno, professera totale ignoranza o fingerd di non capire.

Parlo, per un quarto d’ora, con un vecchio, eloquente Vukaranga
sulle cose pit indifferenti e finalmente rischio,una domanda sulla
esistenza o meno di un certo costume. La pronta risposta, data con
Paria pitl innocente e non priva del garbo d’una quasi infantile inge-
nuitd frammista alla scaltrezza troppo trasparente, fu letteralmente
« Sono troppo vecchio, i miei orecchi non sentono niente e sono anche
stupido ».

Invece dell'inadeguato metodo della interrogazione & necessari
applicare quello della vera e propria conversazione. Il guestionario
memorizzato serve per suggerire il tema appropriato e una certa
conoscenza generale dei costumi aiuta a conquistare 'interessamento
e la confidenza dell’interlocutore.

E importante mostrarsi informato sui costumi di qualche tribu
vicina. Cid agisce come una specie di provocazione, l'individuo di-
venta ansioso di mostrare le proprie cognizioni in materia e la supe-
riorita della sua gente.

Tanto i dati numerici quanto quelli di natura descrittiva si ri-
feriscono alle tribti abitanti nella regione sopra delimitata.

In quanto alla possibilita di trarre da essi conclusioni di carattere
pitl generale, ricordo cid che spesso fu rilevato a proposito dei costumi
ed usi di popolazioni primitive, e precisamente esser la loro variabi-
litd di forma basata su una sostanziale uniformita di contenuto e
significato.

GLI ELEMENTI METAFISICI NEI, DESIDERIO DI PROLE.

Essere continuato attraverso la figliolanza non & per il Banti
una metafora o un sentimento vago, ma una certezza non meno reale
della vita stessa. Quando il Mushona ¢ assiso nella sua capanna, per
prendere il nome del padre deceduto, i presenti esclamano festosa-
mente e con profonda convinzione: «Il nostro uwomo é tornato».
Non si tratta perd di una cosciente fede nella reincarnazione, ma di
un istinto di conservazione tradotto in termini d’immortalita.

Chi muore dopo aver raggiunto la puberta o, come altri filosofi
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indigeni affermano, dopo aver contratto matrimonio lascia uno spi-
rito detto « mudzimu » dai Mashona e «idhlozi » dagli Amandabele.
Questo essere emanato dal defunto ha bisogni terrestri e la loro sod-
disfazione & di spettanza dei discendenti.

Lo spirito dell’antenato, di quando in quando, deve esser pro-
piziato con un po’ di birra, di carne o magari di tabacco. Trascurare
il «mudzimu » & un peccato che porta gravi sanzioni.

L’uomo che lascia figliolanza sa chi prendera cura del suo spirito
d’oltretomba e non ha grande paura della morte. Non cosi lo scapolo.
« Chi fara pira (sacrifichera) a me, se non ho figli ? » domanda un pre-
vidente giovanotto di una ventina di anni, pensando alla inevitabile
sorte d’ogni mortale. ,

La religione dei Bantd € spesso chiamata animismo, ma, almeno
per le triba da me avvicinate, questo termine sembra poco giustificato.
E difficile, anzi forse impossibile, rintracciare nella concezione di
questi indigeni l'idea di una pluralitad di anime che abitano la materia
in tutte le sue manifestazioni.

Pia giustificato & parlare di dinamismo magico. Tutti i Bantt
dell’area studiata credono difatti all’esistenza di una infinita di forze
occulte che possono aver sede in tutte le cose del mondo organico
ed inorganico e si rivelano all'uomo nelle forme e nelle circostanze
pit svariate.

Perd questo dinamismo magico non € la religione del Bantu,
esso & piuttosto la sua visione del mondo nel senso del tedesco « Weltau-
schauung ». La credenza diventa religione solo se ad essa si aggiunge
I’elemento del culto.

Riti e pratiche sono invece osservati dal Banti per omorare
e propiziare gli spiriti degli antenati. Solo ’adorazione di questi
spiriti contiene dunque i veri e propri elementi di una religione.

11 valore etico di questa specie di « ancestrolatria » &, senza dub-
bio, molto inferiore a quello del {aoismo cinese, ma ambidue hanno
vaste conseguenze d’ordine demografico, data la loro esaltazione
della figliolanza.

Presso qualche tribu studiata si possono trovare traccie di una
concezione religiosa pil elevata. Sono esse anzi che hanno dato luogo
alla tesi che I’attuale paganesimo crudo dei Bantu sia effetto di deca-
denza da uno stadio precedente, caratterizzato da qualche forma di
monoteismo primitivo.

11 Mushona crede per es. nell’esistenza di un Essere eterno che
regola il corso del mondo e che egli chiama Mwari. Questo Dio & perd

7
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collocato cosi in alto da non prendersi alcuna cura dei bisogni dell’in-
dividuo, dominio esclusivo dei gia menzionati « midsimu ». A Mwari
bisogna rivolgersi solo in caso di grandi calamita collettive, quando
cioé non il benessere del singolo, ma l’esistenza stessa del gruppo &
in pericolo.

Pero in realtd anche questo dio & una specie di grande mudzimu
della tribii quale insieme. I,a mente del Bantt non concepisce
lidea del creare dal niente, a base anche di questa sua concezione
religiosa sta il concetto del generare. Difatti la traduzione della
parola Mwari & vicina al nostro concetto di Genmeratore, ma non gia
a quello di Creatore. E significativo in tale connessione che, per i
Sena dello Zambesi, « Mwali » ha il doppio significato di dio e di fem-
mina entrata nell’etd di procreazione.

Lo stesso ordine di idee si ritrova a proposito del « Umkulunkulu »
(Grande-Grande) degli Amandabele. In questa parola si voleva
vedere il nostro concetto di Dio. In realta si trattava di un ma-
linteso.

Se si interroga un indigeno locale su suoi antenati, egli giunto
all’'ultima generazione, della quale ha memoria, risponde Umkulunk-
kulu. E ovvio che si vuole indicare con cid il progenitore di tutti,
questo Grande-Grande avrebbe un signicato simile al corrispondente
aggettivo nella parola inglese « grand-grand-father ».

Umkulunkulu @& in realta niente altro che lo spirito (idhlozi)
del primo generatore, una specie d’emanazione immortale dell’Adamo
degli Amanadabele.

11 culto degli spiriti degli antenati che si traduce in un ardente
desiderio di prole trova conferma dunque anche nella analisi dei pia
astratti concetti del Bantu.

Nelle conversazioni avute cogli indigeni, a proposito dei van-
taggi o meno di figliolanza numerosa, ritornava spesso — prima a mia
grande sorpresa— un altro argomento d’ordine elevato, e precisamente
quasi sempre il mio interlocutore faceva rilevare la necessita di
avere numerosa prole per rendere forte e grande la propria tribu.

Il tono di queste dichiarazioni di « patriottismo demografico »
variava da regione a regione, il loro significato intimo rimaneva perd
sempre eguale. Il bellicoso Ndebele soleva insistere sulla importanza
militare, il mite Muvenda vestiva i suoi sentimenti in una forma
meno violenta, e era un vecchio Wukaranga che forse ne trovo la
espressione pill poetica.

«Tu sei seduto» egli disse «sotto un albero dai molti rami,
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perche ti piace la loro ombra. Bella ¢ la vita all’ombra di una famiglia
che ha molti rami e ramicelli. F pit gradevole il riposo in una fo-
resta che sotto un albero solitario, cosi é piti bella lavita in una tribu
che conta molti alberi bene ramificati ».

IL’unica forza atta a indurre il Bantt alla cosciente limitaziore
dell’incremento demografico & il terrore d’essere accusato di stre-
goneria. Come &, normalmente, pericoloso diventare troppo ricchi,
cosi bisogna guardarsi d’apparire troppo fortunati nella benedi-
zione di figliolanza numerosa. Tutto cid che esce dall’ordinario
sia nel bene che nel male, & attribuito alle forze occulte ; la fortuna
fa sempre nascere il sospetto di un patto cogli spiriti maligni.

Si capira cosl come un vecchio indigeno, dopo aver esaltato le
benedizioni di numerosa prole, tentd di convincermi che la donna non
deve aver piu di sette figli viventi. Se un uomo ha pit mogli e una di
esse ha piu di sette figli, non vi & dubbio che essa ha un accordo se-
creto con le forze maligne. Se invece un uomo ha solo una moglie
e pit di sette figli viventi, egli stesso deve essere uno stregone.

Alla luce di questa spiegazione ho potuto cogliere il senso del
seguente proverbio sikaranga, apparsomi prima assai misterioso:
« Se vai al kraal di questo uomo, guarda bene come cammini, perché
vi sono troppe formiche » (Kana uchifamba pamusha wangana fambo
wakachenjera nokuti pano vuzengeza).

Nello stesso ordine di idee & il complimento che il Ndebele usa
fare, incontrando un uomo benedetto da numerosa figliolanza. « Gli
stregoni non desiderano incremento» (umkwanda kwa liwa nga
bataki) egli dice, e con questo vuole significare all’interlocutore che
non vi possono essere nel suo kraal degli stregoni, altrimenti non
‘sarebbe mai riuscito ad ‘allevare tanti figli. Tale constatazione deve
fare piacere ad ogni Ndebele che si rispetta, e difatti il citato proverbio
¢ sempre un complimento assai gradito.

Come abbiamo visto, l'ardente desiderio del Banti d’essere
continuato, attraverso la figliolanza, ha le sue profonde radici in
una sua particolare concezione religiosa. La donna che non procrea
deve percid apparire, ai suoi occhi, bollata dalla maledizione di
qualche spirito offeso e nemico, e come tale una creatura da evitarsi
pitt che da compassionarsi.

Per la Bantu la procreazione ¢ divenuta cosi il vero attributo
della femminilitd, il coronamento della vita. La disgrazia pitt terri-
bile che essa possa immaginare & di rimanere «inyumbakazi»
(sterile).
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SIGNIFICATO DEMOGRAFICO DELLE DIVERSE FORME DI MATRIMONIO,

11 desiderio di prole &, come gid abbiamo rilevato, la migliore
chiave per la comprensione del modo di vivere del Bantd. Quasi tutti
i costumi ed usi in qualche modo connessi colla vita matrimoniale,
famigliare o comunque sessuale sono ispirati al concetto che chiamerei
del maggiore rendimento demografico. In altre parole, la ragione di
essere di molti elementi etnografici del genere menzionato deve cer-
carsi nella credenza che essi, direttamente o indirettamente, contri-
buiscono all’incremento della tribi.

Molti fatti che sembrano essere in contrasto con la regola suddetta
non appaiono pitt tali, se sottoposti ad un esame pit attento. Altri
invece sono frutto della ignoranza dell’indigeno in materia di fisio-
logia, igiene etc. o conseguenza diretta della sua mentalitd prelogica.

Comincierd 1’analisi che servira a chiarire questopunto di vista
dall’elemento pit importante, cioé dalla istituzione stessa del ma-
trimonio.

Le forme matrimoniali variano da tribu a tribu, quelle piu fre-
quentemente osservate presso le popolazioni studiate sono : ukulo-
bola, rimambuyia, wugariri, gariozela.

I/ ukolobola &, senza dubbio, il costume pill largamente diffuso.
L’acquisto della moglie avviene attraverso il pagamento al padre
di lei d’una dote, chiamata lobola e consistente normalmente in
un certo numero di capi di bestiame. Solo in qualche regione infestata
dalla mosca tse-tse il pagamento viene fatto, servendosi di zappe ed
altri oggetti di valore.

Il costume suddetto puod facilmente essere interpretato come
un semplice contratto di compra-vendita. Non mancavano percio, e
non mancano anche adesso, voci d’indignazione contro questo presunto
modo d’abbassare la donna al livello d’un oggetto da comprarsi.

Un breve esame di questa forma matrimoniale bastera per con-
vincersi che la lobola non & semplicemente il prezzo da pagarsi per
una donna, ma ha per il Bantt un significato ben piti complesso.

I assetto numerico & per il gruppo famigliare, entro una popo-
lazione primitiva, un fattore di primaria importanza nella dura lotta
per l'esistenza. Per garantirsi contro la sopraffazione e l'eventuale
annientamento, esso deve mnecessariamente tendere a mantenere e
magari ad accrescere la propria forza numerica. Da tale punto di
vista, I'ideale per questo gruppo sarebbe d’assicurare a se stesso la
potenzialita riproduttiva di tutte le sue componenti femminili.



I0I

\

Tale soluzione & resa impossibile, nel sistema patriarcale, dalla
profonda avversione (Ved. pag. 34) contro l'incesto, inteso dall'uomo
primitivo in un senso alquanto vasto. ILa necessita di riconciliare
il principio della esogamia con lassicurazione del gruppo comtro la
possibile perdita di potenzialitd viproduttiva condusse alla introduzione
del semplice, ma ingegnoso sistema della ukulobola.

1l gruppo, che cede una donna deve essere garantito diottenere
in cambio un’altra madre in potenza. Il padre, chericeve lobola per
la sua figlia assume automaticamente l'obbligo d’acquistare una
moglie per uno dei suoi figli. Non si tratta dunque di un semplice prezzo,
perché al momento utile, il bestiame dovra essere trasferito ad un
altro gruppo famigliare per ottenere una donna, cioé per compensare
la perdita prima subita.

11 fatto che la lobola non viene pagata per la donna, ma per la
cessione dei suoi futuri figli risulta chiaro, quando si ricorda che il
marito pud chiedere la restituzione del bestiame, se la donna rimane
sterile (Ved. pag. 14). Anzi, & frequente il costume di posporre il paga-
mento di una certa parte del prezzo fino alla nascita del primo bam-
bino.

Il carattere ‘della lobola come garanzia della conservazione del
gruppo famigliare ha, certamente, contribuito a dare al bestiame quella
alta posizione che esso occupa nel sistema religioso delle tribu stu-
diate. Esso diventa, in un certo senso, parte integrale del gruppo ().
Alla luce di questo principio diversi costumi dei Bantt perdono gran
parte della loro apparente illogicita. A titolo d’illlustrazione ne cite-
remo i piu caratteristici.

Un padre puo acquistare una o pit mogli per conto di un figlio
prematuramente deceduto, usando come lobola il bestiame gia desti-
nato a tale scopo. La donna ¢ autorizzata, anzi incoraggiata ad avere
amanti ed i bambini che ne risultano sono considerati, a tutti gli ef-
fetti, figli del defunto. La paternitd materiale non conta, i figli sono

(1) 11 carattere sacro del bestiame é& illustrato da una serie di costumi, dei
quali citiamo qui alcuni. Le donne sono ammesse nel «kraal» del bestiame
solo a certe condizioni ed in particolari circostanze. Nel periodo di mestruazione
esse non devono attraversare i sentieri del bestiame, altrimenti questo sara
affetto da gravi malattie. Presso gli Amandabele, persone afflitte da qualche
impurita rituale devono astenersi dal bere latte. Infine presso alcuni gruppi, ho
incontrato il costume di seppellire i personaggi piu importanti entro il re-
cinto del bestiame.
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dell’'uomo, al quale apparteneva il bestiame, usato per «lobolare »
la madre. :

1l principio che considera il bestiame garanzia di discendenza &
condotto ai suoi estremi pit che stupefacenti anche nel caso seguente.

La vedova di un uomo che non ha lasciato discendenti maschi,
volendo evitare la sorte di diventar quarta o quinta moglie del cognato
(erede legittimo), dichiara di voler essa dare un figlio al marito dece-
duto. Se essa, entro un certo tempo, dovesse restare incinta, il
nascituro, se maschio, sard considerato figlio ed erede del defunto.

Presso i Basuto la vedova, posta nella stessa situazione potra
scegliere un’altra via non meno originale e, certamente, piu sicura.
Ella annuncia pubblicamente l'acquisto di due o tre mogli per
conto del marito deceduto, usando, naturalmente, a tale scopo il
bestiame da lui lasciato. I figli di queste spose del defunto saranno a
tutti gli effetti eredi legittimi del loro padre teorico.

11 costume suddetto va diffondendosi dai Basuto alle triba con
esse a contatto.

I1 principio della lobola conduce, del resto, a conseguenze
ancora pit grottesche : non solo un defunto pud sposare, ma anche
una donna puo prendere moglie.

Presso i Bavenda, tribii che vive ai confini meridionali della
Rhodesia, vi sono donne abbienti, particolarmente nella classe
aristocratica, che sono in possesso di una o pitl mogli, sposate per via
ordinaria, cioé attraverso il pagamento della lobola. Le spose lavorano
per questo « marito » di sesso femminile, sono incoraggiate ad avere
amanti ed i loro bambini sono considerati figli di colei che ha pagato
per esse. Si ha cosi il caso originale di una donna che diventa padre.

Nelle condizioni delle tribli studiate 1'ukulobola & — a parte
questi casi estremi — la migliore soluzione anche dal punto di vista
demografico.

Esso anzitutto, gia in forza del proprio principio, soffolinea la
procreazione quale primo scopo dell’istituto matrimoniale. Esso impone
poi al padre o a chi fa le sue veci il dovere assoluto di procurare una
moglie al figlio o al giovane sotto tutela.

Non solo & quasi inesistente il tipo della vecchia zitella, ma anche
assai raro quello del vecchio scapolo. Anche la poverta difficilmente
potra essere impedimento serio all’ammogliarsi, perché, o il padre ha
una figlia, per la quale si otterra la necessaria lobola, o qualche parente
provvedera all’uopo. Vedremo presto che per i casi estremi vi sono
altre possibilita.
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L’ukulobola assicura ’esogamia senza ricorrere al ratto, suo pre-
supposto primario. Anzi, un matrimonio del genere descritto crea
relazioni permanenti tra le due famiglie, anche perché la lobola viene
spesso pagata a lunghe rate.

11 sistema in parola anziché essere degradante per la donna, le
conferisce una posizione di grande importanza nella casa paterna e le
offre 'unica reale garanzia contro il maltrattamento da parte del
marito. La moglie, sottoposta a sevizie o comunque a gravi oltraggi,
ritornera ai propri genitori e il marito perde il diritto di chiedere la
restituzione della lobola. .

11 sistema descritto si presta, naturalmente, a diversi abusi. La
donna & per il Bantd, in certo senso, l'unica forma di capitale atto a
portare interessi; non possono mancare coloro che sanno sfruttare
questo capitale su scala pitt o meno vasta.

" Furono notati molti casi di capi-tribt o comunque gente abbiente
che, col bestiame di loro proprieta, acquistavano mogli per un numero
di giovani poveri. Giusto il principio esposto, la prole derivante da
questi matrimoni appartiene di diritto a chi provvede la lobola. Le
femmine vengono cedute a prezzo pitt o meno alto, mentre — trattan-
dosi di gente potente — diversi espedienti vengono escogitati per
eludere il dovere di provvedere mogli per i figli maschi.

Per tale via il capitale investito porta interessi altissimi. Di
Mohlomi, capo dei Basuto, si dice che procurd6 mogli ad un mi-
gliaio di suoi sudditi — solo il suo «ragioniere » forse ne sapeva il
numero esatto — e si assicurd cosi un’entrata molto considerevole.

Abusi del genere descritto costituiscono una eccezione e tendono
a scomparire rapidamente, cid, sia per la decadenza del potere dei
capi-tribu, sia per la facilita colla quale anche il giovane piti povero
pud procurarsi il necessario bestiame, lavorando per un padrone
bianco. Nei centri d’abitazione europea si trovano indigeni, venuti
spesso anche dalle regioni pitl remote, a lavorare « per guadagnarsi
una moglie ».

Perd, anche in questo campo, le leggi economiche trovano piena
applicazione ; la maggiore facilitd d’ottenere i mezzi di pagamento ha
condotto ad un rialzo notevole del prezzo delle donne (1). Dal tempo

(1) Il prezzo varia, naturalmente, da regione a regione e dipende anche dalle
« qualitd », e anzitutto dalla origine della donna prescelta. Ho raccolto diversi
dati in proposito, per ora la media appare da 8 a 10 capi di bestiameeda 5a 8
sterline.
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della occupazione bianca, la ricchezza principale di questi indigeni,
cioé il bestiame, aumenta continuamente, mentre poco a poco anche
il danaro entra come mezzo di scambio. Le lagnanze amare sull’au-
mento della lobola, sentite da me spesso dai giovani dei kraal, sono
dunque pit che altro frutto della loro ignoranza ... in materia di
economia politica. ‘

Tra le forme di matrimonio che rendono possibile trovare moglie
anche per il giovane pitt povero, la pit diffusa é quella detta « kugarira »
o anche « wugariri».

Secondo questo costume, il candidato lavora per il futuro suocero,
per un certo numero di anni, e riceve da lui poi la figlia in isposa.
Ma anche dopo egli rimane colla famiglia della moglie e non ha la
patria potestas sui figli. Questi appartengono al loro nonno materno,
perché egli non ha ricevuto lobola. I’emancipazione del « mugariri »
(lett. colui che aspetta) si potra avere solo, se una delle sue figlie &
stata maritata e il prezzo corrispondente trasferito al suocero.

Questo costume che ricorda la storia biblica di Giacobbe e Ra-
chele &, certamente, sorto in qualche regione, dove non era possibile
tenere bestiame. Attualmente esso esiste come forma sussidiaria
presso molte delle tribil studiate ; presso i Makorekore, la « kugarira »
& anzi divenuta il costume prevalente. La forma del costume in parola
varia da regione a regione, ma in sostanza esso rende assai rari i casi
di celibato in seguito a poverta.

Lo stesso scopo & raggiunto anche dal costume della rima mbuya,
praticata dai locali Wamanyika. La letterale traduzione del nome sud-
detto & «coltivare una suocera » e difatti esso caratterizza bene il si-
gnificato del costume. A4 acquista una moglie per B che non possiede
il necessario bestiame ; in compenso B si obbliga di dare come sposa
la figlia che nascera da tal matrimonio. I due contraenti vengono chia-
mati «shamvari», cioé amici, mentre di A si dice che egli ha cominciato
a «coltivarsi una suocera ». Se B, disgraziamente, non dovesse avere
figlie, egli dovra provvedere una moglie al primogenito del suo amico.

Mentre tuttii costumi descritti, quale che sia la loro antichita
e origine, si basano sul sistema patriarcale, in una delle tribti, con cui
sono venuto a contatto, si trova una forma matrimoniale con evidenti
traccie di matriarcato. Alludo alla cosi detta « gariozela » dei Bash-
ankwe.

Secondo tale costume, il fidanzato lavora per la futura suocera,
e precisamente qualche mese all’anno per alcuni anni successivi;
prima delle nozze egli da a lei anche qualche regalo sostanziale. Perd
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anche dopo le nozze la moglie rimane con la famiglia della suocera, e
in certo senso, sotto l'autoritd di questa.

La gia citata tendenza di vedere nella procreazione lo scopo
principale del matrimonio ha per naturale comseguenza il desiderio
di convincersi gia prima delle nozze se la donna prescelta non & ste-
rile. I’indigeno vuole giustificare con questo desiderio molti costumi
troppo ripugnanti per la descrizione e per lo pitl basati sulla sua totale
ignoranza dei processi fisiologici.

La difficolta di giudicare se, anche dal punto di vista dell’indi-
geno, si tratta di una giustificazione vera e propria o solo d’un pretesto,
¢ illustrata dal costume «umholo we mwisana », praticato da una
parte degli Amakalanga di lingua sindebele. Secondo tale costume
il padre che cerca moglie per un figlio porta al suo kraal la ragazza
prescelta e la tiene finché essa ha avuto da lui un bambino. Solo allora
essa viene trasferita al fidanzato come sua sposa. In sostanza una
specie d’edizione africana del jus primae noctis con una giustificazione
pitt originale.

Non posso citare qui tutte le varianti delle forme di matrimonio
descritte ; a me basta d’aver rilevato che esse, pur partendo sempre
dal concetto della compensazione, danno a ciascun uomo la possibilita
.di formarsi una famiglia. Il principio stesso che il gruppo famigliare
deve essere compensato, evidente specialmente dalla forma matrimo-
niale della ukulobola, & conseguenza diretta dell’interesse che la
collettivita ha nel mantenimento del suo assetto numerico. E ap-
punto la stessa collettivita che impone a chi ha ricevuto il prezzo
di usarlo per provvedere il gruppo di un’altra donna capace di
partorire. E proprio nella societd primitiva che il carattere pubblico
del matrimonio & pit evidente.

RIDUZIONE DELLE CONSEGUENZE DEMOGRAFICHE DELLA STERILITA
E DELLA VEDOVANZA.

Il principio che la procreazione & lo scopo precipuo del matrimonio
trova la sua logica conseguenza nel diritto di ripudiare la moglie ste-
rile chiedendo la restituzione del prezzo pagato. La « procedura le-
gale » in materia &, come si vedra subito, oltremodo brutale, ma nello
stesso tempo atta a ridurre ad un minimo possibile i danni demo-
grafici della sterilita.

Puo anzitutto accadere che il marito confessi esser egli stesso la



106

parte colpevole. In tale caso si potra aver il trasferimento temporaneo
di certi suoi diritti a2 qualche parente.

Normalmente & richiesto il consenso della donna e 'accordo ha
una certa pubblicith per evitare eventuali accuse d’adulterio. Di
solito il marito dara alla moglie e all'uomo prescelto qualche og-
getto suo quale pegno e prova d’acconsentimento.

Mancando tale confessione, il procedimento varia a secondo che
si tratti d’un poligamo o d'un monogamo.

Nel primo caso, se le altre mogli hanno dei figli la « colpa » della
donna sterile & provata. Rimane solo da ricorrere allo stregone che
dovra individuare le cause della disgrazia e cercare i rimedi.

Compito questo ben arduo, data l'infinita di cause che, secondo
il ng’anga (medico), sono atte a provocare la sterilita della donna.
Forse qualche tabu ¢ stato trasgredito da uno dei coniugi, forse & stato
offeso lo spirito di qualche antenato. Pit probabilmente ancora la
disgrazia si deve a qualche atto di stregoneria. Chi non ha nemici ?
Le possibilitad sono tante. Basta per es. che un adoratore respinto
abbia messo sotto la corteccia d'un albero un oggetto appartenente
alla donua ed essa diventera sterile, quando la corteccia si sara
chiusa.

Il ng’anga sapra trovare mille altre cause non meno convin-
centi e si mettera a cercare i rimedi. Se i sacrifici, le droghe e gli amu-
leti non produrranno leffetto desiderato, egli dichiarera solenne-
mente che non vi & cura, perché «la donna & nata sterile come una
roccia ». ‘

Al marito non rimane che ripudiare la moglie e chiedere la resti-
tuzione della lobola. Spesso il suocero, invece di restituire la dote
manda al genero un’altra sua figlia pit giovane. In tale caso il bestiame
gia rimesso serve come lobola per questa nuova moglie, mentre per
la prima il marito avra da pagare solamente 2-3 vacche, dato che «essa
non partorisce, ma solo lavora ».

La cosa si complica, quando si tratta di un monogamo. E ovvio
che in tale caso sarh necessario anzitutto trovare a chi dei due coniugi
si deve la sterilitd della famiglia. Il primo ad essere consultato sara,
naturalmente, lo stregone ; egli adotta un procedimento strano e
ben complicato (ku simikara), che non posso descrivere in queste
mie note. Ammettiamo che i suoi tentativi d’individuazione siano
falliti.

E allora che la donna pud ricorrere al diritto della « vima » (an-
dare a caccia). Con tale nome espressivo ¢ chiamato il costume, notato
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tanto presso gli Amandabele quanto presso diverse tribt del gruppo
Shona, che di alla donna accusata di sterilithd la facoltd di lasciare
temporaneamente il proprio kraal in cerca di qualche uomo con cui
aver contatto sessuale. Se essa resta incinta, il marito perde oOgni
diritto al ripudio, essendo stato egli stesso la parte colpevole. Secondo
il principio gia ripetutamente rilevato, egli sard perd considerato,
a tutti gli effetti, padre della eventuale discendenza della sua moglie.

Alla luce di quanto fu detto, & ovvio che presso le tribii studiate
le conseguenze demografiche della sterilitd sono notevolmente ridotte.
Contrariamente a quanto accade presso i popoli civili, 'uomo non
& condannato a rimanere senza prole, perché la moglie & sterile e vice-
versa — caso del punto di vista demografico pill importante — la
donna non é priva della maternita per colpa del marito.

In altre parole, le conseguenze demografiche della sterilitd sono
limitate, nel caso delle popolazioni studiate, esclusivamente alle
persone veramente sterili e non gia estese anche ai loro rispettivi
coniugi.

* Kk ¥

Anche nel caso della vedovanza vale il principio che l’even-
tuale capacitd riproduttiva della donna non deve andare perduta per
il gruppo famigliare. Difatti, se la vedova non vuole diventare moglie
di uno dei parenti del marito deceduto, si puo chiedere la restituzione
della lobola, diminuita di una parte corrispondente al numero dei
figli nati dal matrimonio. Normalmente il padre della donna dovra
restituire il bestiame, trattenendo una vacca per ogni bambino.

Se il deceduto ha lasciato solo una vedova, essa diventa moglie
— normalmente & richiesto il consenso della donna — di uno dei fra-
telli di questo. Se invece ne sono rimaste due, la madre dell’erede
(figlio maggiore del defunto) diventa moglie di uno dei fratelli del
marito, mentre 1’erede stesso sposa la matrigna. Se vi sono piti di due
vedove, l'erede ne otterra normalmente solo due, mentre le altre
saranno distribuite tra i suoi zii paterni.

La distribuzione delle vedove da luogo, naturalmente, a diverse
complicazioni e a non poche inimicizie. Cid che perd mette conto di
rilevare & che la preferenza viene data normalmente ai pitt giovani
fratelli uterini del deceduto, ai quali viene, in compenso, imposto
I’obbligo di provvedere gli orfani con la necessaria lobola, quando
questi saranno per ammogliarsi.
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Presso i Bavenda, tribti con molte traccie del periodo matriarcale,
I’arbitrio nella distribuzione delle vedove spetta alla sorella maggiore
del deceduto. La « grande moglie », cioé la madre dell’erede non viene
aggiudicata a nessuno e rimane sotto la protezione del figlio. In questo
punto i Bavenda differiscono dunque dalle altre tribu con cui sono
venuti a contatto. |

Non possiamo addentrarci in tutti i particolari del complesso
problema, ma gia da quanto fu detto risulta chiaro che la morte del
mavrito, non reca, normalmente, pregiudizio mnotevole alla probabilita
della moglie di diventave madre. Contrariamente a quanto spesso
accade presso popoli civili, la vedova dei Bantu, se & ancora in eta
da procreare, & quasi sempre sposata da un altro uomo. In tale senso
la vedovanza & presso le tribu studiate, anch’essa regolata, secondo
il gia rilevato principio del maggiore rendimento demografico.

LA POLIGAMIA E I’ESOGAMIA.

11 problema se la poligamia sia stata preceduta dal matrimonio
di gruppo o invece da uno stadio di prevalente monogamia non puod
formare oggetto di discussione in queste brevi note di carattere prelimi-
nare. Qui si vorra solo rilevare le caratteristiche essenziali della fami-
glia poligama, nella forma attualmente incontrata presso le tribu stu-
diate, nonche gettare qualche luce sul significato demografico di questa.

11 grado di diffusione della poligamia o meglio, per adoperare
un termine meno usato, ma pit appropriato, della poliginia & illustrato
dal rapporto tra il numero totale degli uomini ammogliati e quello
di tutti i poligami della stessa regione. Qualche dato in proposito puo
essere fornito da quell’involontario, ma universale, statistico che &
I'esattore delle tasse.

Secondo il sistema fiscale vigente in qualche colonia, il poligamo
deve pagare una certa tassa, del resto piuttosto modesta, per ogni
moglie oltre una. Senza dunque che si abbia avuto mai un censimento
sotto qualsiasi forma, chi ¢ incaricato di raccogliere la suddetta tassa
deve avere un’idea approssimativa del rapporto in parola. Cio vale
specialmente per certe regioni, dove il controllo & pit facile.

Anche secondo queste stime l'intensita del fenomeno in parola
varia considerevolmente da distretto a distretto. Il massimo riferito
& del 44 Y%, e precisamente 1.080 poligami su un totale di 2.450 uo-
mini ammogliati. La media per tutte le regioni, dove la rilevazione
offre una certa garanzia d’esattezza, & di circa il 21 %,.
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Naturalmente, anche nei distretti maggiormente controllati, I’eva-
sione ¢ relativamente facile e praticata su larga scala. La media del
21 9%, deve essere dunque notevolmente inferiore a quella reale.. Da
notarsi € ancora che, nel numero dei poligami, sono inclusi tutti quelli
che hanno pitt di una moglie, dunque anche coloro che ne hanno tre,
quattro o molto piiL.

Dato che il rapporto dei sessi alla nascita non differisce notevol-
mente da quello notato per i paesi europei, questa forma di matrimonio
sembrerebbe aver per correlativo un numero considerevole di scapoli.
Da tutte le rilevazioni eseguite risulta pero che questo non &, anzi
la percentuale di uomini che non hanno formato famiglia & del tutto
insignificante (I).

Si presenta cosi il problema di determinare quali siano ¢ fatfori che
rendono possibile la poligamia su scala talmente vasta. 1/'elemento pid
importante in tale senso é certamente la differenza tra le eta rispet-
tive, in cui i due sessi normalmente contraggono legami famigliari.

Dalla mia inchiesta risulta che presso le tribu studiate gli uomini
usano ammogliarsi all’eta di 22-25 anni. Nella maggioranza dei casi,
i vecchi indigeni riferivano che «nei buoni tempi antichi » I'uomo soleva
sposarsi ad un’etd pid alta di oggi. Cio vale specialmente per la tribu
guerriera degli Amandabele, i cui grandi re Mzilikazi e Lobengula desi-
deravano aver molti scapoli nel loro esercito. Una certa riduzione
dell’etd dei candidati al matrimonio deve essere dovuta anche alla
maggiore facilitd d’ottenere il prezzo necessario per l'acquisto della
moglie (Ved. pag. 12).

I/etd matrimoniale della donna deve essere invece rimasta senza
cambiamento. Due o tre anni dopo che la ragazza ha cominciato
« ukulile » (crescere), cioé dopo raggiunta la puberta, essa ¢ considerata
matura per il matrimonio. A parte alcuni gruppi con costumi parti-
colari, la donna normalmente si marita all’etd di 16-18 anni.

Vediamo dunque che tra l’etd, in cui I'uomo suole prendere la
prima moglie, e quella in cui la ragazza normalmente va sposa vi &
una differenza media di 6-7 anni. Questa differenza nell’eta al matri-
monio pei due sessi & appunto la conditio sine gua non della poligamia
nella forma incontrata presso le tribu studiate. Cio puo essere spie-

gato nel modo seguente.

(1) Non posso riportare tutti i dati numerici da me raccolti, perche, la mia
rilevazione non essendo finita, essi potranno ancora subire qualche sostan-
ziale revisione. Cid che gia adesso appare certo a me ¢ la generale tendenza dei
singoli fenomeni studiati.
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Indichiamo il numero degli uomini e delle donne di ciascun
gruppo d’eta con m,, m,, m, . . ., rispettivamente conn,, #,, #,... In
tale caso il numero totale degli uomini fino all’eta di 60 anni sa-
rebbe m, 4+ m, -+ m,. ..+ mq, quello delledonne », +n, +n,...+
-+ ns,. Per maggiore semplicita ammettiamo essere m, = n,, m, =
= m,, m, = n, etc. per tutti i rispettivi gruppi d’eta.

Fissiamo ora l’eta in cui I'uomo contrae matrimonio a 25 anni
e prendiamo anche per la donna il limite superiore, cioé 18 anni. Se
tutti gli uomini prendono moglie, il totale dei mariti sara m, +
+ m,s + m,, . .. + mg,; se tutte le donne vengono maritate il totale
delle mogli sara #n,5 + %,y + %, . . . + %,

Si avra cosi un sovrappitt di #,4 4+ #,y + #,, ... + #,, donne
da distribuirsi tra m,; + m,s + m,, . .. -+ m,, vomini che gia hanno
una moglie. In una prima approssimazione, supponendo che il
numero degli uomini sia uguale in tutte le etd, vi saranno

7m 100 9% = 20 %, di poligami.

35m
Da rilevarsi ¢ che m & piti grande nell’eth 18-25 che in quella tra

25-60, inoltre deve tenersi conto del fatto che la mortalita degli uomini
& maggiore di quella delle donne, cid fu, particolarmente, a causa «nei
buoni tempi antichi» delle infinite guerre e guerriglie tra le diverse
tribt. Questi fattori ed alcuni altri di minore importanza rendono
possibile la poligamia anche su vasta scala e senza che si abbia una
percentuale notevole di scapoli.

I pochi dati numerici che si possiedono per giudicare del valore
demografico della poligamia nella forma incontrata presso i Bantu
sembrano dimostrare essere la natalitd concernente le mogli di mono-
gami lievemente superiore a quella rilevata per le mogli dei poli-
gami. Il materiale da me finora raccolto sembra condurre alla stessa
conclusione, anzi la differenza & molto piu accentuata.

Riporterd qui solo i dati di una delle mie rilevazioni eseguite
tra i Makaranga e gli Amandabele di alcune regioni, caratterizzate da
sufficiente omogeneitd demografica.

Secondo tali dati, 290 donne di poligami, giunte gia alla meno-
pausa, ebbero goo figli viventi al tempo della mia rilevazione (1),

(1) Ho raccolto, naturalmente, anche i dati sul numero dei figli morti, la
loro esattezza (sia per 1'impossibilita di controllo diretto, sia per I’antipatia
delle madri contro domande del genere) offre molto meno garanzie. Ho percio
preferito confrontare qui solo i dati concernenti i figli vivi al tempo della
mia rilevazione.



III

ossia 3.7 ognuna. Su 216 mogli di monogami, anche esse dopo aver
oltrepassata l’eta di procreazione, ho contato invece 872 figli, cioé
4.03 per ciascuna. ‘

La stessa tendenza risulta anche da un confronto tra le mogli di
monogami e poligami non ancora giunte alla menopausa. Su 92 donne
di monogami ho contato 858 figli, su 158 mogli di poligami (appros-
simativamente della stessa eta), ho trovato invece solo 386 figli,
effettivamente dunque 2.93 contro 2.43 figli per ciascuna.

La ragione principale della natalita superiore delle mogli di mono-
gami ¢ da ricercarsi nel seguente fatto. Il marito monogamo & pit
incline a ridurre possibilmente il periodo dell’allattamento per potere
riprendere le relazioni coniugali normali (Ved. pag. 26). Il tabu della
coabitazione e del concepimento durante un certo periodo dopo la
nascita di un figlio, &, naturalmente osservato con pit facilita dal-
P'uomo che ha altre mogli. Nel caso di donne di monogami le nascite
si seguono dunque, normalmente, ad intervalli pit brevi.

11 sopra rilevato svantaggio demografico della poligamia & in
parte controbilanciato da alcuni vantaggi. Presso le tribu studiate
non esiste praticamente il tipo della vecchia zitella, tutte le donne
possono dunque portare il contributo della loro fecondita. Anche le
‘vedove non giunte ancora alla menopausa contribuiscono all’incre-
mento del gruppo, perché vengono quasi sempre maritate da qualcuno
dei parenti. Cio sarebbe impossibile in una societa monogama, dato
che I'erede spesso avrebbe avuto gia un’altra moglie (Ved. pag. 15).

La situazione attuale nelle regioni studiate & caratterizzata da
alcuni fattori atti a mantenere, anzi a rinforzare, la poligamia, e da
certe forze d’azione lenta, ma tale da minare la base stessa di questa
forma matrimoniale.

La graduale, ma decisiva diminuzione del potere dei capi, riduce
la sperequazione anche in quella forma di ricchezza che per il
Banta & il possesso di molte mogli. Solo pochi « principi» hanno
ancora pitt di 20-30 spose. D’altra parte anche l'indigeno di famiglia
povera, solo se abbastanza diligente, pud guadagnarsi il prezzo di
2-3 mogli, lavorando per qualche bianco.

In conclusione, vi & I'evidente tendenza a diminuire la sperequa-
zione connessa al sistema della dote da pagarsi al padre della donna
prescelta, e in conseguenza vanno creandosi condizioni pitt favorevoli
alla piccola poligamia.

1’incivilimento, del resto per ora abbastanza lento, portera auto-
maticamente alla graduale scomparsa di questo tipo matrimoniale,
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almeno nella forma attualmente prevalente. Cid avverrd, non per
I'imposizione di una legge o per la diffusione di una nuova etica fa-
migliare, quest’ultima solo catalizzatore nel processo di trasforma-
zione, ma quale conseguenza di cambiate condizioni economiche.

La poligamia dei Bantu & difatti non solo una forma di matrimonio,
ma anche un sistema economico. Chi vede l'indigeno riposarsi dagli
ozi sotto 'ombra amena d’'un albero, mentre le sue 2-3 o piti mogli
si affannano, lavorando il campo sotto il bruciante sole tropicale, ha
chiara I'impressione di un vero e proprio sfruttamento. Per il Bantu
del kraal, l'acquisto di una moglie significa, non solo maggiore pro-
babilita di prole numerosa, ma anche un’altra forza lavorativa.

Tutto cambia perd, quando l'indigeno, attratto dalle « meraviglie »
della nostra civilta, viene a contatto col sistema economico dei bianchi.
Il Bantu che comincia a lavorare egli stesso deve rivedere poco a
poco le proprie idee sulla poligamia. Nei centri europei la moglie non
lavora pit per lui, ma anzi egli deve mantenere la famiglia col pro-
prio salario.

Cio vale, naturalmente, solo per quegli indigeni che gli Inglesi
con termine appropriato chiamano «detribelised natives» e non gia
per coloro che, dopo aver guadagnato qualche sterlina (magari per
acquistare un’altra moglie), ritornano alla vita beata dei kraal.

Tra le famiglie che abitano permanentemente la locale cittadina
indigena ho trovato solo 8 9, di poligami. A nord del Limpopo, cioé
nell’area da me studiata, i Bant(, che hanno definitivamente abban-
donato il villaggio nativo costituiscono, per ora, una minoranza ben
insignificante.

% %k %

La scelta matrimoniale, a parte alcune reminiscenze endogene,
& basata su un principio di rigida esogamia. In linea generale, & proi-
bito il matrimonio tra due persone. aventi lo stesso totem, eccezione
fatta per il caso che esse pervengano da regioni talmente distanti
da escludere, o almeno rendere poco probabile, 'appartenenza al
medesimo «sib ».

Il totem, detto da alcune triba studiate « mutupo » e da altre
«isibongo », include il concetto di cognome nel senso romano e implica
un severo tabu dell’animale, della pianta o dell’elemento prescelto
per simbolizzare il gruppo.

Rossi non deve sposare Rossi. Humba (cinghiale) non pud pren-
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dere per moglie la figlia di Humba e non deve mangiare la carne
di humba.

Normalmente a Humba & proibito anche sposare una persona,
la cui madre ha lo stesso totem. Rossi non pud sposare Bianchi, se
la madre di questo & una Rossi.

Proibito, naturalmente, & anche il matrimonio tra ascendenti e
discendenti e, secondo la regola summenzionata, tra cugini.

Non intendo di entrare qui nella discussione del problema della
origine della esogamia e magari tentare d’aggiungere un’altra teoria
alle troppe gia esistenti. Dird solo che il carattere delle sanzioni da
I'impressione che si tratti di una reazione contro qualche forma di
promiscuita. In tale senso, essa si collega alla inibizione dell’incesto,
il cui lato psicologico, almeno in parte, potrebbe essere spiegato colla
ipotesi freudiana della «ipercompensazione » ().

Un intelligente e acuto osservatore locale va pit oltre, volendo
collegare la reazione contro 'incesto con 'origine di tutto il sistema
del totem. Quest’ultimo avrebbe trovato la sua prima espressione
nel nome delle « pudenda sororis » che simbolizzavano la procreazione,
dunque la continuita della stirpe, e contemporaneamente erano og-
getto d’orrore per la reazione contro l'incesto. Nel totem, simbolo del
gruppo, fu cosi incluso un severissimo tabu.

Difatti molte delle tribu studiate hanno per mutupo (totem) le
«pudenda mulieris». Tale significato ha il « ngonya » dei Wazezuru e
la corrispondente parola dei Bandimba. I Wambhali hanno attualmente
un altro totem, essi confessano pero d’aver abbandonato 1’antico
mutupo col significato suddetto, perché troppo ripugnante.

Presso i Mashona ogni gruppo, oltre il totem, possiede anche un
« chidawo », vale a dire una formula da usarsiin certe circostanze piu
o meno solenni. Orbene anche questa contiene assai spesso una chiara
allusione all’organo di riproduzione (2).

(1) I sentimenti giunti alla intensita estrema si trasformano nel loro op-
posto, amore in odio, attrazione in ripugnanza. Tale ipercompensazione si
doveva avere anche in relazione alla libido verso le persone di stretta parentela,
colle quali si era a continuo contatto.

(2) 11 Sig. Ch. Bullock, funzionario addetto da molti anni, alla ammi-
nistrazione delle popolazioni indigene locali ha raccolto un numero rilevante
di totem e forme laudatorie d’origine sessuale. L’applicazione del metodo
psicoanalitico (atiche senza ricorrere ai suoi sistemi troppo radicali) o comunque
propri della moderna scienza psicologica permetterebbe di scoprire idee simili
anche nel totem e in formule apparentemente di carattere del tutto differente.

8
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Non vogliamo dipartirci dalla nostra intenzione di non appesan-
tire queste note con riflessioni o discussioni teoriche. Non sara percid
possibile discutere qui le eventuali modalita del passaggio dai totem
originari del carattere suddetto a quelle ora diffuse presso diverse
triba locali, dato che si dovrebbe in tale caso esporre la vasta simbo-
listica sessuale, propria di queste popolazioni. ’

Basta aver rilevato la possibilita di trovare punti di contatto
tra i concetti del tabd, del totem e della esogamia, tutti e tre tanto
saldamente radicati nella mentalith primitiva, pregna di idee atti-
nenti al fenomeno della riproduzione.

ELEMENTI ETNOGRAFICI CON CONSEGUENZE DEMOGRAFICHE.

Passiamo ora a descrivere alcuni elementi etnografici concernenti
la maternitda o comunque aventi effetti demografici d’ordine pit o
meno diretto. Comincieremo la nostra rassegna dal periodo in cui il
futuro negretto & ancora solo un embrione, o, come un Ndebele di-
rebbe, «solo un pezzo di sangue ».

La donna in istato di gravidanza & per le tribi studiate una
persona degna di speciale considerazione e rispetto. Tutti, non esclusi
gli uomini d’alto rango sociale, usano di salutarla, quando essa passa.
Pero la gestante & circondata non solo da rispetto, ma anche da un
certo timore. Il suo stato & considerato particolarmente propizio alla
influenza nefasta degli stregoni, degli spiriti malefici o comunque
delle macchinazioni magiche di qualche nemico.

Il mistero della nascita & il campo preferito delle pit strane
speculazioni metafisiche. IL’azione del nemico, di qualche spirito
offeso o semplicemente di qualche vicino invidioso, & con preferenza
diretto a colpire la speranza di figliolanza, conditio sine qua non della
felicita del Bantd. Non si pud percio mai sapere se «la donna parto-
rird un bambino o un mostro ». Infinite cautele sono necessarie per
salvaguardare il nascituro.

Prima precauzione ¢ la dieta speciale della futura madre. Presso i
Bavenda la donna gravida non deve mangiare cibi caldi, perché questi
potrebbero scottare il bambino. Negli ultimi mesi della gestazione
ella deve bere solo acqua (mai birra) e mangiare pochissimo, altri-
menti il nascituro potrebbe diventare troppo grosso, causando cosi
un parto difficile e pericoloso.

Una dieta radicalmente diversa & in uso presso le tribi del gruppo
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Shona. Alla gestante & proibita ’acqua, se non manipolata prima in
un modo speciale, noncheé vietati tutti i cibi amari e agri.

La credenza in cio che fu definito « simpathetic magic » diventa
per la Banti, in tale periodo di vita, una vera e propria ossessione.
Se essa va per es. a portare acqua o a sbrigare qualche altra faccenda
domestica, dovra guardarsi bene dal non ritornare prima d’avere
compiuto il lavoro, altrimenti anche il bambino potra «volgere le
spalle » durante il parto. Si potrebbe elencare un numero straordi-
nario di superstizioni del genere, la cui osservanza spesso richiede
sacrifici non indifferenti.

Ma non solo la gestante & sottoposta ad una quantitd di incon-
venienti, anche al marito sono imposte numerose proibizioni d’ogni
genere.

Egli non deve uccidere un serpente, altrimenti il bambino nascera
cieco. Se per difendersi & costretto a farlo, I'arma adoperata deve
subito essere consegnata alla moglie. Dopo la nascita detto arnese
viene lavato con acqua e il liquido cosi ottenuto applicato agli occhi
& 'unico mezzo atto a salvare la vista dell’infante.

Durante la gravidanza della moglie, il marito non dovrebbe
partire per un lungo viaggio, perché «il bambino non vorra nascere
al tempo dovuto, desiderando aspettare prima il ritorno del padre »

Questi e numerosi altri costumi dello stesso genere non illustrano
solo il carattere eminentemente prelogico dell’'uomo primitivo, ma
sono anche una testimonianza eloquente del suo amore per la figlio-
lanza che gli fa sopportare senza lagnanze una quantita di privazioni.

La gid citata credenza essere la donna gravida pit facilmente
vittima di forze maligne di carattere magico si rivela anche nel
trattamento speciale fatto al suo corpo in caso di morte, Presso molte
delle tribti studiate esso viene seppellito in terra umida, possibil-
mente vicino a qualche fiume. I, ’acqua serve come mezzo di purifi-
cazione e previene cosi l'ulteriore attivita nefasta degli spiriti ma-
ligni nella regione dove abitava la defunta. Altri tagliano il corpo
della donna e rimuovono il feto, credendo che altrimenti il marito
diventerebbe sterile. cr ol

Ammettiamo ora che, grazie o meglio ancora malgrado le di-
verse «precauzioni», si sia giunti felicemente al giorno del parto.

I,a gestante, detta in shona «chirema» (letteralmente la pe-
sante), gia qualche settimana prima va ad abitare in una apposita
capanna nel kraal di sua madre. Cid & praticato specialmente, se si
tratta di una primipara. Durante tale periodo, il marito pud comu-
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nicare con lei solo per il tramite di terze persone, normalmente I'in-
termediazione é fatta dalla levatrice.

1 Makaranga sogliono fare un’apertura nel muro posteriore,
perche cid facilita immensamente «la venuta» del bambino. Molte
altre preparazioni sono da farsi per facilitare il parto.

Si sente spesso dire della meravigliosa facilith del parto delle
donne pit vicine allo stato naturale. Almerio per quanto riguarda le
popolazioni da me studiate, cio deve considerarsi piuttosto esagerato.
Le donne delle tribti con cui sono venuto a contatto non solo non
sembrano in questo molto pitl fortunate delle loro sorelle civilizzate,
ma per esse al naturale pericolo si aggiunge anche quello derivante
dalla ignoranza e superstizione.

Di conseguenze particolarmente nefaste & la credenza, diffusis-
sima tra le tribu studiate, esservi un legame d’interdipendenza tra
le difficolta del parto e la presunta illegittimita del nascituro.

Il sospetto d’infedeltd coniugale nasce subito, quando il parto
si prolunga un po’ pilt del normale. I’unica salvezza & la confes-
sione del nome dell’amante, perché solo allora il bambino vorra ab-
bandonare il grembo materno.

La levatrice e le altre donne presenti, invece d’aiutare la parto-
riente, aspettano quella confessione, o talvolta peggio ancora ten-
tano di strapparla a mezzo di torture. Si conoscono diversi casi in
cui le gambe della donna furono legate insieme per costringerla a
parlare. Non raramente linfelice, non pit capace di sopportare
terribili dolori, confessa un fallo mai commesso.

Le conseguenze nefaste per la madre e il bambino della cre-
denza in parola sono ovvie anche, quando non si ricorre a torture
ma si aspetta inerti la confessione della dopna.

Ancora pid triste forse & la sorte della partoriente, se & stata
presa la decisione di ricorrere all’intervento chirurgico. Una pratica
preferita & di tagliare il feto per rimuoverlo, letteralmente, pezzo per
pezzo ; per tale operazione viene chiamato talvolta anche « il medico ».

Non raramente la levatrice, ignaga anche degli elementi pit sem-
plici di anatomia, dopo ’avvenuto parto tenta di rimuovere « qualche
cosa » che secondo lei dovrebbe essere un resto della placenta e si
accorge poi, talvolta anche troppo tardi, essersi trattato dell’utero.

Non ¢& dunque da meravigliarsi della grande mortalita delle
puerpere e della frequenza con la quale i medici bianchi diagnosticano
presso le donne indigene casi di fistola vescico-vaginale e di vagina
obliterata.
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La morte miete abbondantemente durante la gravidanza e il
parto, ma anche subito dopo un altro tributo letale viene chiesto dagli
antichi costumi della tribi. _

Ogni deviazione dal normale fa sospettare 'influenza di qualche
forza maligna. Molti Makaranga sopprimono i bambini che hanno
avuto la cattiva idea di presentarsi al mondo prima con le gambe ;
un po’ d’acqua bollente versata sulla testolina del neonato preserva
la famiglia da un nuovo membro che potrebbe diventare pericoloso.
Presso qualche altra tribi locale alla stessa sorte & condannato anche
un neonato che ha fatto il suo primo bisogno corporeo mentre stava
ancora tra le gambe della madre. Allo stesso terrore per tutto cio che
sembra anormale si devono molti altri casi d’infanticidio.

Le reti della selezione hanno per il Bantt maglie ben fitte e
strette. La minima deformitd basta per condannare il neonato alla
morte sicura (umhlolo wezlima). Acqua bollente, perforazione del
cervello, soffocamento, ecco i mezzi preferiti ; dove la «legge dei
bianchi » & da temersi, I'infelice infante morira d’inedia.

Questo sistema d’eugenica primitiva e crudele ha per conseguenza
la grande raritd con la quale si incontrano presso gli indigeni indi-
vidui con qualche storpiatura.

Sotto qualche spiegazione apparentemente razionale, I'indigeno
interrogato spesso nasconde il suo grande terrore per tutto cio che
in qualche modo devia dall'usuale, mentre d’altra parte le ragioni
assurde date oggi dall'uomo primitivo per spiegare diversi suoi co-
stumi sono atte a far dimenticare la loro base eminentemente
razionale.

A quest’ultima categoria appartengono i costumi concernenti
il trattamento dei gemelli. Esso varia da regione a regione, presso
una delle tribit pitt numerose, e precisamente i Makaranga, prevale
l'uso d’uccidere ambedue i gemelli, mentre qualche altro gruppo
considera necessario sopprimere solo il secondogenito.

D’una grande varietd sono anche le ragioni additate dagli in-
digeni interrogati in materia. Spesso essi alludono alla necessita di
distinguere 1'uomo dalle bestie, dato che sono queste a partorire due
o pitll piccoli alla volta. Qualche donna rispose di poter aver solo un
bambino alla volta, perché essa ha solo una schiena ; cio si riferisce
al fatto che la madre suole lavorare coll’infante sulla schiena, il
che non potrebbe fare avendone due. Diversi vecchi Makaranga mi
dicevano che, se non si dovessero sopprimere i gemelli, questi fini-
rebbero per uccidere il capo della tribu.
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Quest’ultima versione ha un interessante punto di contatto
con la seguente leggenda d’incerta provenienza.

I primi gemelli sono nati in una famiglia molto povera. Il capo
tribt, avuto notizia di tale cosa straordinaria, convocod i suoi con-
siglieri per decidere sui provvedimenti da prendere. Il pid sapiente
disse : «Questa donna ha avuto qualche tempo fa un bambino,
adesso essa ne ha due, andando avanti cosi potrd averne quattro e
forse ancora di pit. Propongo percid d’uccidere i gemelli, perche
altrimenti queste famiglie potranno diventare cosi potenti da scac-
ciare tutti noi». Cosi fu deciso. Dopo qualche tempo anche una
moglie del capo partori due gemelli e il padre, volendo salvare la sua
prole, convoco il popolo, per spiegare che & crudele uccidere i neonati
e che si dovrebbe pertanto abbandonare il costume solo recentemente
introdotto. La gente povera non ne volle pero sentire e gridava : « Tu
I’hai fatto coi nostri figli, lo devi ora fare anche coi tuoi ». Il costume
di sopprimere i gemelli non & stato percio cambiato.

Non voglio entrare qui in una analisi della leggenda suddetta o
delle diverse spiegazioni raccolte, ricorderd solo ancora una risposta
che pitt chiaramente rivela il lato razionale del costume in parola.
Un vecchio Wukaranga, senza la minima suggestione da parte mia,
fece rilevare la somiglianza « pericolosa » che corre tra il caso di ge-
melli e quello di due nascite che si sono seguite una all’altra a distanza
di tempo troppo breve. '

Difatti tanto 'uccisione di gemelli quanto il tabtt del concepi-
mento anzitempo hanno un elemento razionale nella difficoltd o
magari impossibilith, per la donna primitiva, d’allevare contempo-
raneamente due bambini d’etd tenera.

Il costume d’uccidere solo uno dei gemelli, osservato presso
qualche tribu locale, dovrebbe dunque soddisfare in pieno la suddetta
esigenza razionale. Nella mentalitd prelogica, pero, dell'uomo primi-
tivo cio che @& raro & ipso facto anche anormale e come tale dovuto
a quelle forze maligne che turbano il corso regolare delle vicende di
questo mondo. Il terrore del parto gemello, fenomeno oltremodo
raro in una piccola comunitad chiusa, & rinforzato forse anche dalla
maggiore mortalita di questi neonati, spesso meno resistenti. La
stessa credenza essere i gemelli affetti da qualche influenza maligna
& provata dall'uso diffusissimo di seppellirli in terra umida.

Il costume in discussione, come tanti altri, ¢ formato dunque
da un nucleo razionale incorniciato dalla pin grossolana superstizione.
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Sarebbe, in ogni modo, arbitrario ravvisare in questo elemento
razionale l'idea della conscia limitazione delle nascite.

Ma se molti sono i pericoli, tanto maggiore ¢ la gioia, quando
la donna ha regalato alla tribti un bambino normale. Presso i Mashona
la levatrice, esaminato il neonato, alza un forte e lungo grido di
gioia (mupururu), le altre donne nella capanna le fanno eco, la gente
fuori lo ripete e presto tutto il villaggio risuona di questo selvaggio,
ma espressivo urlo d’esaltazione. Il gruppo non morira, ecco un altro
che rispondera allo stesso mutupo (totem).

Per la madre perd cominciano subito altre ansie ; ella sa che pro-
prio in questo stadio di vita il bambino & facile vittima delle influenze
maligne d’ogni specie.

11 suo primo pensiero & di preservare il neonato dal pericolo di
futura sterilitd, perché & anzitutto l'elemento essenziale della feli-
cita che i malevoli nemici e invidiosi tentano di colpire. Appena il
latte si presenta, essa lo strofina sul lombo del bambino, poi una
cordicella con qualche « medicina » gli viene attaccata intorno alle
anche. Questa e tante altre cose sono sicura garanzia di futura fe-
condita.

Presso molte delle tribu studiate la madre deve con grande
ansietd seguire anche la prima dentizione. Un antico e diffusissimo
costume chiede la soppressione d’ogni bambino al quale i denti
superiori sono spuntati prima di quelli inferiori.

Le ragioni date dagli indigeni per giustificare l'uccisione di
questi bambini, detti dai Bavenda «shenga » (masticatori), variano
da regione a regione. Le due versioni pitt correnti sono che il loro
morso sard micidiale o che essi rassomigliano al coccodrillo.

La madre ansiosa tentera di prevenire la disgrazia strofinando
la gengiva con diverse «medicine » e se, malgrado tutto, dovesse
spuntare prima un dente superiore, ella fara il tentativo di rimuo-
vetlo clandestinamente.

SIGNIFICATO DEMOGRAFICO DI QUALCHE TABU.

Passeremo ora in rassegna alcuni elementi etnografici che, al-
meno a prima vista, sembrano contrastare con la rilevata tendenza
al massimo incremento della popolazione. Sard mio compito di di-
mostrare che molti degli usi e costumi, apparentemente, contrari
all'interesse demografico, non lo sono in realtd o non appaiono tali
agli occhi del Bantt.
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Degni di considerazione sono anzitutto i diversi tabt della vita
matrimoniale, tra cui il seguente & certamente il pitt importante
dal punto di vista demografico. Presso tutte le tribd studiate il con-
cepimento & tabt per una donna, il cui bambino precedente non
abbia raggiunto una certa etd. Si impone cosi ad ogni madre un
considerevole intervallo minimo tra due nascite successive.

L’intervallo in parola varia da regione a regione ed & in diretta
dipendenza dalla durata del periodo d’allattamento che va da due
a tre anni. Tra due parti successivi si avra cosi un intervallo minimo
di 3-4 anni, e difatti assai raramente ho trovato bambini con una
differenza d’eta minore.

La lunga durata del tabt in parola ha dato luogo a diverse in-
terpretazioni e viene usata da qualcuno quale prova per la tesi della
minore sensualita dell’'nomo primitivo. Pur rimanendo fermo nella
mia intenzione d’evitare in queste note preliminari ogni discussione
di natura comparativa o comunque polemica, devo gia adesso rile-
vare che le conclusioni degli etnografi si basano spesso sulla confu-
sione tra il tabu del concepimento e quello del contatto sessuale,
mentre, almeno per le tribd da me studiate, si tratta di due proibi-
zioni ben distinte.

Il Bantt appena era riuscito a vincere la sua naturale riluttanza
a conversazioni del genere, faceva spontaneamente una #igida distin-
ziome tra i due tabh in parola.

Le relazioni sessuali tra i coniugi riprendono dopo qualche mese
dal giorno dell’ultimo parto e tale ripresa & preceduta da una speciale
cerimonia di purificazione (1). Cid avviene in qualche regione dopo
2-3 mestruazioni, altre tribi aspettano finché al bambino precedente
siano spuntatii primi quattro denti, infine alcuni gruppi locali hanno
per tale cerimonia un termine fisso.

Nella maggioranza dei casi il tablt concernente la coabitazione
vale circa 3-4 mesi dopo il parto e solo assai raramente esso raggiunge
la durata di un anno. I’astensione imposta dal costume indigeno non
¢ dunque tanto lunga quanto essa appare da qualche trattazione
teorica in argomento. '

Solo il concepimento, come gia ho rilevato, & proibito per un
periodo di 2-3 anni. Dopo la purificazione fino a tale termine la coa-

(1) La purificazione della madre consiste normalmente nella somministra-
zione di diverse « medicine », perd presso qualche tribu la cerimonia ¢ molto
complicata e, per la sua natura ripugnante, di difficile descrizione.
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bitazione pud avvenire, salvo le precauzioni contro l'ingravida-
mento (I).

Gia da questa distinzione risulta chiaro il carattere razionale del
tabtl in parola. Esso non ¢& altro che una garanzia per il bambino, il
quale, data la completa ignoranza del primitivo in materia di pedia-
tria, sarebbe condannato a sicura morte, se privato del latte della
madre restata incinta.

Si capira cosi perche presso i Wazezuru e qualche tribt con essi
imparentata spetta alla levatrice il diritto di permettere lo slattamento
la conseguente ripresa delle relazioni coniugali normali. Tale donna e
funziona cosl quale patrona del bambino, la cui nascita essa ha curato,
e quale persona esperta nell’assistenza all'infanzia.

Quando il bambino ha raggiunto 2-3 anni, la madre lo porta
alla levatrice e, presentando un regalo adeguato, chiede il necessario
permesso per lo slattamento. Ogni tentativo d’ignorare questa donna
sapiente, per risparmiare il regalo, deve considerarsi inutile e piut-
tosto pericoloso. Un bel giorno la levatrice insospettita si presentera
nel kraal della sua ex-paziente e premera alcune goccie di latte della
madre negli occhi dell'infante. Se il divezzamento & avvenuto senza
previo permesso, il disgraziato bambino perderd certamente la vista.
La paura di tale terribile sanzione rende rarissimi i casi d’evasione
del tributo in parola.

Quasi tutte le tribt studiate credono che il concepimento anzi-
tempo provochi, come sanzione per la trasgressione del tabi, la morte
del bambino nato per ultimo. Perd la ripresa del contatto sessuale
senza le necessarie cautele deve portare qualche malattia anche al
marito colpevole. Cosi per es. un Mushona che sa d’aver commesso
simile fallo si guardera bene di traversare un fiume, perché ¢ proprio
1a che gli antenati hanno depositato potenti « medicine » contro coloro
che hanno trasgredito un tabt essenziale alla vita della tribu.

La proibizione in parola non deve perd, in alcun caso, essere in-
terpretata come forma di limitazione volontaria delle nascite. Il suo
scopo &, come gia rilevato, la salvaguardia dell’infanzia.

Si ricordi che la donna bantit nutrisce gia il bambino di 2-3 anni
con pappa, birra indigena e latte denso. Pare che esso debba ogni
momento soffocare e la madre, di tempo in tempo, preme con grande
compiacimento il pancione del figliolo per vedere se esso & gia suffi-

(1) Presso tutte le tribu studiate, gli womini praticano, come metodo pre-
ventivo la non immissio seminis.
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cientemente teso e ben tondo. Chi ha visto questo procedimento tra-
gicomico pud farsi un’idea dell’incremento nella mortalitd infantile
gia sufficientemente alta, se il divezzamento dovesse avvenire ad una
etd pid tenera.

Anche le sanzioni pill superstiziose non hanno fatto dimenticare
all’indigeno questa base razionale del tabd in parola. Mia moglie
deve spesso, nella sua pratica medica, spiegare agli Amandabele lo-
cali «la legge dei bianchi» che punisce 1'aborto provocato. Il solito
ritornello delle loro insistenze & : « Questo pezzo di sangue (feto) deve
essere rimosso, perché se crescera uccidera il mio piccolo bambino »,

Presso tutte le tribt studiate la donna & considerata tabu anche
dopo un aborto. La ripresa delle relazioni sessuali & permessa agli
Amandabele solo dopo 3-4 mesi ed é preceduta da una speciale ceri-
monia di purificazione. Altre tribu estendono la proibizione in pa-
rola ad un periodo ancora pit lungo ed hanno per la sua rimozione
riti complicatissimi e spesso oltremodo ripugnanti.

Presso una parte dei Baroze il tabu si prolunga fino a sei mesi
e la donna pud coabitare col marito solo dopo aver avuto contatto
sessuale con qualche altro uomo. I Bavenda considerano invece ne-
cessaria una lunga cerimonia, alla quale prendono parte i due coniugi
e che in molti dettagli rituali é simile a quella delle nozze.

Il tabu e le diverse cerimonie di purificazione sono conseguenza
diretta della credenza che I’aborto & sempre dovuto all’intervento
di forze maligne. Una donna che ha avuto alcuni aborti & considerata
vittima prescelta dagli spiriti malefici e il marito puo ripudiarla, col
diritto alla restituzione della lobola.

Notevole & la concezione diffusa tra i Banta che l'aborto, in
certo senso, distrugga i legami matrimoniali. Quando interrogo
una donna sul numero degli aborti, ella risponde «la famiglia & stata
distrutta » due o tre volte. E non si tratta semplicemente d’una
metafora, perché ho potuto convincermi che spesso le cerimonie della
purificazione sono accompagnate da riti simbolizzanti la «ricostru-
zione » della famiglia.

L’influenza nefasta di qualche mudzimu offeso o di umtakati
(stregone) nemico, manifestatasi nell’uccisione del nascituro, & diretta
contro la base stessa del matrimonio e provoca percid la distruzione
della famiglia. Quest’ultima, ricostruita attraverso un rito speciale
forma una nuova unitd che forse sara risparmiata dalle forze ma-
giche. ,

Severissimo & anche il tab che concerne la donna nel periodo
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di mestruazione. Molti Makaranga chiedono 1’astensione solo per 3-4
giorni, presso altre tribil essa ha invece un termine fisso di circa sei
giorni. .
I1 tabtt ha come il sacer latino un doppio significato, e precisa-
mente esso.abbraccia contemporaneamente il concetto di sacro e
quello di esecrato (abbominevole). Ambidue questi elementi si ritro-
vano nella proibizione in parola, vi & il carattere sacro dell’organo
della riproduzione e il terrore istintivo di quella emorragia, nella
sua spontaneitd e periodicita, tanto misteriosa.

I1 tabu del contatto sessuale intra menstruationem deve essere
dunque uno dei pitl antichi e pitlt universali. Le ragioni attualmente
date per giustificare la proibizione in parola variano invece da regione
a regione. Dalle numerose risposte da me raccolte cito qui, a titolo
d’illustrazione, la versione diffusa presso gli Amandabele. Secondo
quest’ultima un uomo che coabita con una donna, durante il periodo
di mestruazione, contrae inevitabilmente un grave mal di stomaco,
perché «egli succhia il sangue della moglie e i due sangui non vanno
d’accordo ».

Vi & solo ancora da ricordare che il tabll in parola & giustificato
anche alla luce della scienza moderna, la quale considera nocivo il
contatto sessuale ¢nira menstruationem. D’importanza minore deve
dirsi il fatto che, secondo qualche studio recente, vi sarebbe una
maggiore probabilitdh di concepimento nella seconda fase della me-
struazione.

ISTRUZIONE SESSUALE.

I/esaltazione della funzione procreativa forma anche il conte-
nuto principale dell’insegnamento impartito durante i diversi riti di
passaggio. Le cerimonie che segnano il passaggio alla puberta o alla
eta nubile sono spesso vere e proprie scuole, dove i candidati ottengono
esauriente istruzione in materia sessuale, se anche non proprio del
tipo invocato da qualcuno in Furopa.

Tale insegnamento & particolarmente curato presso quelle tribit
dell’area da me studiata che praticano la circoncisione, tali sono i
Waremba, Wapfumbi, Bavenda ed alcuni gruppi meno numerosi.
11 problema della origine di tale costume richiede troppi riferimenti
di carattere comparativo per essere trattato nel limiti ristretti di
queste note. Tentero solo d’illustrare con qualche esempio gli scopi e
il carattere dell'insegnamento summenzionato.
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I,a murundu, scuola d’iniziazione dei Bavenda, consiste di un
numero di capanne, dove i candidati d’ambo i sessi vengono tenuti
per pitl settimane. I’istruzione che precede e segue ’operazione stessa
é a base di simboli, metafore e formule, insegnate in una lingua spe-
ciale, misteriosa e talvolta poco comprensibile per gli insegnanti
stessi.

1l simbolo che domina tutti i riti di questa scuola ¢ il ballo del
serpente. La fila dei candidati, messi uno dietro l’altro, descrive per
ore e ore un movimento ondulatorio intorno al fuoco rituale.

Il serpente, il cui movimento caratteristico si tenta di imitare, &
per 1 Bantt spesso simbolo della fertilita. I Bavenda credono anzi che
nelle viscere della donna viva un piccolo serpentello che porta il seme
all’'utero e « costruisce » il bambino.

Nelle notti viene spiegato il significato dei diversi tabi della vita
coniugale. Vengono, per esempio, portati due vasi, uno con liquido
rosso, 1'altro con liquido bianco ; si spiega ai candidati che il primo
rappresenta la donna che & tabu per sei giorni ogni mese. Anche le
altre metafore, riferite da qualche osservatore, sono dello stesso ca-
rattere e della medesima ingenuita.

Con simili metodi si insegna alle ragazze il significato di diversi
tabt connessi colla vita sessuale. Inoltre esse imparano come com-
portarsi durante la gestazione e vengono insegnati i primi elementi
della pediatria dei Bant. '

Diverse cerimonie che hanno lo stesso scopo sono, per il loro
carattere ripugnante, inadatte alla descrizione.

Una vera scuola di vita famigliare é la « mahumbgwi », osservata
in qualche distretto della Rhodesia.

I ragazzi che hanno raggiunto la pubertd vengono riuniti per
costruire un kraal, composto di un numero di capanne per singole
famiglie e di due capannoni, uno « gota » per scapoli e I’altro « nanga »
per ragazze da marito. I giovani eleggono quindi un capo, il quale, a
imitazione della tribii, regger, insieme coi suoi consiglieri, uno stato
in miniatura per tutta la durata della mahumbgwi.

Quando tutto & pronto arrivano le ragazze d’etd corrispondente
e scelgono dei « mariti » temporanei. Ogni « famiglia » va ad abitare
in una delle capanne preparate, mentre coloro che non hanno trovato
coniuge vanno a stare mella gota, o rispettivamente nanga.

Nella mahumbgwi tutto si svolge ad imitazione d’un vero vil-
laggio, abitato da tante famiglie. Le « mogli » preparano i cibi per i
rispettivi « mariti », e questi vanno a caccia o alla pesca, sforzandosi
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di mostrare la propria abilita e di portare a casa quanto pilt pos-
sibile.

Tutto il giorno i «coniugi » sono occupatiin diversi lavori, sempre
intenti a mostrarsi nella migliore luce. Di sera essi si recano nei rispet-
tivi villaggi, per pernottare coi genitori. Di mattina essi ritornano
alla mahumbgwi e la «vita famigliare » viene ripresa.

La scuola che suole durare alcune settimane si chiude con una
grande festa, alla quale il «capo» va ad invitare tutto il vicinato,
mentre i suoi sudditi temporanei preparano la birra e proctrano la
carne. :

La mahumbgwi ha, come vediamo, molti elementi che fanno
pensare ad una scuola del sistema Montessori, applicata alla prepa-
razione per la vita famigliare.

Presso le tribti che non seguono il costume della circoncisione
vi sono diversi altri riti per celebrare il passaggio alla puberta.

I Barozi hanno, per es., il costume detto « mwalianyo », secondo
il quale la ragazza che ha avuto la prima mestruazione deve nascon-~
dersi nella boscaglia e non esser vista da un uomo per la durata d’un
mese. Essa ritorna ogni sera nel villaggio per pernottarvi, ma gia a
lalba deve fuggire al nascondiglio prescelto. La ragazza riceve
lunghe e frequenti visite delle vecchie donne del kraal che le im-
partiscono lezioni in materia sessuale, una di esse facendo la parte
dell’uomo. .

La prima polluzione di luogo anche essa ad una speciale ceri-
monia, chiamata dagli Amandabele «ukutshaywa lizibuko » (anche
«uthomba »). Il ragazzo svegliatosi dal sogno erotico seguito dalla
prima emissione, si reca subito completamente nudo al pit vicino
fiume per farvi delle abluzioni. Fatto questo egli non rientra nel
kraal, ma si ferma al recinto, dove gli altri giovani accortisi dell’ac-
caduto, lo ricevono con una solenne picchiata.

Perd ¢id & solo I'inizio di una lunga serie di maltrattamenti che
egli dovra subire pazientemente, per dare prova delle proprie doti di
resistenza. Per alcuni giorni il disgraziato deve rimanere nella bo-
scaglia, mangiare poco o niente e attenersi a diversi costumi poco
gradevoli, cosi per es. egli dovrebbe sedersi solo su formicai. Ritornato
finalmente nel kraal, I’attendono ancora le torture dell’immancabile
«medico » e la «ukutshaywa » si conclude con una festa per tutto
il vicinato.

Le prove di resistenza e gli altri particolari del costume suddetto
variano, naturalmente, da regione a regione, rimane perd l'idea co-
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mune d’impressionare il giovane coll’importanza del passaggio da
lui compiuto e d’insegnargli gli elementi del comportamento sessuale.

Gli stessi Amandabele hanno un corrispondente costume per
le ragazze che hanno avuto la prima mestruazione. Esso & chiamato
«ukudunduzela » e consiste in diverse abluzioni e in una grande festa,
accompagnata da balli orgiastici di difficile descrizione. Alle ragazze
vengono insegnate le regole della vita sessuale ed esse vengono avver-
tite che non potranno pit indulgere in certe pratiche senza incorrere
nel pericolo di restare incinte. I Bavenda, in ogni senso piu scrupolosi,
sottolineano questo passaggio con un cambiamento di nome : le ragazze
che prima si chiamavano «musidzana » (ragazzette) diventano dopo
la cerimonia in parola « musidzana vha khomba » (ragazze pericolose).

MORALE SESSUALE.

T costumi descritti non sono certamente atti a mantenere un velo
poetico intorno alla funzione riproduttiva. Il linguaggio del Banti,
anche se parlato in presenza di bambini, & egualmente di tale rea-
lismo brutale da distruggere ogni possibilita d’idealizzazione in
materia. Se cid non bastasse l'infante vede spesso gli organi della
riproduzione dipinti in modo grossolano, ma espressivo, sulle mura
della capanna per propiziare gli spiriti della fertilita.

Dai primi mesi di raggiunta puberta il sesso diventa per il gio-
vane Bantti contenuto principale della conversazione e centro fisso
intorno al quale gira la maggior parte delle sue idee. Forse proprio a
questo straripare della sessualita si deve l'arresto nello sviluppo men-
tale, tanto spesso osservato nell’indigeno in tale periodo di vita. La
non frenata preoccupazione del sesso sembra gettare una fitta ombra
su tutte le attivitd mentali, in questa fase decisiva per l'evoluzione
dell’individuo.

La sensualita dell’'uomo primitivo é sublimata e talvolta anche
mitigata solo dal suo profondo rispetto della maternitd e del fe-
nomeno della riproduzione in genere. Su questo contrasto & anzi
basata la sua netta distinzione tra i due elementi della sessualita:
lo sfogo passionale e il desiderio di vedersi continuato. Ne & derivata
in certo senso, la contrapposizione della donna quale madre alla donna
come femmina,

Dallo stesso contrasto & nato il particolare atteggiamento del Ban-
ti verso cid che noi sogliamo chiamare castita. Da una parte, 'auto-
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rizzazione di completa licenza di costumi tra i giovani, dall’altra
la necessita di conservare la verginita e di evitare 1’ingravidamento.

E caratteristico che presso tutte le tribli trovo un termine spe-
ciale per indicare l'atto pseudo-sessuale del periodo premaritale.
Alla «u davhula » dei Bavenda corrispondono la « gangisa » dei Ba-
tonga, la « ukudhlala » degli Amandabele, etc.

La logica brutale va piti oltre e fa di questa specie di contatto
sessttale un oggetto d’insegnamento pubblico. Presso diverse tribt
studiate, durante le cerimonie di passaggio, si insegna alle ragazze
come aver relazioni, senza inciampare nelle conseguenze della deflo-
razione e della gravidanza.

Alle candidate viene contemporaneamente impresso il dovere
di conservare la verginita. Dopo ogni grande ballo — scarica orgiastica
nel vero senso della parola — esse vengono sottoposte ad un esame
da parte delle vecchie del villaggio.

Il grado stesso della importanza attribuita a questo elemento
della castita varia pero considerevolmente da regione a regione. Presso
qualche gruppo locale 'nomo, che ha sufficiente ragione di dubitare
della verginita della sua sposa novella, ha il diritto di ripudiarla,
facendola accompagnare con un messaggero portante una zappa
perforata (bobora badza). Altri, meno radicali in materia, chiedono
solo dal suocero qualche pezzo di bestiame a titolo di compenso.
Infine qualche altra tribtt non da al marito alcun diritto d’azione.

In quanto al seduttore, egli, normalmente, deve sopportare certe
conseguenze solo se la ragazza & stata resa gravida. Il padre di lei
chiedera, secondo il principio della lobola, un compenso speciale
(rutsambo) e anche qualche cosa per il mantenimento del bambino
(mereko), finché esso & piccolo. Quando l'infante ha raggiunto una
certa eta, esso viene consegnato al suo padre naturale, dal quale
prende anche il totem.

In complesso non si tratta di una questione di moralita o di
stato legale, ma di una offesa al diritto di proprieta. La donna ap-
partiene al gruppo e ad esso spetta il compenso per i figli che
da lei vengono dati alla luce.

Lo stesso ordine di idee si nota a prop051to dell’adulterio com-
messo con una donna maritata. Il marito offeso non mostrera segni
d’indignazione, ma con molta insistenza chiederd un risarcimento
da parte del colpevole. I,a moglie, la cui riputazione morale non
corre molto pericolo, spesso sara di grande aiuto nell’ottenere le 2-3
vacche di multa.
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In questa materia la donna ¢ generalmente creduta, ma se anche
l'uomo dovesse insistere nel negare, vi sono diversi mezzi per vincere
la causa. Una delle prove pit convincenti vige presso la numerosa
tribd dei Makaranga.

I’accusatrice, in presenza di tutta la corte giudiziaria e del
solito pubblico avido di sensazioni, si toglie lo shashiko (la pelle che
cinge i fianchi) e batte con esso l’ex-amante. Il fatto che essa, vin-
cendo il pudore, & rimasta nuda di fronte a tanta gente viene consi-
derato prova lampante che dice la verita. In tale caso l’accusato
non solo dovra pagare la solita multa di 2-3 capi di bestiame, ma sara
condannato anche a compensare il marito per 'umiliazione subita,
in quanto sua moglie & stata costretta a ricorrere alla prova dispe-
rata.

In sostanza & la paura di sanzioni magiche che supplisce le leggi
della moralita e serve talvolta quale freno alla forte passionaliti
del Bantu.

La moglie del Mushona sa per es. che dovra subito morire, se
ha bevuto birra versata dal marito da lei tradito. Essa & con-
vinta anche che il fallo sara immancabilmente scoperto durante
il prossimo laborioso parto. Un marito sentimentale pud, del
resto, assicurarsi contro linfedeltad della sposa favorita, dandole
secretamente qualche potente « medicina ». La «luganko », usata a
tale scopo dai Wazezuru, ha per sicuro effetto la grave malattia di
ogni rivale che osera toccare la donna. Medicine di questa specie sono
ricercatissime da ambedue i sessi e formano per lo stregone una delle
sue fonti principali d’entrata.

La cosidetta « sympathetic magic » ha, naturalmente, anche qui
una parte importante. Cosi per es. la donna che vuole rendere il marito
fedele a lei, o come gli Amandabele dicono vuole farlo un «isituta »
(letteralmente stupido), doma un serpente e lo tiene prigioniero.

L’unica proibizione sessuale di valore assoluto, perché consi-
derata sostanziale per 'esistenza stessa del gruppo e percid salva-
guardata da vere e proprie sanzioni e non gia, come le trasgressioni
descritte, da un semplice risarcimento di danmi, concerne l'incesto.
Il problema stesso fu gia trattato in un altro capitolo, qui si vuole
solo accennare ancora a quei molteplici costumi che servono a rin-
forzare il tabiti contro la promiscuita, costumi che nell’insieme portano
il nome di «hlonipa» sinonimo di decenza in generale.

La «hlonipa » vieta ad ogni donna di pronunciare il nome del
suocero o di altri parenti maschili del marito in linea ascendentale.
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Ma non solo il nome non deve essere pronunciato, ma anche ogni
parola che ha un suono simile deve essere evitata. I,a donna dovra
cosi per suo uso personale formare una serie di nuove parole, che,
attraverso i figli, causano una particolare instabilita di tutti i dia-
letti.

Secondo lo stesso costume, il suocero non deve mangiare as-
sieme alla nuora e non deve vedere la nudita del suo seno. Molti altri
usi del genere hanno l'evidente intento di eliminare tutto cid che
potrebbe portare a qualche intimitd di contatto.

I’uomo dovrebbe fare «hlonipa » verso la sua suocera, ma 1’ob-
bligo non & di osservanza tanto rigida e puo perfino essere sostituito
da qualche regalo, accompagnato dalla dichiarazione formale di
non essere capace d’osservare il costume.

Molti altri usi che vanno sotto il nome di «hlonipa » hanno la
stessa tendenza d’impedire contatti intimi tra la donna ed i parenti
dell’uomo o viceversa tra I’'uomo ed i parenti della donna. In ambedue
i casi la « hlonipa » & nata dal desiderio di agire contro la promiscuita
e completa cosi l'inibizione dell’incesto.

Nella terminologia del primitivo Banti, moralita e decenza sono
sinonimi ; ambedue non significano per lui altro che automatica os-
servanza dei costumi. Questi solo raramente formano oggetto di
riflessione, il fatto che esistono & la loro sufficiente giustificazione e
I'ira degli spiriti degli antenati la pronta e terribile sanzione.

Nel momento in-cui I'uomo primitivo si libera dalla tirannia
assoluta degli istinti, egli cade sotto il non meno rigido ed esigente
dominio del costume. Cid priva la morale del Bantii di ogui carattere
di spontaneitd, e rende spesso inutile domandare a lui il perche dei
suoi costumi ed usi. Spetta allo studioso ricostruirne 1’ origine, I'evo-
luzione e il vero significato.






C. A. GRILLENZONI

I caratteri del fisico e del vestire come fattori
demografici

§ I. — PREMESSA.

E possibile stabilire se esiste un nesso tra la nuzialiti e la fecon-
dita femminile e i caratteri del fisico e del vestire ? I,a domanda ha —
se non altro — il pregio della novithd, almeno riguardo all’eleganza.

N

Infatti, per quanto sappiamo, finora non & mai stato compiuto nes-
suno studio che considerasse l'estetica e l'eleganza femminili come
fattori demografici. La corporatura e la statura, studiate dal punto
di vista fisiologico, non lo sono state, invece, dal punto di vista pura-
mente statistico, nelle loro eventuali influenze sulla precociti, o meno,
della scelta matrimoniale.

Crediamo quindi di poter affermare di aver compiuto uno studio
di natura completamente nuova. (1) Appunto a la novita dell’ argo-

(1) Effettivamente non mi consta che fossero state fatte per l’addietro
ricerche sopra le relazioni che passano tra la avvenenza fisica oppure la eleganza
o altra caratteristica del vestire della donna, da una parte, e la sua riprodutti-
vita, dall’altra. Sono noti, invece, i risultati di due ricerche eseguite nella Uni-
versita di Pittsburg sulle relazioni tra avvenenza fisica o intelligenza delle stu-
dentesse, da una parte, e la loro nuzialitd dall’altra, una dovuta a Miss C. F.
Gilmore e I’altra a Miss. J. O. Naly. I diagrammi che presentano i risultati della
ricerca di Miss Gilmore furono pubblicati dapprima in un opuscolo del Prof.
R. H. JOBNSON (A% Addyvess on Maryiage Selection deliveved at The Fiyst National
Conference on Race Bettevment at the Battle Creek Sanitavium, Battle Creek Mich.
January, 8, 9, 10, 11 and 12, 1914, € poi nel volume di S. J. HOIMES, Trend
of the Race, New York, Harcourt, Brace and Co. 1921, e nel noto trattatato di
P. PoPENOE e R. H. JOHNSON, Applied Eugenics, New York, Macmillan Co.
1923. Talune conclusioni della ricerca di Miss Naly sono pure ricordate nel vo-
lume del Prof. Holmes, ma non con tutta precisione, come ho potuto riscontrare
leggendo il lavoro originale di Miss Naly (Facial Appearvence and other factors
in mate selection among college graduates by JOSEPHINE Orivia NArv B. A.
Lake Eric College (Master thesis, University of Pittsburg, 1925), a cui ho potuto
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mento e a la ristrettezza del campo d’indagine (ristrettezza che,
come si vedra pitt avanti, era condizione sine gua non dell’attendibilita
dei dati raccolti) sono dovute — almeno in parte — le molte manchevo-
lezze che appariranno in questo studio. Rivolgiamo pertanto un vivo
ringraziamento al Prof. C. GINI, che ci forni il tema e le direttive
generali per questo lavoro, al Prof. I,. GALVANI che nel corso di esso ci
ha consigliato per la parte metodologica, e al Prof. M. DE VERGOT-
TINI che ha riveduto il manoscritto.

Avvertiamo fin d'ora che quanto verrerioc man mano esponendo
si riferisce sempre esclusivamente ai casi osservati e che non inten-
diamo, in alcun modo, di generalizzare le nostre asserzioni.

§ 2 — RILEVAZIONE DEI DATI — [IMITAZIONI QUANTITATIVE E QUA-
LITATIVE DEL CAMPO DI OSSERVAZIONE — NECESSITA DI TALI
LIMITAZIONI — DESCRIZIONE DELLE SCHEDE USATE — CRITERI
SEGUITI NEI, DARE UN GIUDIZIO ESTETICO E NEI, RISPONDERE AI
QUESITI DELLE SCHEDE.

La rilevazione dei dati & stata fatta a mezzo di apposite schede
personali : su queste erano elencati tutti quei dati che potevano in-
teressare il nostro studio.

avere accesso nella Biblioteca dell’Universita di Pittsburg, grazie alla cortesia
dei Proff. R. H. Johnson e G. A. Lundberg. Malgrado il cortese interessamento
del prof. Lundberg, non mi & invece stato possibile rintracciare il lavoro originale
di Miss Gilmore. Le ricerche di Miss Gilmore e Miss Naly concordano nel mostrare
un’alta relazione positiva tra I’avvenenza delle studentesse e la loro probabilita
di sposarsi; sono discordanti, invece, per cio che concerne la relazione tra in-
telligenza e probabilita di sposarsi, che, dalle ricerche di Miss Gilmore, risulte-
rebbe positiva, e, da quelle di Miss Naly, in un caso praticamente nulla e nell’al-
tro negativa. Ricorder6 anche che Miss Naly non trovava alcuna relazione tra
Tavvenenza delle studentesse e l'etd del matrimonio, e trovava, per le stu-
dentesse piu intelligenti, una mortalitd molto pit alta, la quale, come nota Miss
Naly, potrebbe spiegate la loro minore nuzialita. Dai dati di Miss Naly, non pare
che, tra le studentesse sposate distinte secondo I'intelligenza, vi fosse una note-
vole differenza per cio che concerne il numero medio dei figli.

¥ da augurarsi che i risultati suggestivi dei due saggi si Miss Gilmore e
di Miss Naly e quelli piti importanti esposti in questa memoria del Dr. Grillen-
zoni invoglino a ricerche vaste e sistematiche in un atgomento di cui non vi
& bisogno di segnalare la grande importanza dal punto di vista biologico e so-
ciale.

CORRADO GINI.

¥
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Naturalmente abbiamo dovuto — per prima cosa — porre dei
limiti al nostro campo di osservazione. Talilimitazioni sono condizioni
indispensabili di omogeneitd e di attendibilita.

La prima limitazione che ci siamo dovuti imporre & stata quella
del numero complessivo dei casi osservati. In una rilevazione che, oltre
ad essere quantitativa, era anche, e principalmente, qualitativa e sog-
gettiva, si correva il rischio, affidandosi a vari osservatori — diversi,
ma di numero necessariamente ristretto — di cadere in disparitd di
giudizio che, non compensate dal numero degli osservatori, avreb-
bero dato luogo ad ogni sorta di inesattezze. Abbiamo voluto quindi
controllare personalmente ogni singolo caso, almeno per I'apprezza-
mento qualitativo. Questa unitd di giudizio, se & andata a tutto van-
taggio dell’esattezza delle osservazioni, ci ha perd costretti a limitarne
il numero a soli 1500 casi. Oltre questo numero non avremmo potuto
andare, in alcun modo, senza ’aiuto di altri osservatori.

Seconda limitazione & stata quella dell’etd. Infatti sarebbe stato
assurdo prendere in considerazione giovani spose o fanciulle ventenni
il cui stato di famiglia avrebbe potuto subire, in futuro, le pit impen-
sate variazioni, rendendo cosi privi di qualsiasi valore i dati raccolti.
Abbiamo quindi considerato esclusivamente donne coniugate, la cui at-
tivita generativa potesse ritenersi definitivamente chiusa, e nubili che,
data 'etd, offrissero solo un minimum di probabilitd matrimoniali.

D’altra parte la fine sicura del periodo generativo poteva stabi-
lirsi soltanto ad etd che avrebbero limitato eccessivamente il nostro
campo di osservazione : in conseguenza, piuttosto che stabilire un’eta
fissa, abbiamo preferito attenerci a 1'osservazione del peculiare svol-
gimento dell’attivitd generativa di ogni singolo caso. Cosi abbiamo
considerato chiuso tale periodo generativo anche sotto i limiti che
normalmente imporrebbe la natura quando, dopo la nascita di uno o
piu figli, ci si presentava un tale lasso di tempo senza prole, da lasciar
ragionevolmente supporre che la produzione ne fosse terminata. Lo
stesso dicasi per le donne sterili. In ogni modo non sono state mai
considerate donne al disotto del limite minimo dei 30-35 anni: ed
anche questo limite & stato raggiunto solo in rari casi di matrimoni
assai precoci e con prole scarsa, o addirittura nulla.

Come limite superiore non abbiamo mai voluto oltrepassare i
60-65 anni, onde restare, grosso modo, nell’ambito di una stessa gene-
razione. Questo, non tanto in vista della possibilitd di una modifica-
zione dei caratteri fisici della razza, quanto di quella, ben pit fon-
data, della variabilitd del costume.
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Il costume, nel nostro studio, ha un’importanza capitale. Infatti,
fermo restando che ci6 che maggiormente influisce su la maggior o
minor preoccupazione, da parte della donna, della propria estetica
sono le inclinazioni personali, & indubitato che anche il costume
dell’epoca vi influisce in maniera tutt’altro che trascurabile.

A lo stesso modo pud pensarsi che il costume non sia estraneo 2
le preferenze che guidano 'uomo nella scelta matrimoniale ed ¢ ovvio
che ogni generazione & caratterizzata da un suo proprio Aabitus, da
una particolare forma mentis, determinata sia da la generazione pre-
cedente, sia da i fatti esterni e da 1’atmosfera morale che ne hanno
accompagnato lo sviluppo.

La generazione di donne da noi considerata & quindi, press’a poco,
quella la cui nascita risale a I'ultimo trentennio del secclo scorso.

La stessa ragione che ci ha fatto escludere dal nostro esame le
donne ancor giovani ci ha costretto ad escluderne quelle rimaste
vedove dopo pochi anni di matrimonio. Questa esclusione, che in una
statistica generale sarebbe un assurdo, era una necessita in uno studio,
come quello che ci siamo proposti: del normale andamento, ciog, di un
particolare fenomeno in un numero ristretto di casi.

Abbiamo scartato i casi di natalita illegittima. Diversamente
avremmo dovuto istituire una categoria a parte — del resto assai
esigua — la cui fecondita avrebbe presentato un andamento irregolare,
data anche, per tacere di ben altre cause incidenti su tale natalita, la
discontinuitd della convivenza. ‘

Le schede personali usate per la rilevazicne contenevano l'indica-
zione di numerosi dati cronologici (data di nascita, data del matri-
monio, data di nascita dei figli, etd dello sposo al matrimonio), delle
condizioni personali (regione di origine, professione, professione del
padre e dello sposo, condizioni economiche della famiglia patema e
dello sposo) e, infine, I'indicazione delle caratteristiche del fisico e del
vestire (aspetto fisico della sposa, statura, corporatura, eleganza nel
vestire, caratteristiche particolari della foileite e aspetto fisico dello
SpPOso).

Per la determinazione dell’aspetto fisico e dell’eleganza nel vestire
abbiamo usato una graduazione numerica (0, I, 2, 3), di molto sem-
plice applicazione.

Va pero notato che difficilmente, considerando donne piuttosto
avanzate negli anni, si sarebbero potuti attribuir loro elevati coeffi-
cienti di eleganza e, specialmente, di bellezza. Abbiamo quindi cercato
di dare un giudizio, per quanto era possibile, sintetico e retrospet-
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tivo, cercando perd di non abbandonarci mai a congetture avventate
che potessero portarci fuori da la realth. E stata questa una delle
ragioni principali che ci hanno fatto preferire di tener ristretto il
nostro campo di osservazione, pur di mantenere ['unitd e I'uniformita
di giudizio nell’apprezzamento estetico. )

A la voce delle schede : «altre caratteristiche della toilette » abbiamo
risposto con cinque aggettivi e cioé : trascurata, semplice, insignificante,
accurata, vistosa.

Ne questa nuova classifica deve sembrare un pleonasmo, perche
non si identifica con il grado (numerico) di eleganza. Nella scelta
di tali qualifiche ci siamo preoccupati del fatto che esse dovevano
avere non tanto un valore formale ed estetico, quanto il compito di
rilevare la parte che I'abbigliamento, I'apparenza esteriore, rappresen-
tavano nella mentalitd della donna in questione e, se possibile, un
indice delle tendenze del suo carattere : tendenze di cui le caratteri-
stiche particolari dell’abbigliamento sono certo una manifestazione.
Gli aggettivi che abbiamo scelto possono infatti, per la loro natura,
essere attribuiti a la toilette pill povera come a quella piti ricca e pos-
siamo mettere il loro contenuto etico in rapporto con l’andamento
della prolificazione. Fare questo sarebbe stato invece, per lo meno,
azzardato, qualora avessimo scelto aggettivi di contenuto puramente
formale ed estetico.

Si obbiettera che il giudizio estetico sui caratteri del fisico e del
vestire & eminentemente soggettivo. Tale affermazione ha certo un
fondamento, ma si pud rispondere che, accanto ai casi in cui i giudizi
di pitl persone differiscono pitl o meno notevolmente, molti ve ne sono
in cui tali giudizi sono concordanti. Anche per i casi incerti interviene
poi nella massa una notevole compensazione. Cosi che pare verosimile
che ci0 che & vero per Iinsieme delle donne che vengono giudicate belle
ed eleganti da una persona lo sia anche per quelle che vengono giudi-
cate tali da un’altra. Non si nega, dunque, che il metodo seguito
contenga una certa dose di arbitrio, ma si trattadiun arbitrio inevi-
tabile che in pratica non é tale da consigliare ad abbandonare una
ricerca di cosi vivo interesse.
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§ 3. — SCELTA E COMBINAZIONE DEI DATI — COSTRUZIONE DELLE
TABELLE BASE — I,/INTERVALLO DAI, MATRIMONIO AI, PRIMO FI-
GLIO E LE CARATITERISTICHE FISICHE.

Tra i vari dati fornitici da le nostre schede, abbiamo scelto, come
caratteristiche fondamentali, 1 seguenti:

I) Eleganza nel vestive (0, I, 2, 3) ;

II) Aspetto fisico della sposa (o, I, 2, 3);

II) Corporatura della sposa (snella, regolare, tozza) ;

IV) Statura della sposa (alta, media, bassa) ;

V) Caratteristiche della toilefte (trascurata, semplice, insigni-
ficante, accurata, Vistosa) ;

VI) Aspetto fisico dello sposo (o, 1, 2, 3). Di quest’ultimo sard
detto pit avanti. Le prime cinque sono state successivamente
combinate, in altrettante tabelle :

A) con il numero delle nubili e delle coniugate (Tab. I, IT, III,
v, V);

B) con il numero complessivo dei figli avuti (Tab. I, IT, III,
v, V);

C) con l'eta della sposa al matrimonio (Tab. VI, VII, VIII,
IX, X);

D) con l'intervallo dal matrimonio a l'ultimo figlio (Tab. XIT,
XII, XIII, XTIV, XV).

Mentre le combinazioni A) mettono in rilievo le relazioni che
passano tra lo stato civile e le cinque caratteristiche considerate,
quelle C) permettono di esaminare l'influenza di detti caratteri su
letd delle spose al matrimonio.

Lo stesso si dica per le B) e le D) : queste ultime ci danno la
durata della convivenza feconda. I,’andamento del fenomeno & molto
simile a quello del numero dei figli avuti, ma non del tutto coincidente,
come si vedra.

In tal modo abbiamo cercato di analizzare le relazioni che pas-
sano tra la matrimonialita e la prolificitd della donna ed i caratteri
fisici e del vestire della stessa. Tale era lo scopo dello studio che ci
siamo proposti.

Inoltre abbiamo voluto vedere se anche l’aspetto fisico dello
sposo influiva sul numero dei figli e abblamo combinato questi due
caratteri nella Tab. XVI.
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I/ultima ricerca che abbiamo voluto fare & stata quella su 1’at-
trazione matrimoniale con riguardo a l’aspetto fisico degli sposi. Ab-
biamo cosl combinato I'aspetto fisico d:lla sposa con quello dello

sposo (Tab. XVII).

-

1Y

corporature snelle e nelle stature alte.

§ 4. — ELABORAZIONE DEI DATI — INDICE DI
INDICE DI CORRELAZIONE — INDICE DI OMOFILJA — PERCEN-

Avevamo anche combinato le suddette cinque ca-atteristiche
con l'intervallo dal matrimonio al primo figlio, ma non abbiamo por-
tato a termine tale ricerca, che ci parve di poco interesse. Infatti la
stragrande maggioranza (circa 1’85 9,) aveva avuto il primo figlio
dopo il primo anno di matrimonio e solo il 7 o 1’8 9, lo aveva avuto
dopo il secondo. i /eleganza pareva non influirvi e l’aspetto fisico
neppure. I casi di donne che avevano avuto il primo figlio dopo il
secondo anno di matrimonio erano leggermente accentrati nelle

CONNESSIONE —

TUALI — MEDIE — RAGGRUPPAMENTI DELLE CLASSIFICAZIONI

MOLTO SUDDIVISE E MEDIE RELATIVE.

Su le 17 tabelle base cosi ottenute, abbiamo calcolato vari indici,

per vedere quali relazioni intercedessero rispettivamente tra i vari
caratteri considerati. L’sndice di connessione (1) era quello che meglio
si prestava a misurare queste relazioni. Tale indice ¢, infatti, una me-
dia ponderata degli indici di dissomiglianza tra i vari gruppi parziali
delle intensitd di un carattere A, distribuiti secondo le modalita di
un carattere B, e il gruppo totale delle intensitd di A. E evidente

che la connessione tra i due caratteri sard tanto maggiore, quanto
maggiore ¢ la dissomiglianza tra i vari gruppi parziali. I/indice &

calcolato in maniera che il suo valore oscilli tra o e I.
caratteri sono espressi numericamente — abbiamo calcolato anche

Per le Tab. I, II, VI, VII, XI, XTI, XVII - in cui ambedue i
I'indice di correlazione. I valori ottenuti sono, press’a poco, uguali a

quelli dell’indice di conmnessione.
Per 1a Tab. XVII, abbiamo calcolato anche I'indice di omofi-

(1) V. CorRrRADO GINL. Di una misura della dissomiglianza tva due gruppi

di quantitd ¢ delle sue applicaziont allo studio delle velaziowi statistiche. Atti
del R. Istituto Veneto di Lettere, Scienze ed Arti, Anno 1914-15, Serie VIII,

Tomo XVII, Parte II, pag. 185 e seg.




INDICE DELLE TABELLE

CARATTERI COMBINATI Dati Petcentuali Percentuali Medie Medie
(orizzontali) (verticali) (otizzontali) (verticali)
Eleganza della sposa. . .| I d | I p.o. | I p.v. |1 m.o. |I m.
Bellezza della sposa. . II d |II po |II pv.|IT mo [T m
Nubili e numero } Corporatura della sposa .| III d. |III p.o. |III p.v.|III m. —
dei figli avutida
le coniugate Statura della sposa . . .| IV d. [IV p.o. |IV p.v.|IV m. —
Caratteristiche dellatoilette | V d |V p.o. |V p.v.|V m, —
Eleganza dello sposo . .| XVI d. [ XVI p.o. | XVI p.v. |XVI m.o.|XVI m.
Eleganza dellasposa. . .| VI d. |VI p.o.| VI pv.|VI mo VI m
Bellezza della sposa. . .| VII d. | VIL p.o. | VII p.v.|VII m.o. |VII m.
Eta della sposa al
matrimonio Corporatura della sposa .| VIII d. | VIII p.o. | VIII p. VIII m. —
Statura della sposa . . .| IX d. |IX p.o |IX op.v.|IX m, —
Caratteristiche della toilette| X d. | X p.o. | X p.v. | X m. —
Eleganza della sposa. . ., XI d. |XI p.o. |[XI pv. XI mo [XI m
Bellezza della sposa . . .| XIT d. | XII p.o. | XII p.v. |XII m.o.|XIT m.
Durata della con-
e 2a fesonda ¢ Corporatura della sposa . | XIII d. | XIII p.o. | XIII p.v. | XIII m. —
Statura della sposa . . XIV d. | XIV p.o. | XIV p.v. XIV m, —
Caratteristiche della foilette| XV d. | XV p.o. | XV p.v. | XV m. —
Bellezza della sposa - Bellezza dello sposo. .| XVII d. | XVIIp.o. | XVIIp.v. | XVIIm. o. | XVII m.

Medie a classi

raggruppate
(verticali)

I m’. v,

II m' v

XVI m'.v,

VI m'. v
VII m’. v.

XTI m'.v.
XII m'. v,

gf1
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lia (1); quest’indice, infatti, era il pit atto a rivelare la attraziorte tra
persone che appartenevano a un ugual grado dei due caratteri
studiati.

Oltre a questi indici, che ¢i hanno dimostrato 'esistenza di una
effettiva connessione tra i vari fenomeni posti a raffronto, abbiamo
cercato di rendere pitt manifesto I’andamento di tali fenomeni calco-
landone le medie (Tab. m) e le percentuali. I,e percentuali sono state
calcolate tanto in senso orizzontale (Tab. p. 0.) quanto in senso ver-
ticale (Tab. p. v.). Nelle prime & stato ragguagliato a 100 il numero
dei casi riscontrati nelle singole modalitd delle cinque caratteristiche
fondamentali studiate. Nelle seconde & stata invece ragguagliata a
100 la somma dei casi che avevano la stessa intensitd del fenomeno
considerato (numero dei figli, eta al matrimonio, ecc.). Lo stesso si dica
per le medie (Tab. m. o. e Tab. m. v.). Successivamente, le suddi-
visioni molto minute, come quelle dell’eta della sposa al matrimonio,
della durata della convivenza feconda e del numero dei figli avuti,
sono state riunite in gruppi pia larghi (Tab. m’. v.), onde renderne
pit evidente I'andamento, che appariva saltuario e irregolare.

Prima di passare a 'esposizione dei risultati ottenuti ripetiamo,
ancora una volta, che essi si riferiscono esclusivamente ai 1500 casi
da noi osservati e ‘che non intendiamo generalizzarli in alcun modo.

§ 5. — L/’ELEGANZA — COME INFLUISCE SU LA MATRIMONIALITA —
ID. SU LA PRECOCITA DEI, MATRIMONIO — ID. SU LA PROLIFI-
CITA — ID. SU LA DURATA DELI’ATTIVITA GENERATIVA.

Come influisce I’eleganza su la scelta matrimoniale ? Consideriamo
anzitutto le nubili. Esaminando le percentuali con cui esse figurano
nelle quattro diverse categorie di eleganza (Tab. Ip.o.), troviamo che,
mentre la differenza non & grande fra quelle delle prime categorie, la
percentuale della quarta se ne distacca nettamente. Cosi, mentre dal
13 %, per le donne con eleganza o, si passa gradatamente al 9,5 %,
per quelle con eleganza 2, nella successiva categoria si discende
improvvisamente a 1,9 %, Inoltre I'eleganza media complessiva delle
nubili (Tab. I m. v.) & 1,22, mentre l'eleganza media delle 1500
donne considerate (comprese, quindi, le 151 nubili) & 1,49. La dif-
ferenza ¢ molto sensibile e farebbe supporre che l'eleganza influisse

(1) C. GINL. Indici di omofilia e di vassomiglianza. Venezia, Ferrari,
1915.



Tas. I d.

ob1

NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
ELEGANZA Nubili ToTaL
o l I ' 2 3 4 5 6 7 I 8 “ 9 \ 10 l +
............ 27 21 21 31 22 29 21 12 5 5 9 3 2 208
...... oo 63 59 65 | 107 86 56 34 22 12 11 5 8 7 540
........... . 52 65 104 129 81 53 23 16 9 1 2 3 546
........... . 4 41 43 52 39 15 6 4 — I - I — 206
ToTALr . . . 151 | 186 | 233 | 319 | 228 | I53 | & 54 | 26 J 25 15 / 14 12 | 1500
TaB. I p. o.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
FELEGANZA Nubili T ¥ 7 ToTALY
S I N U O A O O
| | .

--------- 13— | 10,I | 10,1 | 149 | 10,6 | 13,0 | Io,I | 5,8 2,4 2,4 43 1,4 b ‘ 100
------------ 12,6 | 10,9 12—~ | 20—~ | I6- | IO4 6,3 4= 2,2 2— 0,9 1,4 1,3 ‘ 100
------------ 95 11,9 | 19,1 | 23,6 | 14,8 9,7 4,2 2,9 1,7 1,5 0,2 0,4 0,6 100
------------ 1,9 | 19,9 | 20,9 | 252 | 18,9 7:3 29| 1,9 ‘ — 0,5 — 0,5 — ‘ 100

TAB, I p. v. N
‘ NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA

ELEGANZA Nubili ‘ToTALL

ol s e s e ls s |7 e |9 | =]+
............ 17,9 | 11,3 9- ‘ 9,7 96 | 18,9 | 25— | 22,2 | 19,2 | 20~ | 60~ | 2I,4 | 16,7 13,9
------------ 45— | 3L7 279 | 335 377 | 366 | 405 | 40,7 | 46,2 | 44— | 333 | 57,1 | 583 | 36—
------ e oo oo | 344 | 349 | 446 | 404 | 355 | 346 | 274 | 296 | 34,6 | 32—~ | 66| 143 | 25— 36,4
.......... . 2,6 | 22— | 18,5 | 16,3 | 171 9,8 7.1 74| — 4= — 71| — 13,7
Torarr . . . 100 | 100 | I00| I00| I00| I0oO | I0O| 00| IoO | I0O | IOO | Y00 | YOO 100




TAB. Im.o.

Numeto medio di figli avuti

Eleganza Jalle dal complesso
elle
confugate donne osservat e

o. 3,60 3,10
I. 3.05 2,66
2. 2,45 2,22
3. .. 2— 1,98
Media gene-

rale . . . 2,76 2,47

Tas. Im.v.

Numero figli Eleganza -

avuti media
Nubili . . . . 1,22
o . 1,67
I. .. ... 1,72
2 . 1,63
3. 1,60
4 - 1,35
5 . 1,16

1,53

6 . 1,22
7. 1,I5
8. . 1,20
9. 0,46
10 . 1,07
+ . 1,16
Media generale 1,49

TaB. Im’.v.
Numero Eleganza
figli avuti media

Nubili. .

o. ...
-3 . .
47 . .
8-+

1,22
1,67
1,66
1,26

0,08

1hr
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notevolmente su la scelta matrimoniale. Ma le Tab. VI, in cui l'ele-
ganza ¢ combinata con l'eta della sposa al matrimonio, vengono a
darci maggiori ragguagli a tale riguardo. '

I’indice di connessione, per la Tab. VI d. & di 0,054, e quello
di correlazione — 0,023. Se quindi I’eleganza influisce favorevolmente
su la precocita della scelta matrimoniale, lo fa in misura ridottissima
e quasi trascurabile. Si osservino infatti le due Tab. VI p.v.e VI p.o..
I,’andamento ne @ irregolare e poco chiaro, come, del resto, anche quello
delle medie (Tab. VI m. o., VI m. v. e VI m". v.). Certo vi si nota
che l'etd media al matrimonio delle donne con eleganza o & di anni
24,8, mentre quello della categoria 3 ¢ di 23,87, ma fra le due categorie
intermedie la differenza & di segno contrario. Cosi, nella Tab. VIm'. v.
I’eleganza media é identica per tutte le tre classi d’etd sotto i trent’anni
e decresce poi leggermente con il crescere dell’etd al matrimonio. Se
ne potrebbe concludere che solamente un’eleganza molto spiccata
puo essere per la donna un coefficiente leggermente favorevole a la
precocita del matrimonio ; forse la presenza dei mezzi finanziari ne-
cessari ad alimentare questa ricercatezza non & estranea a tale preco-
citd ; diversamente si spiegherebbe con difficolta il diverso comporta-
mento delle prime 3 categorie. Si pensi, inoltre, che le non molte pet-
sone di povere condizioni osservate (e che sono, generalmente, ben
poco eleganti) hanno dovuto abbassare alquanto 'etd media al matri-
monio delle prime categorie dato che, generalmente, i matrimoni delle
classi povere sono pilt precoci.

I’abbigliamento, quindi, influisce scarsamente su I’eta della sposa
al matrimonio, ma le nubili sono, in media, notevolmente meno ele-
gantiche non le coniugate.

Vediamo ora come l'eleganza influisca su la prolificita.

IL’indice di correlazione fra 1’eleganza nel vestire e il numero dei
figli avuti & — 0,215 ; l'indice di connessione & 0,187.

Risulta quindi molto evidente l'esistenza di una influenza nega-
tiva che, del resto, & facilmente comprensibile. Si aggiunga che fra
detti fenomeni esiste una relazione di interdipendenza. Per le donne
che hanno una prole molto numerosa, la cura della propria eleganza &
resa piu difficile da le condizioni di famiglia, spesso disagiate. Si ag-
giunga la maggior feconditd delle classi meno abbienti nelle quali,
evidentemente, 1’eleganza & meno curata. D’altra parte si comprende
facilmente come una donna che dedica molta cura al proprio abbi-
gliamento, possa essere, pitt di un’altra, disposta a valersi di metodi
repressivi e preventivi della materniti.
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Tas. VI Q.

ETA DELLA SPOSA AI, MATRIMONIO

ELEGANZA ‘ToTALL

— | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 25|26|27'28|29|30|31‘32'33’34‘35 ‘536’37|38 39 | +
,,,,,,,,,,,,,, 51291717161219121038’510343411—118181
.............. 16| 19| 23| 49| 45| 44| 35| 39| 41| 28| 33| 21| 15 19| 7| 8| 1I 4| 2| Il I| I| 6 472
.............. 14| 29| 12| 58| 43| 54| 38| 30! 43| 20| 26| 28| 17| 25| 8| 12| 4| 12| 5 1| 2! 2| 2| 9 494
,,,,,,,,,,,,,, 11| 8| 12| 25/ 18| 22 15| 12| i2| Io| 10| 1I| 1| TO| I| 3| I| 3| 1I| I|—| 3| 1I| I 202
ToTALL 46| 68| 56|149|123|136|100| 100 108| 68| 72| 68| 48| 64| 19| 27| 19| 23| 11| 5 3‘ 71 5| 24| 1349

TaB. VIp.o.
ETA DELLA SPOSA AL, MATRIMONIO

ELEGANZA ‘ TOTALT

_‘18’19|zo}21 22}23‘24‘25‘26'27‘28!29|3o|31I3z|33,34|35!36‘37‘38‘39 +
-------- 2,8(6,6|5—| 9,4/ 94| 8,8 66 10,5{ 6,6 5,5 | L,7 | 414 55 L7 |22 | L7|22|0,6| 06| — 0,6 0,6|4,4| 100
........ 3:4 | 4| 4:9 [10,4| 95| 953|754 | 8:3/8:7 |59 |7~ 44 4—-1,5|1,7|2,3|08|0,8|0,4|0,2|0,2|0,2|1,3| I00
-------- 2,8 (5,9 2,4 |11,7] 8,7 [10,9] 7,7 | 6,11 8,7 | 4—15:3( 5:7 51| 1,6|24|08|2,4|I~|0,2|0,4|0,4|054| 18| 100
........ 544 —|6—12,4/8,9|10,9/ 7,4 | 6—|6—|4,9|4,9| 54 4,9 |0,5| 1,5 | 0,5 | I,5|0,5| 0,5| — | I,5| 0,5 | 0,5 | IOO

TaB. VIp.v.
ETA DELLA SPOSA AI, MATRIMONIO

ELEGANZA ToTALX

—_ 18‘19|20‘21 |2zl23 24!25 26 | 27 28|29 30 | 31 |32|33|34 35I36|37 38 ‘39 +
........ ’IO,Q 17,6(16,1/11,4(13,8|11,8/12—|19—|11,T|I4,7! 4,2 11,8‘10,4 15,6|15,8|14,8(15,8|17,4| 9,I|20—| — [14,3|20~(33,3| I35
------ 34,8/27:941,1|32,9|36,6|32,3|35—| 39—|38 —|41,2(45,8|30,9|31,2|29,7 36,8|20,7|57:9|17:4(36,4|40—|33,3|14,3{20—|25—| 34,9
........ 30,4(42,6/21,438,9/35—(39,7|38 ~|30—139,8(29,4|36,141,2{35:4 3951|421 44,5[21,1 |52,245.320~|66,6/28,6/40—|37,5| 36,6
....... 23,9|11,8|21,4/16,8/14,6|16,2|15— 12— |11,1|14,7|13,9/16,2(22,9 15,5/ 5,3|ILI| 5,3|I3~| 9,120~ — |42,9|20—| 4,2| 17,9
TOTALL . 100 IOO‘ 100| 100| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00 100‘ 100| 100| I00| I00| I00| I00| I00| I0O| I00| I00
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TaAB. VI m. o.
Eleganza Etd media
al matrimonio
o ... ... 24,80
I ... 24,28
2 e 24,58
3 e 23,87
Media generale 24,34

TAB. VI m., v.

Eta al matrimonio

Eleganza media

8. . .
I9. . . . .

20

21. .

22
23

24. . .
25. . .

26. . .

27

28. . .
29. .

30

3I. .
32. .

33

34. -

35
36

37. . . ..

38. . ..
39. . ..

1,70
1,50
1,50
1,60
1,50
1,62
1,61
1,42
1,50
1,40
1,61
1’59
1,69
1,50
1,32
1,49
1,15
1,60
1,54
1,40
1,66

1,06
1,20

TaB. VI m’, v.

Eta al matrimonio

Eleganza media

Media generale

1,55
1,55
1,55
1,45
1,59

1,20

1,53

1.43

1424



145

Si vedano, ad esempio, nella Tab. I p. o. le donne con eleganza-3.
Di esse il 19,8 9, & rimasto sterile, e, per quelle con oltre 5 figli, le
percentuali sono minime. Fra le donne con eleganza o0 invece, le sterili
sono solamente il 10,1 %, e i valori percentuali vanno lentamente de-
crescendo con I’aumentare della prole : ancora il 6,8 9/, di esse ha avuto
pit di 8 figli.

Cosi se si osserva per linee orizzontali la Tab. I p. v. (nella quale
sono calcolati i valori percentuali con cui le varie categorie di eleganza
partecipano ai gruppi di donne che hanno avuto uno stesso numero di
figli), si vedra facilmente che gli andamenti delle due categorie 0 e 3
sono nettamente opposti (ben inteso in linea generale e senza tener
conto delle inevitabili irregolarita).

Mentre le percentuali della categoria osono nettamente e rego-
lamente crescenti, la categoria 3 raggiunge il suo massimo nelle senza
figli, e decresce poi rapidamente tanto che, negli ultimi casi, non &
nemmeno rappresentata.

Tale fenomeno appare, del resto, con grande evidenza dalle ta-
belle delle medie. Si osservino le due Tab. I m.o. e 1 m’.v.: la prima
da il numero medio dei figli in funzione dell’eleganza, tanto per le co-
niugate che per tutte le donne osservate ; la seconda (ricavata da‘la
I m. v., meno chiara perché pitl estesa) I'eleganza media, in funzione
del numero dei figli. In entrambe ’andamento & regolarissimo. Nella
prima il numero medio dei figli avuti da le coniugate, che & di 3,60
per la categoria o, scende successivamente a 3,05, poi a 2,45 e, final-
mente, a 2 per la categoria 3. Nella seconda, invece,1’eleganza media,
che & di 1,67 per le donne sterili, scende gradatamente fino a 0,98
per le donne che hanno avuto 8 o piu figli.

Su la durata della convivenza feconda, l’eleganza esercita, na-
turalmente, gli stessi effetti che su la prolificita. E perd curioso no-
tare come gli indici di connessione e di correlazione (che sono, rispetti-
vamente, 0,170 e 0,207) siano leggermente inferiori a gli indici di
connessione e di correlazione tra l'eleganza eil numero dei figli. Lo
stesso si verificherd, come vedremo pid avanti, per la statura e per la
corporatura, mentre per 1’aspetto fisico si verifichera il caso contrario,
sebbene in misura lievissima.

Nelle Tab. XI p. o. e XI p. v. si pud notare lo stesso andamento
che abbiamo visto nelle precedenti. Da la prima possiamo rilevare,
ad esempio, come oltre il 15 %, delle donne con eleganza 2 e 3 abbiano
avuto un solo anno di convivenza feconda, mentre nella seconda ve-
diamo che le percentuali con cui le categorie 0 e I sono rappresentate
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TaAs. XI d.

ELEGANZA ‘

DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)

- -| T
‘ll2\314l51G‘L'8‘9]Iolxxlle?|14lr5|16‘I7|!8119‘20‘+OTAI:!
o . 13] 3| 11 9\151011771211“71072455‘254160
I . 37| 26 39‘ 38| 23| 25| 28| 27| 31| 19 20‘19 13|11 7|12 4| 6, 5 6l17 413
2 . 6743‘44‘ 40 43’31_:;0 27, 18119 11| 9, 511, 6| 4| 8| 1|1 21l 9 429
3 . 25/ 18 12| 14| 19 16| 10| 7| 6 8| 1| 5 3| 6| 2| 1| 2| 3|1 I| 1 161

Torarr . 142| 90 ‘ 106{ 10I| T00| 82 ‘ 79| 68| 62 | 58 | 43 40’ 31| 35| 17 | 21 \ 19| 15| 9 | 14| 31 \ 1.163
Tas. XI p. o.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
ELEGANZA ToTALL
1l2l3\4)5‘6l7|8‘9\m u|12|13|14|xslxﬁlxz]xslxglzol-{—
o. 8,1 1,9 6,9/ 56| 9,4/ 6,3|6,9 | 4:4 | 404 | 7,5 | 6,9 4,4}6,3 44| L,2[2,5|3,1|3I|1,2|3,I|25 I00
I. 9— 6,3 94| 952 596 6,1 | 6,8 6:5 75 | 4,6 4,8 4:6 3,127 5L,7[29|I~|5L5|L2|5L5|4,I | IO0O
2. 15,6/10—(10,31 9,3 |T0—~ 7,2 | 7— | 6,3 | 452 | 454 | 2,6 | 2, | 1,2 | 2,6 | I,4 | 0,9 | 1,9 | 0,2 | 0,2 | 0,5 | 2,I | IOO
3 - I5,5/11,2 7,5}8,7 11,8} 9962|4337 |5~10,6|31| 59|37 | 2| 0,6| 1,2 | 1,9 0,6|0,6 06| 100
Tas. XI p. v.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) -
ELEGANZA — - ToTALL
1|2‘3'4]5‘6‘7]8[9’xo‘u|12|13|14|15|16|17'18|19!20|+
0. . ‘ 9,I| 3,3|10,4| 8,9|15—12,2|13,9/10,3|11,3|20,7|25,6|17,5|32,3|20~|11,8/19—|26,3|33,3|22,2 35,7}12,9 13,7
I. 26,1/28,9(36,8/37,6/23—(30,5|35:439,7|50—|32:8/46,5/47:5 41,9(31,4|41,2(57,1|2 1,1 |40—|55,5/42,9| 54,8| 35,5
2. 47,2147,8141,539,6/43—137,8/38—|39,7|20—(32,8|25,6|22,5|16,1|31,4|35,3| 19—|42,1| 6,6|11,1|14,3/29~| 36,8
3 1726 207|113 13,9 19119,5 12,7 103 97/ 13,8) 231125 97171 18 48|10,5120-| 11,1} 71| 32 139
TOTALI . IOO‘ 100| 100| 100 IOO’ 100| 100| I00| I00| 100 IOO‘ 100| T00| I00| 100| 100| 100 100| 100| 100| I00| 100
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TaB. XI m. o.

Eleganza

Durata media
convivenza feconda

Media generale

9,17
8,11
6,15
6,06

7:33

TaB, XIm. v.

Durata
convivenza feconda

Eleganza media

Io. . .

Media generale

1,73
1,84
L,54
1,58
1,66
1,64
1,49
1,50
1.37
1,39
1,06
1,30
1,03
1,11
545
1,09
1,36
1,13
1,11
1,78
1,22

I,51

Tas. XI m'.

Durata
convivenza feconda

Eleganza media

Media generale

1,75
1,55
1,49
1,23

1,24

1,51

FA 41
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nelle convivenze feconde di 20 anni di durata sono notevolmente su-
periori a quelle con le quali esse partecipano al totale dei casi osser-
vati, contrariamente a quanto si verifica nelle categorie 2 e 3.

Anche qui & chiarissimo I'andamento delle seriazioni delle medie
(Tab. XI m. o. e Tab. XI m’. v.). La durata media della convivenza
feconda, che & di anni 9,17 per le donne con eleganza o, scende gra-
datamente fino a 6,06 per quelle con eleganza 3. Corrispondentemente
I'eleganza media, che per le convivenze feconde di brevissima durata
(1 o 2 anni) & 1,75, scende a 1,24 per quelle la cui durata oltrepassa i
16 anni.

Possiamo quindi concludere che #ra l'cleganza e la prolificita
esiste una notevole relazione negativa, e che tra l'cleganza e la precocita
del matrimonio esiste una lieve velazione positiva. Non sembra verosi-
mile che la precocita del matrimonio influisca in qualche modo sull’ele-
ganza, mentre sembra naturale che Ueleganza determini una certa pre-
cocita del matrimonio. Pud sussistere invece tanto un'influenza nega-
tiva dell’eleganza sulla prolificita quanto della prolificita sull’eleganza
in quanto le donne pinn prolifiche hanno meno tempo disponibile per la
cura della propria persona.

§ 6. — LA BELLEZZA DELLA SPOSA — COME INFLUISCE SU LA MATRI-
MONIALITA — ID. SU LA PRECOCITA DRI, MATRIMONIO — ID. SU
LA PROLIFICITA — ID. SU LA DURATA DELI’ATTIVITA GENERATIVA.

Non occorrono studi complicati per affermare che — in linea di
massima — una donna bella ha pitl probabilita di sposarsi che non una
brutta. Ma vediamo come questo fatto si & in realtd manifestato nei
casi da noi osservati.

Si guardi la Tab. II m’. v. : la bellezza media delle nubilié 1,27;
quella delle donne coniugate 1,64. La differenza ¢ mnotevole: pii
notevole ancora che non quella che si trovo per I'eleganza. Osserviamo,
a la Tab. II p. o., le percentuali delle nubili nelle varie categorie :
mentre sono rimaste tali il 24,4 9, delle donne con bellezza o, se ne
trovano soltanto il 6,4 % tra quelle con bellezza 3. E notevole lo
sbalzo improvviso da 1o o in gid: da 24,4 % si passa subito a 17,3.
Questo fatto si spiega pensando che la bruttezza agisca come elemento
sfavorevole al matrimonio, analogamente a I’eleganza come incentivo.
Come si & visto in precedenza, sono pochissime le nubili con eleganza 3;
ora troviamo, per la bellezza, che le nubili rappresentano, nella
categoria 0, una percentuale notevolmente superiore a quella che



TaB. II d.

NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
BELLEZZA DELLA SPOSA Nubili , TOTALL
o sl sl sl el s s8] |m]+]
............ 31 18 13 18 13 11 6 5 3 2 6 — 1 127
............ 60 54 78 108 88 65 32 18 6 1I 3 5 5 533
............ 47 ‘ 91 105 146 8g ‘ 58 35 24 ‘ 14 10 6 7 5 637
............ 13 23 37 47 38 19 11 7 3 2 — 2 I 203
TorALx 151 186 | 233 | 319 | 228 ‘ 153 ‘ 84 54 26 25 15 14 12 1.500
TaB. II p. o.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
BELLEZZA DELLA SPOSA Nubili T i 1 ] TOTALI
o T o[ s e s sl olo =]~
............ 24,4 | 14,2 | 10,2 | 14,2 | 10,2 8,7 47 3,9 2,4 1,6 4,7 — 0,8 100
............ 11,3 | I0,I | 14,6 | 20,3 | 16,5 | 12,2 6— 3.4 1,1 2,1 0,6 0,9 0,9 100
............ 74 | 14,3 | 16,5 | 22,6 | 14—~ 9,1 5,5 3,8 2,2 1,6 0,9 1,1 0,8 100
............ 6,4 | 11,3 ‘ 182 | 232 | 187! 94| 5, | 34 | 5| 1- 1 — I- | 05 100
Tas. II p. v.
J NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
BELLEZZA DELLA SPOSA Nubili — TOTALL
) 1 l 2 ( 3 L 4 } 5 \ 6 ' 7 ’ 8 ' 9 10 +
............ 20,5 9,7 5,6 ‘ 5,6 5,7 7,2 7,1 9,3 | 11,5 8— | 40— | — 83 8,5
------------ 397 | 29— | 33,5| 339 | 386 | 42,4 | 381 | 33,3 | 23I | 44— | 20— | 357 | 4L7 36~
------------ 35,7 | 489 | 451 | 458 | 39~ | 379 | 4L7 | 44,4 | 538 | 40— | 40— | 50~ | 417 42—
............ 86| 124 | 159 | 14,7 | 16,7 | 124 | 13X | 13— | IL5 8—| — 14,3 8,3 134
TOTALI ‘ 100 { 100 100 | 100 | 100 | 100 ! 100 100 100 100 ‘ 100 100 100 100

6¥1



TaB. IT m. o.

Numero medio di figli avuti
Bellezza dal complesso
della sposa dfme a délﬁg =
coniugate donne esservate
o, . . . .. 3,09 2,33
I.. .. .. 2,86 2,54
2., .. .. 2,67 2,47
- P 2,56 2,39
Mcdia gene-
rale . . . 2,76 2,47

TAB. II m’. v.

Numero Bellezza media
figli avuti della sposa

Nubili 1,27

o ... ... 1,63

) L75

2 ... 1,69

K T 1,66

4 ... 5,55

5 0 e e o e 1,60 164

6 ...... 1,61

7 e 1,65

8 1,48

9 v e I—

I0.. ... . 1,78

4+ . 1,50

Mediagenerale 1,60

Tas. II m’. v.

Numero Bellezza media
figli avuti della sposa
Nubili 1,27
[ 1,63
-3 . ... .. 1,69
4T « v o v o N 1,58
8+ 144
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rappresentano nelle altre categorie. Cio apparirebbe altrettanto chiaro
se si esaminasse la Tab. II p. v. confrontando le percentuali della
categoria delle nubili con le percentuali del totale.

E dunque indiscutibile che la bellezza & un coefficiente importante
per la scelta matrimoniale : vediamo ora (Tabelle VII) come essa
influisca su l'etd al matrimonio.

L’indice di correlazione & di — 0,084, quello di connessione 0,098:
ci si sarebbe forse, da l'osservazione delle nubili, potuto aspettare
un indice pit alto. Ma bisogna invece considerare che nella Tab. VIId.
su la quale l'indice é stato calcolato, non figurano appunto quelle
nubili di cui abbiamo parlato; il gruppo delle coniugate, sulle quali i
calcoli sono stati eseguiti costituisce quindi, per cosi dire, un gruppo
selezionato.

Ma, a differenza dell’eleganza, & proprio sull’eta media della sposa
al matrimonio che la bellezza femminile fa sentire maggiormente la
sua influenza. Si vedano, nella Tab. VII m. o., le eta medie delle
spose al matrimonio, nelle diverse categorie dibellezza. I,’eta media al
matrimonio, che per le donne con bellezza 0 ¢ di 26 anni, si riduce a
22,7 per la bellezza 3. E interessante notare come tra i gruppi 1 a 2
il distacco sia relativamente piccolo (sono 24,65 e 24,05 rispettiva-
mente), mentre é molto accentuato tra essi e i due gruppi estremi.

La stessa cosa si nota nella Tab. VIII m’. v.. La bellezza media
delle donne che si sposarono prima dei 19 anni & di 1,84, mentre & di
solo 1,27 la bellezza delle donne che contrassero matrimonio dopo il
35° anno di eta ; tra i gruppi intermedi invece le oscillazioni sono di
poca importanza e talvolta incerte.

Si notino, nelle tabelle VII p.o., le basse percentuali dei matri-
moni molto tardivi nella categoria 3, mentre ancora i1 6,2 9, delle donne
con bellezza 0 si sposarono invece dopo i 39 anni; prima dei 18 anni,
invece, sposarono il 5,8 delle bellissime, e soltanto 1’1 9, delle donne
della classe di bellezza o.

Su la prolificita, invece, gli effetti della bellezza femminile sono
meno sensibili. I,"indice di connessione tra il numero dei figli e la bel-
lezza & 0,074, quello di correlazione — 0,084. Esiste quindi una cor-
relazione negativa tra bellezza e prolificita. Non vogliamo, di pro-
posito, avventurarci in considerazioni di carattere medico che esulano
dal nostro campo e che — se giustificate, come si dira, per la corpo-
ratura e la statura — sarebbero per lo meno molto discutibili intorno
ad una influenza fisica della bellezza: ma é logico pensare, per le
donne molto belle, a un maggior uso di sistemi repressivi della ma-



Tas. VII d. -

ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO

BELLEZZA | ; TotaLt

—‘18‘19‘20|z:|2z‘23 z4|25|26‘27|zal29}30‘31‘32‘33’34‘35‘36 37|38|39\+

\ \ \ \ w
o. e e e e e e I1410612158981573221II———I‘2696
b 18| 22| 19| 51 4I| 51, 33| 36| 29|23 |25(22 (14|25 9Q|II|Io|Io| 5| 4 |2 2‘1 Io| 473
-2 16 | 27| 21| 67| 52| 54| 50| 4I| 59/28|35(29|22(32 7|13| 7|Io| 5|1 | 113 |2]| 8| 590
I R T 11181221241912151191112541112————1—-——- 190
TOTALI | 46 | 68 | 56 [149|123|136|100 100'108 68|72|68(48(64|19|27|19|23 11| 5 3. 7 ' 5 |24 1.349
Tas. VII p. o.
ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO

BELLEZZA — — | ToTALL

—~'18‘zg\zo|21|zzIza|24‘25|26|27!28‘29‘30\31‘32|33|34!35~36\37‘38|391+

| 1 i ‘
o, I- 1—‘4,2 10,4 6,212,515,2 8,3‘ 0,4/ 83|1—-52(73|31 2,1‘2,1 I-—\I*‘I— ——| — | I-|2,1(6,2| 100
o, 3,814,7 4— 10,8 87108‘ 76| 6,1/4,9|53(47/3~-53|1 0,8/0,4|0,4/0,2|2,1| 100
2 2,7(4,6 3,6 |11,4] 8,8 9,2/8,5 6,9|10-| 4,715,9(4,9|3,7 | 5.4! L2 22 12 17\08 0,2 0,2|0,5/0,3|1,4| 100
3 58195 63 11112610—6,3 7.9| 57|47 |57 63}26 21‘06 06‘06‘11‘-— — ——0,6‘— — | I00
TasB. VII p. v.
ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO .

BELLEZZA T - TOTALI

—‘18'19‘]20‘21&22‘23\24‘25’26‘27‘28‘29‘30‘31'32‘33)34|35‘36|37‘38‘39‘+
o 2,2| 1,5 7,1| 6,7] 49/ 88| 5— 8~ 8,3|11,8| 14 7,4!14, 4| 5,3 4.3/ 9,1 _—‘ — 14,3‘40-—25— 7,2
I 39.1132.4/33.9 34,2(33.3 37,5(33 —|36—|26,9(33,8|34,7 32,4 29,2 50,1147.4 40852.643,445,5‘80—66,7 28,620~ 41,7 35—
2 34,8(39,7|37.5/45—|42,3|39,7|50—|41 —|54,6 41248642645, 50— 368482 8,43, 45.5‘20*.33,342.9“40—133,3 43,7
3 23,926,5[21,4 14,1 105 14|12~ 15-/10,2/13,2/15,3 17,6 10,4| 6.2, 5.3 37, 53 87 — | —| —|143 —| =) 34—
TOTALI | 100| T00| I00| 100, I00| 100| 100| 100| I00| I00| 100 100, 100| 100| 100| 100 IOO‘ 100| 100 IOO} 100| 100 IOO‘ 100| 100
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TaB. VII m. o.

Bellezza
della sposa

Eta media

al matrimonio

........

Media generale. . .

26—
24,65
24,05

22,70

24,34

TaAB. VII m. v.

Fta Bellezza media
al matrimonio della sposa
— e e e e e e e 1,80
I8 ... 1,99
I9 . v v v v v 1,67
20 ... ... . 1,66
2 N 1,76
22 ... .. 1,58
23 - e e o 1,69
24 ... 1,63
25 v e e e e 1,66
26 ... L. ... 1,55
27 oo e e e e . 1,78
28 ... ... 1,70
20 . e e e e e 1,52
30 . ... 1,57
2 S 1,36
32 ... 1,48
33 ... 1,42
34 00 .. 1,56
35 « o0 oo e 1,36
36 ... ... 1,20
37 oo e e 1,33
38 ... 1,57
39 ... 0L I—
T 1,18

TAB. VII m’. v.

Eta Bellezza media
al matrimonio della sposa

—=I9 . ... ... 1,84
20-24 . . ... .. 1,68
25—29 . . . . . .. 1,65
30-34 . . ... .. 1,52
35-+ ... 1.27

Media generale. . . 1,64




154

ternita, a lo scopo di conservare intatta, il pit a lungo possibile, la
propria bellezza.

Del resto non abbiamo che da osservaré le cifre : la Tab. II p. o.
appare meno chiara di quel che potrebbe essere in realta, essendo com-
prese nelle percentuali anche le nubili che, come si & visto, hanno un
comportamento alquanto diverso da quello della totalitad degli altri
casi. Questo fatto che, nella tabella dell’eleganza e nelle altre, da luogo
a perturbazioni di scarso valore, produce quiuna diminuzione relativa
della categoria 0 e un accrescimento relativo della 3 (riscontrandosi
nella prima un numero di nubili molto maggiore che non nella se-
conda) che ne rende male agevole il confronto. Piti chiara & la tabella
II p. v., considerata per linee orizzontali: in essa le due categorie
estreme presentano due andamenti contrari, ascendente la prima,
stazionario o discendente 'ultima, abbastanza chiari. Del resto le due
tabelle delle medie (Tab. IT m. o. e Tab. II m.” v.) danno la con-
ferma di quanto abbiamo detto. Per le sole coniugate, nei casi di
bellezza o, il numero medio dei figli avuti & 3,09 : esso scende a 2,56
per la bellezza 3. E corrispondentemente la bellezza media da 1,64
per le sterili, scende a 1,44 per le donne con pitt di 8 figli. In questa
ultima tabella IT m’. v. & curioso notare che la bellezza media delle
sterili & 1,63, mentre quella delle donne che hanno avuto scarsa prole
(da 1 a 3 figli) & di 1,69. La differenza ¢ minima e d’altra parte, dato
che esiste realmente una connessione dimostrata chiaramente tanto
dagli indici quanto da la precedente Tab. II m. o. il fatto si presenta
con un’anomalia di cui confessiamo di non esser riusciti a renderci
ragione, se non attribuendone la paternita al caso.

Quanto poi a la durata della convivenza feconda, i risultati
coincidono con quelli della fecondita. A differenza di quanto notammo
per l'eleganza, gli indici presentano qui valori molto bassi e molto
simili tra loro. Iindice di connessione & infatti di 0,075 e quello di
correlazione & — 0,084,

I’andamento delle tabelle & perfettamente consono a quanto
abbiamo esposto, non sussistendo pitt I'influenza perturbatrice delle
nubili che non compaiono. Cosi, per quanto le intensitd siano molto
numerose, le tabelle vengono seguite facilmente, specialmente con il
metodo, gia pit volte ricordato, di osservare le seriazioni (orizzontali)
delle percentuali con cui una stessa categoria figura nelle varie in-
tensitad dell’altro carattere, notando l’andamento diverso di tale se-
riazione nelle due categorie estreme.

Da la Tab. XII m. o. si vede poi come vi sia esattamente un



TaB. XII d.

DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
BELLEZZA DELLA SPOSA |——— - TOTALL
x‘zl3\4|5 617]8‘9‘m|u xz‘x3\x4\15 16|x7‘J18Ix9|20l+
o . 6| 2 7\987422536331 22‘-——317
I . 47/ 24| 33 41‘ 29| 29 | 37| 20| 27| 21| 22| I5 9\ | 7| 1x| 4 71 6 5| 14| 419
2 . 66 49| 54| 36/ 43( 31| 30| 40|24 21| 16| 14 12| 14| 8| 8| 8| 3| 3| 4| 15| 499
3. 23 15| 12/ 15/ 20| 15! 8| 6 9(11|2 51 71 7 I|—| 5| 3|—| 2 1 167
ToTaLr . . . | I42 90 106‘ I01I| 100 821 79 | 68 ‘~62‘| 58| 43| 40 31‘ 35’ 171 21| 19| 15| 9| 14| 31| 1.I63
TaB. XII p. o.
DURATA DELILA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
BELLEZZA DELLA SPOSA — 7 - T - ToTALY
1\2‘3~4‘5~6]7]8|9‘xolu|12|13}14!15}16\17 18~19 20‘-{-
o. 757 2,6 9—-111,5 10,3/ 9— | 5,1 2,6'2,6 6,4 | 3,8 | 7,7 | 3,8 3,8! 1,3(2,6|262,6 —|3,8|1,3| 100
1. 15,2 57| 79| 9.8 6,916,988 4,8 6,4 5—|53]|3,6|27T 2,6| L7 |26|I=| 1,7 L4 L2|33| 100
2. 13,2/ 9,8 10,8 7,2 8,6/ 6,2 | 6— | 8—| 4,8 | 42 (3,2 |2,8|2,4|2,8 | 1,6 1,6 | 1,6|0,6|0,6 0,8|3~| I00
3. 13,8/ 9—| 72| 9~11,9/9— (4,8 |3,6| 5,4 6,6 | 1,2 | 3~ | 42| 42]0,6 | —|3—|1,8| —| 1,2|0,6| 100
Tas. XII p. v.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) )
BELLEZZA DELLA SPOSA TOTALT

x|z‘3|4|5)6|7‘8|9|‘10 u|:2|x3ix4 x5‘16|17|18|19|20|+

1}

| 452| 2,2 6,6l 8,9 8-| 8,3 5,Ii 2,9 3,2‘ 8,6/ 7— 15—’ 9,7| 8,6| 59| 95|10,5(13,3| — |21,4| 3,2] 6,8
33,126,7|31,1/40,6|29—|35,4|46,8|29,4|43,5\36,2 51,2 (37,5 (29— 31,4 41,2|52,4 |21, 1|46,7| 6,7(35,7|45:1 36,7
46,5r54,4 50,9‘35,6 43-{37,8/38~- 58,8‘38,7 36,2/37,2/35~ 38,7‘4-0—\47,1 38,1|42,1/20—| 3,328,648,4) 42,9
16,2 ;6,6 11,3 14,8|20—(18,3|10,1| 8,8/14,5/19—| 4,7|12,5 22,6!20—— 59| — |26,3]20—| — 14,3 32 141

TOTALI . . . |100| 100

W N~ O

I00| YOO| IO

o

IOO} I00| I00| 1I00| 100 100‘ 100 IOOL I00| IOO| I00| I00| IOO| I00| I00| I00| I00

€C1



TaB. XII m. o.

Durata media

Bellezza della sposa convivenza
feconda
O v v v v v v v e . 8,35
L 7,63
2.0 e ., 7,07
L J 6,84
Media generale 7,33

TaAB. XII. m. v.

Durata convivenza feconda

Bellezza media

della sposa
T 1,75
2., 0000 1,85
30 o e e 1,67
R 1,56
5 v e e e e 1,75
6. ... ... .. 1,65
To o o v v v v e 1,82
8. .. ... 1,73
Qe v v v o v v v 1,67
Io.. . ... ... 1,65
5 1,39
I2. . . L. .. 1,57
I3. . 0 0 v v e e 1,74
4. 0 0 v 0 oo oL 1,54
I50 . 0 v v v e 1,52
.. 0L 1,28
5 1,84
8. . ... 1,46
I9. . . ..o 0oL 1,33
20, . . 00w 1,64
+ .0 oo, 1,61

Media generale

1,65

TaB. XII m’,

Durata convivenza feconda

Bellezza media

della sposa
I- 2. . 1,77
3= 5. . 0 0. 1,65
6-9........ 1,70
I0-I5. . . . . . .. 1,53
6—-4.. ... ... 1, 50
Media generale 1,65

951
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anno e mezzo di differenza tra la durata media della convivenza
feconda delle due categorie estreme (differenza, naturalmente, a van-
taggio della categoria 0); la Tab. XII m’. v. invece, pur conservando,
nel complesso, un andamento perfettamente regolare, presenta una
piccola anomalia verso la metd, ma non crediamo che questa sia tale
da infirmare in alcun modo quanto siamo venuti esponendo.

Si pud quindi concludere che #ra bellezza e probabilita di contrarre
matrimonio o precocita del matrimonio stesso esiste una notevole velazione
positiva mentre esiste una debole relazione negativa tra bellezza e proli-
ficita. Per la prima relazione non si pud ammettere che la matrimonialita
eserciti un'influenza sulla bellezza, mentre s’intende facilmente come
la bellezza debba vendere il matrimonio pit probabile e pin precoce;
per la seconda relazione, invece, mentre é comprensibile un’influenza
della bellezza sulla prolificita, non si pud neppure escludere un’influenza
della prolificita sulla bellezza in quanto vi é chi ritiene che una intensa
funzione riproduttiva delle donne agisce sfavorevolmente sulla lovo bel-
lezza e questa & anzi, come é nofo, una delle ragioni che inducono alcune
donne a limitare la figliolanza.

§ 7. — LA CORPORATURA — COME INFLUISCE SU LA MATRIMONIALITA
— ID. SU LA PRECOCITA DEI, MATRIMONIO — ID. SU LA PROLI-
FICITA — ID. SU LA DURATA DELL’ATTIVITA GENERATIVA.

Sembrerebbe, a prima vista, che la corporatura non dovesse
aver influenza su la scelta matrimoniale, data la varietd dei gusti.
Pure, per quanto in misura ridotta, unainfluenza esiste. Siguardino,
nella Tab. III p. o., le percentuali che le nubili occupano nelle tre
diverse categorie : 8,2 9, delle snelle, 9,4 %, delle regolari e 17,2 %,
delle tozze. I,a differenza tra le due prime categorie é tale che ci par-
rebbe avventato il volerne trarre delle conclusioni assolute; non
cosi per le corporature tozze, per le quali le donne nubili costituiscono
una percentuale molto superiore. Questo dimostra l'esistenza — per
i cast da noi osservati — di una effettiva ripugnanza maschile per le
donne con corporature tozze. Teniamo a dirlo: per i casi da noi
osservati. Non va infatti dimenticato che i nostri casi appartengono,
nella grande maggioranza, a le classi sociali piit elevate. Inesse
il gusto maschile & frequentemente orientato in un senso diametral-
mente opposto — per quanto concerne la grassezza — a quello delle
classi povere. Dal comportamento di queste ultime nei pochi casi



Tas. IIT d.

CORPORATURA

Nubili

NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA

ToTALI

O I R R B A R N R R

| |
Spella . . . ... ... 50 87 96 | 152 ‘ 87 59 30 23 9 6 3 4 612
Regolare . . . . . . .. 63 61 100 | 136 | 108 71 46 27 16 17 ‘ 11 8 3 667
Tozza . . . . .. ... 38 38 37 31 33 23 8 4 1 2 ’ 1 3 221
Torarx 151 18 | 233 | 319 | 228 | 153 84 54 26 25 ‘ 15 14 12 1500
Tas. IIT p. o.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA

CORPORATURA Nubili TorAaLl

o I 2 3 4 5 6 7 ’ 8 | 9 | 10 +
Snella . ... ..... 82 | 14,2 | 1577 | 24,8 | 14,2 9,6 4,9 3,8 1,4 I~ 0,5 0,6 1I— 100
Regolare . . . . . . .. 9,4 9,I | I5—| 20,4 | 16,2 io,7 6,9 4- 2,4 2,5 1,7 1,2 0,5 100
Tozza . . . . . . . .. 17,2 | 17,2 | 16,7 | 14— | 14,9 | 10,4 3,6 1,8 0,5 0,9 0,5 0,9 1,4 100

Tas. III p. v.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPCSA

CORPORATURA Nubil - TorALL

(] 1 2 ’ 3 ‘ 4 ‘ 5 6 ‘ 7 ‘ 8 } 9 ! 10 +

\

Snella . . . ... ... 33,1 | 46,8 | 41,2 | 476 | 382 | 386 | 357 | 426 | 34,6 24 | 20 28,6 50 40,8
Regolare . . . . . . .. 41,7 | 32,8 | 42,9 | 42,6 | 474 | 464 | 54,8 | 50— | 61,5 , 68 | 73,3 | 57.1 25 44.4
Tozza . . . . . . ... 25,2 | 20,4 | I5,9 9,7 | 14,5 ‘ 15— 9,5 7,4 3,8 ‘ 8 6,7 | 14,3 25 14,7
ToTALY 100 | Ioc | Ioo | Ioo | IOO ~ 100 | I0O0 | IOO ’ 100 ‘ 100 | I0O0 | I0O | IOO 100

Cr
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osservati abbiamo ragione di supporre che, qualora il loro gruppo
fosse stato il pitt numeroso, avremmo ottenuto dei risultati opposti.

Non si gtiardino le percentuali delle nubili nella Tab. III p. v.
Esse non sono da prendersi in considerazione, data la grande diffe-
renza tra i totali delle tre categorie che, quindi, in questa tabella
figurano proporzionatamente al loro numero e non alle loro singole
probabilita matrimoniali.

I’indice di connessione tra la corporatura e l'etd della sposa al
matrimonio & di 0,051 : molto piccolo, cioé, come del resto gia si &
detto per lo stato civile. Non si dimentichi, pero, che la corporatura
tozza che — come abbiamo visto or ora — & quella che maggiormente
influisce su la probabilitad di matrimonio, si riscontra solo in un nu-
mero esiguo di casi (221 su 1500) e che, inoltre, la Tab. VIII, su la
quale I'indice & calcolato, ha, come gia dicemmo in un caso analogo,
un valore cronologico e non assoluto.

Dato quindi il piccolo valore della connessione ¢ difficile poter
seguire chiaramente il fenomeno sulle due tabelle di percentuali VIII
p..o. e VIII p.v.. Si aggiunga che — sempre a causa dello scarso
numero delle donne con corporatura tozza — alcune caselle di ma-
trimoni molto tardivi restano, in quella categoria, completamente
scoperte, determinando cosl delle discontinuitda che nuocciono a
la chiarezza del complesso. Malgrado queste irregolarita si puo osser-
vare, nella Tab. VIII p. o., come le percentuali costituite dai ma-
trimoni precoci siano, per le donne tozze, piti basse che non per le
altre due categorie mentre, malgrado i vuoti, sono pitl elevate quelle
dei matrimoni tardivi. Si guardino, ad esempio, i matrimoni contratti
dopo i 39 anni, che costituiscono ancora il 3,8 9%, delle tozze, mentre
sono solo 1'1,2 %, e 1,7 %, delle snelle e delle regolari.

Pitl chiara &, invece , la Tab. VIII m., che ci da l'eta media al
matrimonio. Questa et presenta una piccola differenza tra le snelle e
le regolari che si sposano, in media, rispettivamente a 24,57 e a 24,27
anni. Qui dunque il vantaggio spetta alle corporature regolari ed ¢
stato appunto questo fatto (per quanto qui non sia proprio la stessa
cosa) che ci ha sconsigliato di attribuire importanza a la differenza
tra le snelle e le regolari, che riscontrammo nelle nubili e che la era
a vantaggio delle snelle. Perle corporature tozze, invece, la differenza
si fa pit sensibile, perché I’ethd media al matrimonio salea 25,34 anni,
confermando cosi quanto dicemmo precedentemente.

Possiamo quindi concludere — fermo restando quanto osservammo
circa la classe sociale — che nei casi da noi osservati, le donne con



Tas, VIII 4.

ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO [
CORPORATURA T o T T ] T \ \ T 7| TorarLz
: ——'18‘19\20‘21\22‘23‘24 25‘26‘27‘28\29‘30‘31|32‘33|34|35}36}37}38}39'
B [ ] ' | T
Snella. . . . . . ... ... ‘23 26 | 21 62\ 55 51\ 50| 40| 42| 32|28 |28 21|30| 8|10 6‘10 5| 3 ———‘ 2 2]‘ 7‘ 562
Regolare . . . . .. . ... 17|36|27| 75| 55 58‘ 44| 46| 48| 30|33 (27|20 23 11|11 7|Io0 4\‘ 2| 3 4 3‘10’ 604
Tozza. . . . . . . . . ... 6| 6| 8| 12| 13| 27| 6 14| 18] 6 |II|I3 71”_ 6| 6| 3| 2|—|—| 1|— 7’ 183
ToTALI . . . |46 68 ‘ 56 149\123\136 IOO¥100‘108\ 68 | 72 | 68 | 48|64 i 19|27 |19 23[ 11 ’ 5 3\ 7 5 ‘ 24 ’ 1349
Tas. VIII p. v.
ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO
CORPORATURA T ‘ ‘ - ‘ ———| ToraLz
—‘18‘19 20‘21]22‘23J24’25\26'27'28(29‘30“31‘32)33}34'35!36'37’38‘38}+
-~ ‘ T ! i | 1 ‘ |
Snella. . . . .. 4,146 3,7(11-9,8| 9,1| 8,9/7,1|75|57 5—|5— 3,7“5,3‘1,4 1,8|1,1|1,8|0,9 0,5‘ ——Jo,4 0,4|1,2| 100
Regolare . . . . |2,8/6—|4,5(12,4/9,1| 96 7,3/76|79 ,5-55(45|33.38|1,8/1,8/1,2|1,6 0,7(0,3/0,5 0,7 0,5|1,7| I00
Tozza. . . . . . 3,333 |44 6,4{ 7,1 (14,8 3,3/7,7|9,8/3.3|6— 71|38 6—| —13,3|33|L6|L,1| —| —|0,5| — |38 Ioo
TaB. VIII p. v.
ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO
CORPORATURA ‘ ; i ; ————| ToraLI
——\18‘Ig\mlzx'22'23\24'25.26‘27 28‘29}30 31‘32.33]34|35'35|37|38I39‘+
] ' I
‘ |
Spella. . . . . . ‘150—538,2‘;37,5 41.6l44.737,5 50—‘40~38,9‘47.1 38,941,2'43.7&46,942.1 37,1 31,6}43,5!45.460- — |28,6/40—(29,2| 41,6
Regolare + |37-(52,9 48,2(50,3 44,7 42,6|44 —|46—44,4|44.1|45,8|39,7/41,7|35,9|57,9|40,8 36,8 43,5/36,4/40—| 100|57,1/60-41,7| 44,7
Tozza. . . . . . 13- 8,8|14,3| 8,1|10,6/19,9 6—114— 16,7| 8,8|15,3|19,1|14,6/17,2] — |22,3|31,6(13—|18,2| — | — |14,3| — |29,2| 13,6
TOTALI . . . |100| I00| 100| 100| 10O| I0O 100| 100| 100| I00| 100| 100/ 104| I00| ~— | 100 100| 100| I00| T00| T00| 100| I00| T00| 100

091
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corporatura tozza si trovano in netto svantaggio rispetto alle altre
per le probabilita di contrarre matrimonio e I'eta alle nozze. Rispetto
a quest’ultima, poi, pare che vi sia un lievissimo vantaggio delle cor-
porature regolari anche su le snelle.

Vediamo ora la prolificitd : su di essa la corporatura influisce
in modo alquanto diverso che non su la matrimonialita. I,’indice di
connessione & 0,117, notevolmente superiore, quindi, a quello per la
matrimonialita.

Se noi osserviamo la Tab. IIT p. o., vediamo che le percentuali
dei vari gradi di prolificita delle donne a corporatura regolare, con 3
o piu figli, si mantengono sempre superiori a quelle delle altre due
categorie. Anzi pure le spose con due soli figli costituiscono, nelle

TAB. IIT m.
Mumero medio dei figli avuti
Corporatura dal co
. mplesso
dalle coniugate |3epie donne osservate

Snella . . . . ... ... ..... 2,55 2,34
Regolare . . . . . . e e e e e e 3— 2,72
Tozza . . . . . v v v v v v .. 2,41 1,66

Media generale . , . 2,76 2,47

corporature regolari, una percentuale molto superiore (20,4 9, invece
del 14 9,) che non nelle tozze. I casi di matrimoni sterili o con un solo
figlio, invece, si presentano con una frequenza relativa molto mag-
giore (specialmente i casi di sterilitd) per le corporature tozze o snelle,
che non per le regolari.

La stessa cosa si vede agevolmente nella Tab. III p. v. osservan-
dola, come al solito, orizzontalmente. Ia classe in cui le donne snelle
sono, relativamente al totale, maggiormente rappresentate & quella
dei due figli di cui tale categoria costituisce il 47,6 9, (contro il 40,87 9,
nel totale). nelle categorie con un maggior numero di figli le snelle
sono rappresentate sempre meno. Solo nelle classi estreme (10 o pid
figli) si nota una ripresa nella loro frequenza. Pit accentuata ancora

IX



Tas. XIII d.

DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
CORPORATURA TOTALI
1|2 3|4 5ISI7|8|9|m|u|12|13|14!15|16|17'18|19|2o|+
|
Spnella. . . . . .. , 57’ 34| 50| 45| 48/ 39| 28| 29| 23| 21| 20| 15| 17| 5| 5| 9 71 5/ 6| 4 8} 475
Regolare . . . . . .. 62| 43| 43| 44| 42/ 20| 36| 33|30 |32| 17| 20|14 24| 11| 1T 12| 8| 3| 8|21 543
Tozza .. . ... ... 23| 13| I3 I2| Io|I4|I5| 6| 9| 5| 6| 5|— | 6| I 1‘— 2| —| 2| 2| 145
ToTAILY 142| 9o | 106| 101| 100| 82 | 79 | 68 | 62 | 58 | 43| 40| 31| 35| 17| 21 l 19‘ 15| 9| I4 | 31| 1163
TAB. XIII p. o.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) —
CORPORATURA - ToT ALY
1l2|3|4|5 6 7l8 glmlnllels 14'15'16|17|18l19|20|+
Snella . . ......... 12—|7,2 |10,4| 9,5 |10,1| 8,2 | 5,9/6,1|4,8|4,4(4,2(3,2|3,6(1,1|1,1|1,9|1,4|1,1|1,3|08|1,7| 100
Regolare .. . .. .. ... 11,4/7,9| 79/ 81| 7,7/5.3| 66/6,1|5,5(5,9(3,1(3,7|26(44|2~|2~|2,2|1,5/06|1,5|39| I0O
Tozza . .. . ... .... 15,9,9—| 9—/8,2| 6,9/9,7/10,3/4,1|6,2 (3,441 34| —[41|07|07]| —|1,4| —|1,4|1,4| 100
TaB. XIII p. v.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
CORPORATURA TotALT
1 2|3 4]5 6 7,8'9 10'11'12[13'14'15|16l17|18|19|20+
Snelia . . . ... ... .. 40,1|37,8|47,2(44,6 48 ~|47,6(35,4|42,6(37,1|36,2|46,5|37,5|54,8/14,3(29,4|42,9|36,8(33,3 66,7|28.6:25,8 40,8
Regolare . . . . ... ... 43,7|47,8140,643,6|42—(35,4|45,6(48,548,3| 55,2(39,5|50~|45,2|68,6/64,7|52,4|53,2|53,3|33,3|57,167,7| 46,7
Tozza . . . . . . . . . .. 16,2|14,4,12,3|11,9|10—|17,1|19~| 8,8|14,5 8,6/14--12,5 — |17,I| 5,9| 4,8 —|13,3| — |14,3| 6,5 12,5
TOTALI 100| 100| 100| 100| 100| 100| 100| 100| 100/ 100| 100| 100| 100| 100| I00| I00| I00| I00| I00| I00| 100, 100

291
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é la discesa delle percentuali delle donne tozze, che toccano il loro
massimo (20,4 %) mnei matrimoni sterili e che poi, al termine della
loro progressiva discesa, presentano lo stesso fenomeno cui abbiamo
accennato per le snelle. Ie percentuali spettanti, nelle varie classi,
a le corporature regolari vanno, invece, sempre aumentando con il
crescere della prolificita, e da un minimo di 32,8 9, nei matrimoni
sterili, salgono fino 63,3 9, nella classe dei g figli. Le due successive
classi (1o e pit figli) presentano percentuali inferiori. Questo com-
portamento delle varie categorie nelle classi di altissima prolificita,
lascerebbe supporre che, nei casi in cui la donna possiede facolta
riproduttive cosl spiccate, la corporatura cessi di avere importanza

TaB. VIII m.
Eta media
Corporatura
al matrimonio
Snella . . . ... . ....... 24,57
Regolare . . . . . .. .. .. ... 24,27
Tozza. . . . . . . . . . .. ... 25,34
Media generale . . . 24,34

ma noi preferiamo ritenere come accidentali tali risultati, dato il
numero molto esiguo dei casi che figurano nelle classi estreme.

Del resto la Tab. III m. da risultati abbastanza eloquenti: men-
tre il numero medio dei figli avuti da le donne con corporatura regolare
¢ 3, tale numero medio scende a 2,55 per le donne con corporatura
snella e a 2,41 per quelle con corporatura tozza. La differenza &
troppo palese per lasciar sussistere dei dubbi: del resto & molto na-
turale pensare che le donne pit atte a la riproduzione siano quelle le
cui caratteristiche fisiche si staccano meno dal normale. In medio
stat vivtus.

Lo stesso si dica per la durata della convivenza feconda (Tab.
XIII), per quanto l'indice di connessione (0,091) sia, in questo caso,
leggermente minore che non per la prolificita.
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Anche qui si pud notare — Tab. XIII p. o. — che le percentuali
spettanti alle convivenze feconde di durata superiore ai 7 anni, nella
categoria delle corporature regolari, si mantengono generalmente
inferiori a le corrispondenti percentuali delle altre due categorie,
mentre, per le convivenze di durata inferiore, si verifica, in linea ge-
nerale, il contrario. Le stesse constatazioni su ’'andamento crescente
e decrescente delle seriazioni (orizzontali) delle percentuali (verticali)
che abbiamo fatto per le precedenti Tab. III p. v. e VIII p. v., si pos-
sono fare per la Tab. XIII p. v. dove tale fenomeno si mostra abba-

stanza regolare.

TAB. XIII m.
CORPORATURA Durata media
convivenza feconda
Snella . . . . . ... . ... ... 6,86
Regolare . . . . . .. .. .. ... 7,84
Tozza . . . . . . ... ... ... 6,31
Media generale . . . 7,33

Del resto la dimostrazione pitt chiara & data, come sempre, da
le medie. Infatti la durata media della convivenza feconda, che & di
anni 7,84 per le donne con corporatura regolare, scende a 6,86 per le
donne con corporatura snella e a 6,3I per le corporature tozze. La
differenza &, come si vede, molto sensibile, e non fa che ribadire quanto
abbiamo gia esposto.

Si pud quindi concludere che ogni deviazione dal tipo regolare di
corporatura influisce sfavorevolmente su la prolificita e su leta al ma-
trimonto ; non perd su la probabilita di contrarre wmatrimonio, che é
massima per le corporature snelle. In ogni caso le corporature tozze si
trovano in metto svantaggio anche rispetto a le smelle.
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§ 8. — LA STATURA — COME INFLUISCE SU LA MATRIMONIALITA —
ID. SU LA PRECOCITA DEI, MATRIMONIO — ID. SU LA PROLIFICITA.
— ID. SU LA DURATA DELL’ATTIVITA GENERATIVA.

Di tutti i caratteri fin qui esaminati la statura & certo quello la
cui influenza appare pitt discutibile e mal sicura, specialmente per
quanto concerne la nuzialita.

Infatti, dei vari caratteri estetici, la statura & certamente il meno
atto a determinare preferenze vere e proprie o, per lo meno, si com-
prende come si possa attribuirle minor importanza che non a la cor-
poratura e, specialmente, a la bellezza. Ma noi pensiamo (e crediamo
di esser nel vero) che l'incertezza dei nostri risultati in materia di-
penda dall’esistenza — sia pur in misura ridotta — di una attrazione
matrimoniale tra persone della medesima statura.

Tale attrazione produce una distribuzione regolare dei vari casi
senza che sia possibile mostrare delle preferenze veramente accentuate.
Se, tra i dati, avessimo avuto a nostra disposizione anche la statura
dello sposo, avremmo potuto costruire delle tabelle parziali (una per
ognuna delle tre categorie di statura dello sposo) che ci dessero la sta-
tura della sposa combinata con la sua eti al matrimonio. Non sarebbe
improbabile che le seriazioni delle etd medie della sposa al matri-
monio avessero presentato un minimo per le categorie di statura
uguale a quella dello sposo. Ma queste, ben inteso, sono congetture, e
ci rammarichiamo di non averne la riprova statistica.

Osserviamo, in ogni modo, le percentuali delle nubili nelle
diverse categorie di statura. Da la Tab. VI p. o. vediamo che ri-
masero nubili il 10,3 9, delle donne alte, 18,5 %, delle medie e il
13,1 9, delle basse. Queste cifre darebbero nella matrimonialita —
come per la corporatura — la superiorita alle donne con statura media;
a queste seguirebbero le alte, mentre le basse sarebbero all’ultimo
posto. Ma la differenza &, come si vede, molto piccola.

Del resto l'indice di connessione tra la statura e l'’eta al matri-
monio & il pitt basso di tutti quelli trovatifino ad ora: 0,047. Nelle
due tabelle corrispondenti (Tab. IX p. o. e Tab. IX p. v.) & estrema-
mente difficile trovare una regolare differenza nell’andamento delle
diverse categorie : convien attenersi esclusivamente a le etd medie
al matrimonio che sono, rispettivamente, di anni 24,4 per le alte, di
24,25 per le medie edi 24,81 per le basse. Anche qui, come notammo
per le nubili, le donne basse si trovano in condizioni di inferiorita



Tas. IV d.

NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA &
STATURA Nubili Toratt
ol s a s el s e 78] s | =[x
|
Alta . . . . . . . . .. 58 77 go | 130 83 57 26 17 10 6 3 3 I| 561
Media . . ... .. .. 55 68 | 102 | 135 | 104 64 42 28 9 15 9 8 9 648
Bassa. . . . . ... .. 38 41 41 54 41 32 16 9 Vi 4 3 3 2 291
TOTALY 151 18 | 233 | 319 | 228 ‘ 153 84 ‘ 54 26 25 15 ' 14 12 1.5C0
TaB. IV p. o.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
STATURA Nubili TOTALI
1T+l s e]s[m]s>
Alta . .. 10,3 | 13,7 | 16~ | 23,2 | 14,8 | 10,2 4,6 3~ 1,8 1,1 0,5 0,5 0,2 100
Media . .. ... ... 85| 10,5 | 157 | 20,8 | 16,1 9,9 6,5 4,3 1,4 2,3 1,4 1,2 1,4 I00
Bassa. . . . ... ... 13,1 | 14,1 | 14,1 | 18,6 | 14,1 | TI— 5,5 3,1 2,4 1,4 - i~| o7 100
TAB. IV p. v.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
STATURA Nubili TOTALI
(] I 2 3 4 5 | 6 { 7 ' 8 9 10 +
Alta .. .. ...... 384 | 414 | 386 | 408 | 364 | 373 | 31— | 355 | 384 | 24~ | 20— | 214 | 83 374
Media . . ... .... 36,4 | 366 | 43,8 | 423 | 456 | 41,8 | 50— | 51,0 | 34,6 | 60— | 60~ | 57,0 | 75— | 4332
Bassa. . . . . . . . . . 252 | 22~ | 176 | 16,9 | 18~ | 20,9 | 19— | 16,7 26,9 | 16~  20- | 2I,4 | 16,7 19,4
TorTarr . . . 100 | I00| 100 | I00 | I00| I0O | I0O | 100 | IOQO " 100 ’ 100 ’ 100 | I0O 100
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rispetto al gusto maschile. Confessiamo che saremmo imbarazzatis-
simi se dovessimo dare una spiegazione assoluta di tale preferenza
dovuta, secondo noi, in buona parte al caso.

I ’indice di connessione della statura con la prolificita ¢ alquanto
superiore a quello con l'etd al matrimonio : il suo valore & 0,092,
superiore quindi a quello che trovammo per la bellezza. Non &, infatti,
difficile immaginarsi che la statura influisca — attraverso una diversa
conformazione della struttura fisica — su le possibilitd riproduttive.

Mentre, da quanto abbiamo detto precedentemente, risultava
che quelle che erano in condizioni di inferioritd per le probabilita di
contrarre matrimonio erano le basse, vediamo che le alte sono le meno
adatte a lafunzione riproduttiva

TAB. IV m.
| Numero medio dei figli avuti
Statura dal complesso
dalle coniugate delle
donne osservate
7 T 2,47 2,21
Media . . .. ... Ve e e e 2,97 2,72
Bassa. . . . . .. e e e e e 2,76 2,33
Media generale . . . 2,76 2,47

Da la Tab. IV p. o. vediamo appunto come le percentuali della
categoria della statura media si mantengano, per i matrimoni con due
o piu figli, quasi costantemente al di sopra di quelle che si riscon-
trano nelle altre due categorie. A loro volta, le percentuali dei matri-
moni con 4 o pit figli sono, per le stature alte, sempre superiori che
per le stature basse.

Sufficientemente chiara (Tab. IV p. v.) & la tendenza a I'aumento
delle percentuali date da le stature medie ai singoli gruppi, contro
quella, nettamente decrescente, delle donne alte e quella, pit incerta
9 press’a poco stazionaria, delle donne bass-~.

Le medie confermano quanto abbiamo detto: il numero medio



Tas. IX d.

STATURA

ETA DELLA SPOSA AL, MATRIMONIO

‘ TorarLy
—|18|19|zo‘z:|zz’23]24{25‘26|z7|28‘29I30‘3r}32133|34|35\36‘37|38\39 +
Alta. . . ... ... ... 25| 57| 46| 52| 39| 30 34/29|20|32|24|19| 7|I1I| 9|I1I 2| 2| 6| 503
Media........... 14| 69| 56| 61| 46| 48| 52| 28|40 23|14(34| 8|13| 6| 9 32| 6| 503
Bassa . . . .. ... ... 17| 23| 21| 23| 15| 22 22|11 |I2|I3|I0|I1| 4| 3| 4| 3 2| 1 (12| 253
ToTALI 56 |149|123|136|100 100!108 68 |72 68|48 64 ‘ 1927|1923 7 } 5 |24 | 1349
TaB. IX p. o.
ETA DELLA SPOSA AL, MATRIMONIO
STATURA T . TorALL
—-|18‘19(2o zx‘zzlzs~z4l25126'27'28 29|30|31‘32|33’34|35‘36 39 | +
Alta. . . . .. 2,8 | 5,2 | 5—11.3/ 9,1 |10,3| 7,6 |6~ |6,8 | 5,8 |4—|6,4 | 4,8)3,8 | 1,4 |2,2|1,812,2 0,4 |1,2| IOO
Media .. . . . 3,9 | 4.9 | 2,4 [11,6| 9,4 10,3| 7,8 | 8,1 18,8 4,7(6,7|3,9|2,4 ! 57 | 1,321 1~ |15 0,3|I—| I00
Bassa . . . .. 36/51|67] %1 83| 91/59(87]87|4347|5 4= |43 561216 1,2 0,4 | 4,7 | 100
TAB. IX p. v.
ETA DELLA SPOSA AL, MATRIMONIO
STATURA ToTALI
v—‘xslxg‘zo 22'23‘24|25|26 27|28|29’30’31 32I33 34|35 36|37|38|39|+
Alta. . .. .. 30,4/38,2 39,1|39—|30—|31,5|42,6(27,8(47,1 50~ 29,7 36,8|40,7|47,4|47,8 40—[25~| 371
Media. . . . . |50-|42,6 44,2|46—|48—48,1|41,2!55,6|33,8/29,2|53,1|42,1|48,1|31,6/39,T 40—25—| 43,9

Bassa . . . . . 19,6/19,1
ToTALI . . . 100| 100

16,8|15—|22 —|20,4|16,2|16,7 19,1 20,8|17,2|21,I|11,1|21,I/I3—

IOO‘ IOO. I00| I00| I00| 100! I00| I00| I00| 100 IOO‘ I00| I00| I00| I00

20—50—| 18,8

I00| I00| IOO

891
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dei figli per le coniugate di statura media & di 2,97 ; esso scende
a 2,76 per quelle di statura bassa e ancora a 2,47 per quelle di sta-
tura alta. ’

La durata della convivenza feconda si comporta in maniera ana-
loga. I’indice di connessione, infatti, & 0,059 : si noti che per nessuno
degli altri caratteri finora studiati si & verificata una differenza cosi
forte tra i due indici della prolificita e della durata della convivenza
feconda.

Tralasciamo le percentuali delle Tab. XIV p. o. e XIV p. v. che
si prestano male a l'interpretazione, a causa di parecchie irregolarita
nell’andamento, e occupiamoci solo delle medie della Tab. XIV m.
La durata media della convivenza feconda delle donne con statura

Tas. IX m.
Eta media
Statura
al matrimonio
Alta . . . . .. . ..o 24,40
Media. . . . . . . ... ... ... 24,25
Bassa. . . . ... .. .. ... .. 24,81
Media generale . . . 24,34

bassa & di anni 7,28, quella delle stature medie 7,37. La superiorita
delle medie sulle basse si trova quindi ridotta ad un valore minimo.
In compenso & accresciuta (rispetto ai risultati della Tab. IV m.)
quella su le alte, per le quali la durata media della convivenza fe-
conda é di anni 6,59 solamente.

Di questa leggera discordanza che esiste tra la prolificita e la
durata della attivitd generativa riguardo alla statura, non sappiamo
dare spiegazione se non rinviando a considerazioni di ordine fisiolo-
gico che esulano dal nostro campo di studio.

Concludiamo che ledonne con stature medie sono le pin prolifiche
€ hanno le maggiori probability di matrimonio : e che, dal confronto delle



Tas. XIV 4.

DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
STATURA ToTALI
1'2'3'4'5'6'7,8 9 xolu 12 I3I14l!5|16 I7|18|19|20|+
Alta . . . . ..o ... 46/ 33| 44| 44 4532 31|31 |21t |21| 9| 1| 11| 5| 8| 3| 9| 7| 2| 4| 9| 426
Media . . . ... ... 68 40| 45/ 42| 43/ 32| 28| 26| 29|28 |27 | 17| 16|21 7|13| 6| 6| 4| 6| 20| 524
Bassa . ....... 28 17| 17| 15| 12/ 18| 20| XX | 12| 9| 7| 12| 4| 9| 2| 5| 4| 2| 3| 4| 2| 213
TOTALI . . .| 142| 90 | 106| 101| T00| 82 | 79 | 68 | 62 | 58 | 43| 40| 31| 35| 17| 21| 19| 15| o 14’ 31| 1163
Tas. XIV p. o.
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
STATURA TorAL
1|2|3|4|5|6|7|8|9Iro|n|12l:3’14|x5'16|17|18|19|20|+
Alta. . . . ... ..... 10,8| 7,7 |10,3|10,3(10,6| 7,5 | 753 | 73 | 49 | 4,9 | 2,1 | 2,6 | 2,6 | 1,2 | 1,9 | 0,7 | 2,1 | 1,6 | 0,5| 0,9 | 2,I | 10O
Media .. . ... ... o« o |13—|7:6]| 8,6/8~| 8,2/ 6,1|5,3|5—|55|53!5:2|32|3L|4—|1,3|25]|I,1|1,1|0,8|1,1|3,8| 100
Bassa . « o e e s |13,1]8=|8=|7~| 5,6|8,5|94|5:2|56|4:2|33|56|1,9 42|0,9|23|5,9|0,9| 1,5 L,9| 0,9 100
TaB. XIV p. v,
DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni)
STATURA TOTALI
1‘z|3|4|5|6|7|8191m ullexg 14‘15]16 x7|x8|xglzo|+
\
Alta. ., . . .. ... ... 32,4|36,7(41,5|43,6(45 ~ 39 —(39,2|45,6|33,9/36,2|20,9|27,5(35,5|14,3|47 —|1453|147,4|46,6(22,2|28,6/29 - 36,6
Media .. ......... 47,9|44+4/42,5|41,6|43 ~ 39~35,4|38,2|46,8/48,3|62,8 42,5| 51,6/60 — 41,2|61,9|31,6 40—|44,4|42,9(64,5| 45—
Bassa .. .. .. PR 19,7/18,8/16—|14,9|12—~|22~ 25,3|16,2|19,3|15,5|16,3|30~|12,9|25,7|11,8|23,8|21,1 |13,3(33,3(28,6| 6,6 18,3
Torarxr . . , 100| 100| I00| I00| 100 IOO‘ 100| T00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| I00| 100| 100| I00| IOO

ol1
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due rimanenti categorie, emerge che le basse sono pin prolifiche menire
le alte somo pin ricercate (¢n piccola misura) per 1l matrimonio.

TAB. XIV m.
Durata media
Statura
convivenza feconda

Alta . . .. o 6,79
Media . . . .. ... .... ... 7,62
Bassa . . . ... ......... 7.36

Media generale . . . 7,33

9. — LE CARATTERISTICHE DELLA TOILETTE — COME INFLUISCONO

SU LA MATRIMONIALITA — ID. SU LA PRECOCITA DEIL MATRIMONIO
— Ip. SU LA PROLIFICITA — ID. SU LA DURATA DELI’ATTIVITA
GENERATIVA.

I risultati dell’indagine fatta su le caratteristiche particolari
della toilette, se confermano quelli ottenuti per I’eleganza in generale,
non coincidono perd con essi.

Vediamo anzitutto con quali percentuali le nubili figurano nelle
cinque categorie (Tab.V, p. o.).

Nella caratteristica Trascurata le nubili sono rappresentate con
una percentuale (19,1 %) di gran lunga superiore che non ne le altre
categorie. Le Trascurate si possono intatti, se vogliamo, far corrispon-
dere a la categoria O dell’eleganza.

Dopo le Trascurate, la caratteristica in cui le nubili sono piu
largamente rappresentate & quella della toilette accurata (10,2 %).
Va detto che la differenza tra questa e le categorie Seria e Insignifi-
cante (che sono, rispettivamente, 1'8,7 % e il 9,6 %) & minima : in
ogni modo questo farebbe pensare che se — trale nubili — la maggior
parte ha ben poca cura di se stessa, ve ne sono perd anche parecchie
altre che, per lo meno, cercano di « tenersi su ».



TAB. V d.

CARATTERISTICHE bl NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA 7 1 e
DELLA TOILETTE T T P s | 7 | 8 | o o |

Trascurata . . . . . .. 31 17 15 20 8 22 19 9 3 6 7 2 3 162

Seria. . .. ... ... 54 44 98 | 137 | 100 67 42 27 15 13 8 9 8 622

Insignificante. . . . . . 11 15 15 20 26 12 6 4 2 2 — 1 1 115

Accurata . . . . . . .. 46 78 ! 87 | 107 67 38 1I 1T 3 2 — 1 — 45T
Vistosa.. . ... ... 32 | 18 35 | 27| 14| 6 3 3 2 | — 1 — 150

ToTALI ‘ 151 ' 186 | 233 | 319 | 228 | 153 84 54 26 25 15 14 12 1.500

Tas. V p. o.
CARATTERISTICHE bt NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA romsin
DELLA TOILETTE o | x| 2 3 s | s s s s | e | e | o+
{ |

Trascurata .. ., . . . 19,1 | 10,5 9,3 | 12,3 4,9 | 13,6 | 11,7 5,6 ‘ 1,9 3,7 4,3 1,2 1,9 100

Seria. . ........ 8,7 71| 157 | 22— | 16,1 | 10,8 6,7 4,3 2.4 2,1 2,1 1,4 0,5 100

Insignificante. . . . . . 9,6 | 13— | 13— | 17,4 | 22,6 | 10,4 5,2 3,5 1,7 L7 | — 0,9 0,9 I00

Accurata . . . . . ., . 10,2 | 17,2 | 19,3 | 23,7 | 14,8 8,4 2,4 2,4 0,7 0,4 — 0,2 | — 100

Vistosa. . . .. ... . 6— | 21,3 | 12~ | 23,3 | 18— 9,3 4— 2— 2— 1,3 | — o7 | — 100

TaB. V p. V.
CARATTERISTICHE Nabi NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA 7 | roma
DELLA TOILETTE o | x 2 ' 3 o | s 6 7 | 8 o | 1 o+

Trqscurata ....... ‘ 20,5 9.1 6,4 6,3 3,5 | I4,4 | 22,6 | 166 | IL5 | 24— | 46,6 | 14,3 | 25— 10,8

Seria. . ........ 357 | 23,7 | 42— | 42,9 | 43,8 | 438 | 50— | 50— | 57,7 | 52— | 533 | 64,3 | 60,6 41,1

Insignificante. . . . . . 7,2 8,1 6,4 | 63| 11,4 28 | 71 7.4 77 8~ | — 7,1 83 77

Accurata . . . . . ., . 30,5 | 42— | 37,4 | 335 | 29,4 | 24,8 | 13,1 | 20,4 | 1IL,5 8- | — ‘ 71| — 30,2

Vistosa. . . . . .., . 6— 1 17,2 77 | 11~ | 118 9,1 71| 56| IL5 8~ — 7,1 | — 10,1

Torarx . . 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 ‘ 100 | 100 100 100

zl1
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Scarse sono, invece, le nubili nella categoria Visfosa, e questo
verrd reso pilt manifesto da l'osservazione delle varie etd al matri-
monio.

Per quanto concerne l'etd al matrimonio ben poco risulta da le
tabelle delle percentuali X p. 0. e X p. v. e preferiano quindi attenerci
esclusivamente a 'osservazione delle medie nella Tab. X m. Vediamo
subito che la pill bassa etd media al matrimonio & quella delle donne
con toilette Vistosa (23,9 anni). Si puod supporre che l'inclinazione a
vestirsi in maniera vistosa non sia disgiunta — anche se lo & dal buon
gusto — da una certa originalita e vivacita di carattere che, a quanto
pare, impressiona favorevolmente i candidati al matrimonio. Seguono,

TaB. V m.

Numero medio dei figli avuti

Caratteristiche della toilette N dal complesso
dalle coniugate delle

donne osservate

|

Trascurata . . . . . . . . . . ... 3,84 3,10
Seria . . . .. .. ... 3,09 2,82
Insignificante . . . ... . . ... .. 2,75 2,48
Accutata . . . . . . . .. ... L. 2,02 1,81
Vistosa. .. . .~ . . . . ... ... | 2,26 2,12
Media generale . . . 2,76 2,47

immediatamente dopo, le donne con toilette Trascurata, che si sposano
in media a 24 anni. Bisogna qui osservare che le donne con toilette
Trascurata appartengono, in maggioranza, a le classi povere, nelle
quali i matrimoni sono notoriamente piti precoci: perché se & vero
che gli aggettivi che abbiamo scelto possono adattarsi a qualsiasi
genere di toilette, & anche vero che l'aggettivo T7ascurata & quello
che meno ha queste possibilita di adattamento, come & vero che &
questa una caratteristica che si riscontra maggiormente nelle classi
dove pit fanno difetto le risorse finanziarie e l’educazione. Se poi
osserviamo la Tab. X, p.o., troviamo che questa categoria & pochis-
simo rappresentata nei casi di matrimoni molto tardivi. Questo (che
concorre a spiegare la bassezza della etd media al matrimonio) lascia



TaB. X d.

CARATTERISTICHE ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO N roms
DELLA TOILETTE —-'18‘19‘20‘21’zz‘23‘24‘25}26[2/'28‘29{30|3I)32|33|34|35|35|37‘33|39l+
Trascurata . . . , . .. .. 595151115|911 9‘1233554313——-————-3 131
Seria . . . ... ... ... 22|27 |23 63| 48| 53| 47| 43 51|27 35 33|12(28 10| 9| 8|11 6‘2 2122 4| 568
Insignificante . . . . . . . . 3| I| 4 4| 15| 14 7 4| 3/ 5| 1| 2| 5/ 1| 11 |—| 1|1 | 6| I04
Accurata . . . . .. . ... 11 | 19 | 16| 54| 39| 37 26| 24| 31 17 23 25 22f20 4/ 9| 4/ 6] 3| 1|1 |3|1]| 9| 405
Vistosa . . . . ... ... _5|12| 8| 13 1017 10| 15 IT| 7| 5| 3 6| 6/— | 4| T 2| T| T |—|1I|T| 2| 141

TOTALI 46| 68 | 56 |149|123|136|100|100 108| 68 72| 68|48 |64 | 19 27‘ 19‘23‘ II 3171|524/ 1.349
Tas. X p.o.
CARATTERISTICHE |___ ETA DELLA SPOSA AI, MATRIMONIO omis
DELLA TOILETTE —-—;18‘19‘20)21‘22 |23‘24‘25‘26|27|28‘29|30‘31'32‘33‘34}35‘36‘37|38|39|+
|
Trascurata . . . [3,8|6,9]3,8|11,5 8,4/11,5/6,9 8,4‘ 6,9/9,1(2,3/2,3|38(3,8|3,1|2.3|08 2,3‘ —_ = =] =] = 2,3‘ 100
Seria . . .. .. 3.9|4,8|4—|1L,1| 8,4/ 9,3/83| 76/9—|4,7/6,1 58(2,114,9(1,8|1,6 1,4|1.9 1,I1!0,4|0,4|0,4]|0,4 0,7 100
Insignificante . 2,9|1-|3,8] 3,8/14,4|13,5/ 7.7 | 6,7/5.8|4.8|58|3,8/2,9(4,8|1—-|1,9(4,8|1— 1—|1I~| —|I—|I~|57| To0
Accurata . . . . |2,9(4,7|4—|13,3| 9,6 9,1|6,4| 5,977 |4.2|576,2(5.4(4,9|I—|22|1- 15 07 0,2|0,2|0,7/0,2|2,2| I00
Vistosa . . . 3,5|8,5|5,7| 9.2 7,1]12,1) 7,1 |10,6/ 7,8 | 5~ |3,5| 21 |4.3 |43 | — 28|07 —|0,7/0,7|1,4| 100
TAB. X p.v.
CARAT STICHE ETA DELLA SPOSA AL MATRIMONIO o
DELLA TOILETTE —-|18‘19|zo|21'22}23|z4|25|26'27|28 29 30|3x,32'33‘34'35 36‘37 38 | 39 | +
Trascurata . . . 10,9|13,2 8,910,1\ 8,9 n—{ 9—|1I— 83176‘ 4,2| 4,4|10,4| 7,8/21,1|1ILI| 5,2 13—‘ —| —| =] = | —12,5| 9,7
Seria . . . ... 47,8(39,7/41,1142,3,39 |39 — 47 |43~ 47:2(39,7 48,6 48,5/25 = 43,7 52,6/33,3/42,1|47,8/54,5 40—/66,7|28,6 40—~|16,6| 42~
Insignificante . . | 6,5 1,5/ 7,I| 2,7/12,2]10,3| 8~ 7—| 5.6| 7,4 8,3 59| 6,2 7,8| 5,2 7,426,3| 4,3| 9,I|20~ -—|14,3]20~25— 7,7
Accurata . . . . (23,9/27,9|28,636,2|31,7/27,1|26 —|24 —28,7|25 - |31,9|36,8|45,8 31,2|21,1|33,3|21,1|26,1|27,3|20 - 33,3|42,9[20—|37,5 30—
Vistosa . . [19917.7|14,3 87/ 8,112,510~ 15~ 10,11103 60/ 4.4/12,5 0.4 — 148 52| 87 9120~ — 14,220~ 84| Tog
TOTALI . . . | I0O| I00| I00| I00| I00| 100 Ioo\ 100| 100| 100| 100| I00| 100 100‘ 100, 100| 100| 100| 100| 00| 100| 100| I00| 100| 10O
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pensare che I'uomo, nei matrimoni tardivi, rifugga dalle donne che
non cercano nemmeno di compensare l'avvenuta decadenza fisica
con una certa cura della propria estetica.

La notevole frequenza relativa dei matrimoni tardivi nella
categoria Accurata, la si pud forse spiegare con l'influenza favorevole
che tale caratteristica della toilette esercita su le probabilitd di ma-
trimonio ; si pud ritenere infatti che parecchi matrimoni tardivi,
forse, non si sarebbero verificati se una minor cura di sé medesima, da
parte della donna, non avesse supplito a le deficienze fisiche. Del resto
vale anche qui quanto é stato detto circa la classe sociale.

Per le toilettes Semplici 'etd media al matrimonio & poco dif-

TaB. X m.

Eta media

Caratteristiche della toilette .

al matrimonio
Trascurata . . . . . . . ... ... 24 —
Seria. . .............. 24,3
Insignificante . . . . . . ... ... 25,8
Accurata . . . . . . . ... ... 24,5
Vistosa. . .. ... .. ... ... 23,9
Media generale . . . 24,34

ferente da quelle giaricordate (24,3). Una netta differenza presentano
invece le donne con toilettes Iusignificanti, la loro etd media al ma-
trimonio & di 25,8 anni ; anche da la Tab. X p. o. si vede abbastanza
chiaramente come la categoria sia sufficientemente rappresentata nei
casi di matrimoni molto tardivi. Confessiamo perd di non saper
dare alcuna spiegazione di questa avversione maschile verso le donne
nelle cui toilettes non siamo stati capacidi riscontrare una speciale
caratteristica: e la cosa appare tanto pitt strana in quanto ha solo un
valore cronologico, dato che da la percentuale delle nubili (Tab. V
p. 0.) non si nota affatto questa differenza.

Vediamo ora la prolificitd : qui i fenomeni sono piti appariscenti
e di pit semplice interpretazione. Si osservi, anzitutto (Tab. Vp.o.),



Tas. XV. d.

[
ey
- : o)
CARATTERISTICHE DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) romis
DELLA TOILETTE 1|2|3|4|5|6|7|8‘9‘10'1:[12‘13|14|15 16|17Ir8|19|20‘
P )
Trascurata , . . . * 7’24910611358‘6855‘2433256114
Seria . .. ... ... 50 4I| 45| 41| 40| 38| 40| 32| 27| 22 22| 17| 17| 15 8| 10| 11| 7| 4| 8| 20| 524
Insignificante . . . . . . 12| 3| 12| 5 8 4| —| 7 7, 6, 4| 2| 2| x| 1| 1| 1| 2 1| 2| 89
Accurata . . . . . .. 56| 34| 32| 39 32| 26| 20| 19| 13! 17| 5| 6| 6| 10| 4| I| 4| I| —| —| 2| 327
Vistosa.. . ... ... 8 10| 13 7| 100 8 8| 7| 9| 4| 4| 5| 1| 3| 2| 5 —| 3| 1| —| 1| Iog
ToTArx 142| 90 | 106| 10I| 100 82‘ 79| 68| 62| 58| 43| 40| 31| 35| 17| 21| I9| 15| 9 14‘ 31| 1163
TaB. XV p. o.
CARATTERISTICHE DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) rosms
DELLA TOILETTE I I 2 | 3]4'5 I 6|7 l 8]9 |10|u|12|13‘14|15|16‘17\18119|zo|+
Trascurata. . . . .. . .. . | 61| 1,8 3,5 7,9/ 88/53(96(26|4.4|7-|53|7~|44|44|1,8|35(26|26|1,8|4,4|5,3| 100
Seria .. ... ....... 13 78 86| 7.8/ 76|73|76|61|52|42|42|3,2|33|29|L5|1,9|21|1,3|08|15|38| 100
Insignificante . . . . . . . . 13,5 3,4/13,5| 56/9~|45| —[79|9~179|6,7|45|2,2{2,2|L,1|1,1|1,1I|1,I|2,2|LI|22]| I0O
Accurata . . . . . . . . .. 17,I|10,4| 9,8/11,9|9,8| 8- |6,1|5,84—|5,2|1,5|1,8|1,8(|3,1|1,2|0,3 1,2|0,3| —| —|0,6| 100
Vistosa . . . . .. .. ... 7.3 92/1L,9) 6,4/ 9,2|7.3| 73|64 833,7|37(46|09|27|18(46| —|27|09| —|0,9| I00
TaB. XV p. v.
CARATTERISTICHE DURATA DELLA CONVIVENZA FECONDA (in anni) romx
DELLA TOILETTE I I 2 | 3|4‘5|6 | 7|8 I g|xo|nlxz|xa’r4|15\16‘I7ixslxglzol+
Tra;curata ......... 4,9 2,2| 3,8 8,9|4o— 7,3113,9| 4,4] 8,1 13,8‘14-—20—16—14,3'11,8 19—!15,8 20-(22,2(35,7/19,4| 9,8
Seria .. .. ... 41,6|45,6/42,4/40,6/40 ~46,3(50,6/47 —|43,5(37:9|51,142,5|54,8/42,9|47 ~|47,6|57,9/46,7|44,4|57:X|64,5| 45,1
Insignificante . . . . . . . . 8,5/ 3,3|11,3| 5| 8~| 4,9] — |10,3]12,9/12,1|14 ~10—| 6,5 5,7| 59| 4.8/ 53| 6,7|22,2| 7.I| 6,4| 7.7
Accurata .. . ... .. .. 39,4/37,8/30,2/38,6,32 — 31,7(25,3(27,9|21 —|29,3|11,6|15 —(19,4|28,6(23,5| 4,8/21.I| 6,7 — | — | 6,4 2,8
Vistosa . . . .. ... ... 50 II,jEéfﬁ Io—_ﬁgé 10,110,3/14,5 6,9 9,3/12,5| 3,2 8,6/11,8/23,8) — 20—|ILI| —| 3,2| 9.3
TOTALT . - 100| 100 IOO“ 100| 100| 100 IOO'I 100 IOO’ 100| 100| I00| 100| 100| I00| X00| I00| TI00| I00| I00| TOO| I0O
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il gruppo delle sterili. Tale gruppo & rappresentato, nelle due categorie
Accurata e Vistosa con delle percentuali (rispettivamente il 17,3 9, e
il 21,3 9,) notevolmente superiori a quelle delle altre due categorie.
Anzi & curioso notare che tale percentuale &, nelle toilettes Semplici,
(7,1 %) inferiore anche a quella delle toilettes Trascurate (10,5 %), men-
tre ci si sarebbe forse potuto aspettare il contrario. Le toilettes Sem-
plici rappresentano la parte pil prolifica delle donne con eleganza I e
2: prima restavano nell’ombra perché confuse con le altre su le quali
Ieleganza esercitava i suoi effetti sfavorevoli alla prolificita. Matale
differenza ¢ largamente compensata nella successiva colonna delle
donne con un sol figlio, dove la superiorita delle toilettes Semplici

TaB. XV m.

o )
Caratteristiche della toilette urata media

convivenza feconda

Seria . . . . . . .. .. ... .. 7,72
Insignificante . o 7,75
Accurata . . . . . . . ... 6,57
Vistosa. . . . . . . ... ... 7,25

Media generazle . . . | 7,53

su le frascurate & molto pill notevole e pensiamo che la differenza
notata sia dovuta pitl al caso che non a una effettiva maggior ripu-
gnanza di tale categoria per le pratiche repressive della prole. Osser-
viamo, del resto, le medie : la feconditd pid bassa &, di gran lunga,
quella delle donne con toilette Accurata ; appena 2,02 figli. Seguono,
a breve distanza, le toilettes Vistose con una media di 2,26 figli : di
queste parleremo pili avanti. Piti distanziate sono le toilettes Insi-
gnificanti con 2,75 figli: la scarsa prolificith di questa categoria si
puo spiegare in parte, con l'etd media al matrimonio che ¢ di oltre un
anno e mezzo superiore a quella delle altre categorie. Questo & causa,
naturalmente, di una minor prolificitd, ma non in misura sufficiente
a spiegare tale comportamento le cui ragioni, come quelle della loro

12
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tardivitd matrimoniale, ci sfuggono completamente. Il numero medio
dei figli avuti da le donne con toilette Semplici fu di 3,09 e di 3,84
quello delle Trascurate. La fortissima superiorita di queste ultime su
le rimanenti categorie ci sembra dimostrare l'influenza sfavorevole
dell’eleganza su la prolificita.

Per quanto concerne le toilettes Vistose, notiamo (Tab. V p. o.)
che se sono elevate le percentuali delle sterili e delle donne con 1 o
2 figli soltanto — non si puo, d’altra parte, affermare recisamente che
manchino i matrimoni con numerosa prole ; questi,infatti, vi figurano
con percentuali maggiori che non nella categoria Accurata, contra-
riamente a quanto, forse, si sarebbe potuto supporre.

Questo fatto appare piti manifesto nelle Tab. XV che ci danno
la durata della convivenza feconda. Per brevith e per chiarezza ci
soffermeremo solamente su la tabella delle medie, V. m. Essa mostra
che la durata media della convivenza feconda ¢ molto maggiore per le
toilettes Vistose che non per le Semplici : (rispettivamente 7,25 anni,
invece di 5,57). Anche le donne con toilettes Insignificanti presentano
tna piccola differenza : la durata media della loro convivenza feconda,
&, rispettivamente, di 7,75 e di#%,55 anni. Per le Trascurate abbiamo
invece ben 10 anni di convivenza feconda. Ia differenza & lampante e
conferma pienamente quanto avemmo a dire e a ripetere: eccessiva
cura della propria eleganza, che avvantaggia di ben poco le probabilita
di matvimonio, é invece il pin forte degli ostacoli a la prolificita. E na-
turale che la prolificita possa influirve a sua volta sull’ eleganza cosicche
tra 1 due fenomeni esisterebbe un vapporto d'intevdipendenza anziché di
causa e di effetto.

§ 10. — LLA BELLEZZA DELLO SPOSO E LE SUE RELAZIONI CON IL
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA — CONDIZIONI PER I AT-
TENDIBILITA DEI RISULTATI — I/OMOGAMIA TRA INDIVIDUI
AVENTI LO STESSO ASPETTO FISICO.

Pitl a titolo di curiosita che altro abbiamo voluto anche combinare
1a bellezza dello sposo con il numero dei figli avuti da la sposa. I,’indice
di connessione & tra questi due ordini di fenomeni, di 0,043 : inferiore,
quindi, a tutti gli indici di connessione da noi riscontrati tra la fecon-
dita e i vari caratteri. Pertanto I’andamento della Tab. XVTI & estre-
mamente confuso. Mentre da la Tab. XVI p. o., parrebbe che esi-
stesse una lievissima superioritd fecondatrice degli uomini brutti sui



A

TaB. XVI d.

BELLEZZA DELLO SPOSO

NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA

‘ ToTALI
o I 2 | 3 ‘ 4 ‘ 5 | 6 ‘ 7 | 8 ‘ 9 10 } +
............... 21 23 23 25 16 16 | 5 \ 5 I 3 2 1 141
.............. 82 94 | 136 8o 66 32 21 | 8 14 6 4 3 546
....... . 61 o1 134 93 53 28 23 9 9 3 6 6 ‘516
.............. . 22 25 26 30 18 8 5 4 1 3 2 2 146
ToTALI 186 | 233 | 319 | 228 | 153 84 54 26 25 15 14 12 1.349
TaB. XVI p. o.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DA LA SPOSA
BELLEZZA DELLO SPOSO ToTaL
ol sl s [ el s e 78] o =]+
\
...... e e e e e e e 14,9 | 16,3 | 16,3 17,7‘ 11,3 | 11,3 | 3,6 3,6 0,7 2,1 1,4 0,7 100
............... 15— | I7.2 | 24,9 | 14,7 ‘ 12,1 5,9 3,8 15 2,5 1,1 0,7 0,6 100
........ e e 11.8 | 176 | 259 | 18— | 10,3 54 | 45 1,7 1,7 0,6 1,2 1,2 100
............... 15.1 | 17,1 | 17,8 | 20,5 ‘ 12,3 55| 3.4 2,7 0,7 2,1 1,4 1,4 100
TaB. XVI p. v.
NUMERO DEI FIGLI AVUTI DALLA SPOSA
BELLEZZA DELLO SPOSO TOTALL
G N S S O O O I
|
............... 11,3 9,8 7,2 ’ 11— | I04 | I9— 9,3 | I9,2 4- ‘ 20—~ | 14,3 8,3 10,4
............... 44,1 | 40,4 | 42,6 | 35— | 43,1 | 381 | 389 | 308 | 56— | 40— | 286 | 25— 40,4
............... 328 | 39— | 42— | 40,8 | 346 | 333 | 426 | 34,6 36— ' 20— | 42,9 | 50— 38,3
............... 11,8 | 10,7 81| 13,1 | 11,8 9,5 9,3 | 154 4- | 20— | 14,3 | 16,7 10,8
TOTALI I00 100 | I00 ’ I00 I00 I00 I00 Io0 I00 \ I00 100 I00 Io0

6L1



TaB. XVI m. o.

Numero medio

Bellezza dello sposo

figli avuti

O v v v v e e | 2,08
|

T o e e e e e e 2,67

2. e e e e e e 2,77

3o e e e e 2,93

Media generale . . . 2,76

TaB. XVI m. v.

Numero figl avati Bellezza media
dello sposo
O v v v v v v o v 1,45
) S 1,51
2 1,51
K I 1,56
400 0. 1,48
5 e v e e e e 133
6. .. ... 1,52
7o v e e 1,50
8. . ... ... 1,40
O v v v e e 1,40
I0. . . . . v ... 71
o e e L75

Media generale 1,48

T T . B Ty mrey—

TaB. XVI m'. v.

Bellezza media
Numero figli avuti

dello sposo
O v v v v v i e 1,45
I3 ¢ 4 v e e e e 1,52
4=7 . o 0 e e 1,45
e " 1,53
Media generale . . . 1,48

ogr
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belli, tale superiorita appare alquanto problematica se si osservano
le tabelle delle medie (Tab. XVI m, v. Tab. XVI m. v. e Tab. XVI
m. o.).

D’altra parte percheé tale indagine potesse avere effettivamente
valore, andrebbe eseguita su uomini le cui mogli si trovassero nelle
stesse condizioni, almeno di etd. Questo, naturalmente porterebbe
a un frazionamento che non ci & concesso di eseguire su i 1349 casi che
abbiamo a nostra disposizione e non crediamo, quindi, di poter dare
un giudizio sicuro su l'influenza della bellezza dello sposo sul numero
dei figli.

Senza confronto pit interessante & stato invece lo studio su l'at-
trazione matrimoniale in funzione dell’aspetto fisico (Tab. XVII).

Su tale tabella abbiamo calcolato gli indici di connessione e di
correlazione, e l'indice di omofilia che era quello che meglio si pre-
stava a tale scopo. FEssisono, rispettivamente, 0,204, + 0,243 e 0,407.
I attrazione & dunque abbastanza rilevante.

Infatti osservando le varie colonne de la Tab. XVII p. o., si nota
che le maggiori percentuali sono quelle dei matrimoni tra individui
di uguale aspetto fisico. :

Anche le medie (Tab. XVII m. o. e XVII m. v.) hanno un an-
damento chiarissimo : la bellezza media della sposa, che & di 1,39 per
gli uomini con aspetto fisico o, sale fino a 2 per quelli con aspetto
fisico 3 ; viceversa ’aspetto fisico medio dello sposo & di 1,19 perle
donne con bellezza o e di 1,85 per quelle con bellezza 3.

Si conclude quindi che esiste una notevole omogamia tra individui
che hanno lo stesso grado di bellezza.

* % %k

CONCILUSIONT.

Giunti cosial termine di questarapida rassegna dei risultati, ot-
tenuti da l'esame dei casi da noi osservati, possiamo concludere che :

1) Peleganza del vestive e la cura della propria toilette somo legate
alla prolificita da una notevole velazione negativa ed alla matrimonialita
da una leggera relazione positiva ; per la prima relazione si puo am-
mettere un’influenza sfavorevole tanto dell’eleganza sulla prolificita,
quanto della prolificita sull’eleganza ; per la seconda relazione invece
non sembra di poter ammettere che un’influenza favorevole dell eleganza



TaAB. XVIId.

281

BELLEZZA DELLA SPOSA

BELLEZZA DELLO SPOSO ToraL

o I 2 3
.......... 21 57 50 13 141
..................... 44 237 214 5I 546
..................... 23 148 267 78 5I6
..................... 8 31 59 48 146
TOTALT . . . 96 473 590 190 1349

TaB. XVII p. o.

BELLEZZA DELLA SPOSA

BELLEZZA DELLO SPOSO Toratr

o T 2 3
e e e e e e e e s e e e 14,9 . 40,4 35,5 9,2 ‘ 100
Tov b vt e e e e e e e e e e e e 8,1 434 39,2 %3 100
2 4,5 28,7 5L,7 15,1 100
.................. R 5.5 21,1 40,5 32,9 100 -

TAB. XVII p. v.

BELLEZZA DELLA SPOSA

BELLEZZA DELLO SPOSO TOTALT
o I 2 3

o, 21,9 12— 8,5 6,8 10,6
....... e e e e e e e e e e e 45,8 50,1 36,3 26,8 40,4
e e e e e e e e e e e e e e e e e e 24~ 31,3 45,3 41,1 38,1
........... e e e e e 8,3 6,6 10— 25,3 10,8
TOTALL . . . 100 100 100 100 100




TAB. XVII m. o,

Bellezza dello sposo

Bellezza media
della sposa

Media genetale . . .

1,39

1,50

L77

2 —

1,64

TAB. XVII m. v.

Bellezza della sposa

Bellezza media
dello sposo

Media geuerale .

1,19
1,32
1,57
1,85

1,48

€91
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sulla matvimowialita analoga a quella gia viscomtrata sulla precocita
del matrimonio ;

2) la bellezza della sposa é legata da una lieve relazione negativa
alla prolificita e da wuna notevole relazione positiva alla matrimonialita.
Nel determinare la prima relazione, é possibile che intervenga tanto una
influenza sfavorevole della bellezza sulla prolificita, quanto della prolifi-
cita sulla bellezza. Per la seconda relazione tnvece sembra ammissibile solo
un’influenza favorvevole della bellezza sulla probabilita di matrimonio ;

3) la regolavita della corporatura influisce favorevolmente su
la prolificita e, tn misura wminove, su le probabilita di matrimonio ;
nell'uno e mell’altro caso le corporature tozze somo in forte svantaggio
rispetto a le smelle ;

4) la regolarita della statura influisce favorvevolmente su la
prolificitd e, in misura minove, su le probabilita di matrimonio ; tra le
alte e le basse, le prime hanno maggiori probabilita di matvimonio e le
seconde sono pit prolifiche ;

5) esiste una omogamia tra gl individus dello stesso grado di
bellezza.



M. J. VAN UVEN

Compensazione degli errori di un rapporto

Consideriamo alcune coppie di valori sperimentali (osserva-

zioni) : (x,,v,), (%2 ¥2), ..., (%], ¥.), € specialmente i loro rapporti
Vi Y2 Va

My = ) Wy = ) .., W, = .
Xy X, xn

Supponiamo che i valori teorici di questi rapporti siano uguali,
o, almeno, che si voglia sapere il valore di m il pitt adatto alle
osservazioni %y, %, ..., %, Vi Var v« o Ve

Allora si pud scegliere tra diversi metodi di compensazione.

I. Dei rapporti m, = % (k = 1,...,,n) si prende la media
k

aritmetica. Questo metodo esige che nessuno dei valori x, sia zero,
Di pit: quando il valore x, & piccolo, il suo errore ha un’influenza
relativamente grande sul rapporto #,.

2. Si passa dai numeri x,, y, ai loro logaritmi: x/, =™ log x,,
Y = " log 3.

Allora, essendo m/, = * log m,, si ha:

my=79%—%p

e si tratta la compensazione degli errori di una differenza con i me-
todi abituali.

Tuttavia si deve fare attenzione ai pesi delle osservazioni, Es-
sendo g, il peso, e Ax, Uerrore di x, , l'errore di x", (= * log #,) sara

0,4343
A %', = A*log x, = 0,4343 A° log %, = v A x;

(]




186

dunque: tra gli errori medi di x, e quelli di &', esiste la relazione

, 04343 ] .. . . .
€h=", & ¢ acausa della relazione tra i pesi e gli errori medi :
&
2 2 { t xk‘z d 1
— o , si trov A ) . 3
8 & g’ g a g’ 0.4345° g, oppure, sopprimendo i
1
fattore comune — g = g, %2
043437 B+ T &

Anche questo metodo logaritmico va soggetto allo stesso incon-
veniente del metodo aritmetico, cioé che le variabili non possono
assumere qualunque valore: tanto il valore zero quanto i valori
negativi sono da escludere.

3. I due metodi menzionati, in un certo senso i pili naturali,
sono anzi molto pratici quando i valori m, oscillano intorno ad un
valore non molto diverso dall’'unitd. Tuttavia essi non sono sempre
applicabili.

Percid ci sia permesso richiamare l'attenzione su un terzo
metodo, che si puo adoperare per tutti i valori possibili delle osser-
vazioni.

Per semplificare il calcolo ci limiteremo al caso in cui le osser-
vazioni x;, y, coniugate abbiano lo stesso peso g, ; e per rendere I'espo-
sizione del metodo pili suggestiva ci serviremo di una rappresen-
tazione geometrica.

Siano x,, y, le coordinate (cartesiane, ortogonali) di un punto

P, ; allora il rapportom, = -zk— sard il coefficiente angolare della retta

k
OP,, che lega P, all’origine O.

Se tutte le osservazioni fossero esatte, tutti questi coefficienti
angolari sarebbero uguali, e tutti i punti — quantunque sparsi —
si troverebbero su una stessa retta (passante per 0). Ora il problema
di compensazione pud esprimersi geometricamente cosi: Deter-
minare la retta che passa per l'origine O e per quanto pos-
sibile per i punti P,; il coefficiente angolare di questa retta
sara il valore migliore di .

Le due coordinate x,, v, di P,, avendo lo stesso peso (g,), sono
altrettanto scorrette.

Supporremo pure che x, ed y, siano osservazioni indipendenti
tra loro.

Per cio il principio di compensazione che noi assumeremo sara :
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che le distanze dai punti P, alla retta richiesta siano le pilt piccole
possibili.

Essendo ¢ I’angolo tra la retta e J
I’asse delle x, la distanza V,= Q, P, &

V,=—x,sen¢ + y,cosp (pesog,). (I) \'A
Nello spirito del metodo dei minimi
quadrati si pretende che la somma dei
quadrati delle distanze ponderat e 74 ¥ .
V, sia minima, ossia

~v

A

[g V V] minimo,
[#], secondo il Gauss, rappresentando la somma p;, + p, + ... + p,.
Ora
[gVV]=[gx«x]sen*p—2[gxy]sengpcose + [gyy]cos’o =

[gxx] +[gyy] Tgxx]—Ilgyy]
2 2

cos 2o —[gxy]sen 2 o.

Ponendo

kxﬂ+{mwyzs[$wm—kyﬂ
2 ’ 2

=Rcoszq,[gxy] = Rsenz29 (2)

e convenendo che R sia un numero positivo, cosicché cos 2 p abbia
lo stesso segno algebrico di [g x x] — [g ¥ ¥], sen 2 ¢ quello di [g x y],
otteniamo :

[gVV]=S—Rcos2 (3—3). (3)

Il valore minimo di [g V' V] & dunque fornito dall’angolo ¢ = o
determinato senza ambiguitd da (2), e il valore richiesto di m sara

m = tang o. (4)
I’angolo ¢ vien derivato da

2[gxy]
lgxx] — [gyy]

tang 2 ¢ = (5)

(avendo sen 2 ¢ il segno di [g x y], cos 2 ¢ quellodi[g x x] —[g ¥ ¥]),
e per R si ha

R:=£thkxx}—knyh+4kxyP. (6)
2
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La rettay = m x sard chiamata la retta «probabile ».
Indicando la distanza da P, alla retta probabile con U,, ab-
biamo , ‘
U,=—ux,sen ¢ + ¥,.c08 ¢ . ()
Per cio si ricava da (3)
[EUU]=S—R, (8)
che & il valore minimo di [g V V1.
Cerchiamo adesso lerrore medio dell’angolo «probabile» .
Da (2) segue
cos 2¢9g. AR—2Rsenzg.Ap= [gxAx]—[gyAy],
sen2¢. AR+ 2Rcosz2o. Aog=[gyAx]+[gxAy].
Moltiplicando queste equazioni per sen 2 ¢ e cos 2 ¢, e sot-
traendo, si trova:
2R.Ap = | —[gxAx]+[gyAyl{senzo + {[gyAx] +
+[gxAylicos2q.
Siano A x, =&, Ay, =, Ap == (espresso in radianti) gli
errori veri di x,,v,, ¢, ed indichiamo i valori veri di x,,y,, ¢, R

con %, $, & R ;allora I’equazione precedente, applicata al caso che
gli scostamenti A x,, A y,, A ¢ siano gli errori veri, fornisce:

2Re={—[y%El +[ghul}senzd+ {[gHEl +[ginljcos 2.

Quadrando e prendendo la media vera (estratta da una serie
infinita ideale di serie di osservazioni), che sard indicata con M (z7),
risp. M (EE), ecc., si ottiene

4R M (z7) =
=M (g2EP)— 2 M (g2 E][gH ) + M ([gHnP)} sen 25 +
+2{—M([gxE][ghE)—M (g2El[gZx ) + M ([gyn][gy &) +
+ M ([g9][gZ ]} sen 2§ cos 29 +
+{M([gHEP) +2M ([gHEl[g2x]) + M (g2 F){cos*25. (9)

Nella riduzione delle espressioni M ([g % £]9), M ([g % ] [g9 1)), ecc.,
incontriamo le somme (medie vere) M (£, &), M (£, 8), M (& ),

M (g, ), M (n, “flk): M (’Qk ).
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Indicando con o, 'errore medio dell’'unitd di peso, e conside-
rando che x, ed y, hanno lo stesso peso g,, si trova dapprima :

6,2

ME¢&) =M (o m) = g-

D’altra parte, 'osservazione x, essendo indipendente dalle osser-
vazioni x, (/ 3 &), y,, € — secondo il convenuto — pure da y,, si ha:

M (€,8) =0, M (g ) =0, M () =o, e parimenti M (y, n) =0’
Percio si ottiene

M2EP) =M (g2 22 8&) + M ([[gg2% 8 gl =
Itk

=[g2 2 M EE)] + gy MEE] =
14

= [g* % gg‘f] + 0o =[g %o’ =[g % 2] o,
Analogamente
M(gx€][ghn) =o, M(gynF) =I[g)Ios;
M(gzEl[gyE) =[gx 9o, M ([gz&][gx 7)) =0,
M(ghmllghE) =0, M ([ghnllgxn)) =[gxylos;
M (g9EF) =[g¥ ¥los* , M ([gHEI[g X n]=0, M ([gXn]) =
= [g % %] o2
Cosi I'equazione (9) pud essere semplificata :
4R M (zv) = |[gF 3]0 —o0 +[gF Do} sen? 25 +
+2 {—[g&9]o—o0+ o0+ [giF]}sen25 cos 2§+

+ {[é’f’f’]%z + o+ [gxi]ol)cosr2p,
ovvero

4R M (x7) = {[g 28] + (g9 7]} o0 =2 S ot .
Ora M (r 1) & il quadrato dell’errore medio vero op di ¢ ; dunque

S
65" = — G2 . (10)

A o]
2 R
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Si tratta adesso di ottenere il valore di 2.
Prendendo per la retta y = m x la retta veray = mox =

= tang ¢ . x, e denotando le distanze dei puntl P, ad essa con T4,
I’equazione (3) si trasforma nella :

[gTT)ZS—RCOSZ(cp—q;) =S —Rcos27=S—R +
+2Rsen*t=[gU U] +2Rsen’*r

Le media vera di questé espressioni & quindi :
M((gTT)=M({gUU]) +2R M (sen?7) . (11)

La posizione vera ﬁk del punto P, (colle coordinate %, , 9,) deve
naturalmente trovarsi sulla retta vera; dunque

0= —3%,seng + ¥, cos g . (12)
La distanza T, dal punto «osservato» P, alla retta vera vale
Ty=—4%xsenp +y,c08% =— (% + &) seng + (J, + n,) cos g,
o, usando la (12), '
Ty=—E§send 4+, cos g,
donde

[¢T T1=[gEE] sen® ¢ — 2 [g Em]sen § cos § + [gn 7] cos* §
Poiche

M ([g8&) =[g M (& &)]=¢

P S

M([gtn) =[eM Eml=o0,M{gnn) =[gM (nn)]=

MEE) +... + g MEE) =
_—%60 s

G’
:[gk gk]=%602)
dall’equazione precedente si deduce:
Mg TT]) =no (13)

Ammettendo che 'errore vero ¢ dell’angolo probabile ¢ sia pic-
colissimo, & lecito scrivere :
S
2 k-

ove = ha il solito significato di « presso a poco uguale a ».

2
GD)

M(SenzT)-’!M(’rT) = o'c%z'
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Allora I'equazione (11) pud ridursi a

~ A

S
ot =M(gUUD+ Soi.

%GGZEM([gUU])—j—ZR 2 B2
R
Poiche i valori «veri» M ([gU U], R, S sono effettivamente
sconosciuti, prendiamo al loro posto, stimandoli approssimativa-
mente, i valori sperimentali [g U U], R, S (gli unici che sono a nostra
disposizione) ; cosi I’equazione precedente fornisce

 _UUl_ gUU}  S—R »
T ST S—_R™ S—_r- (4
n—p B—I— p m—I—

Dalle (10) e (14) si trova per l'errore medio dell’angolo proba-
bile ¢ :

2~ : : (15)

Passando dall’angolo ¢ alla tangente z; = tang ¢, la formola
differenziale

Am=Atang g = sec’p. A g,
applicata agli errori verip et dimep, ci da
p=secq.1;
percio, prendendone il quadrato medio vero,

S S—R
S

—2 A —2 ‘o . . ,
Cr sect ¢ . o ~ sect ¢ 2 k2 _R
"I R
ossia
.t SR | (16)
™ Rcos*g S—R
2{n—1— R )
. . S—R
nella quale & da notarsi che spesso la frazione ——— sard trascu-

R
rabile di fronte a # — 1.
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11 problema di compensazione che ci eravamo proposto & dunque
stato risolto :

1) quanto al rapporto #, dalle equazioni (4) e (5),
2) quanto al suo errore medio, dalle equazioni (16), (2), (5).

Nel caso n =1 siha U, =0, donde [gUU]=S—R=o0,
e percid la formola (16) da un valore indeterminato per o5, come
era prevedibile.

Le quantita S, R possono rappresentarsi geometricamente in
un modo molto semplice.

Ponendo 4 = [gxx], B =[gxy], C = [gyy], costru-
iamo tre segmenti di lunghez-
ze A, B, C; prolunghiamo
poiGH=Adi H J =C, con-
duciamo nel punto H la per-
pendicolare H K = B, e trac-
ciamo la semicirconferenza
avente G J per diametro. Il
raggio per K abbia come e-
stremo il punto N.

C
Allora il raggio del cerchio vale =S, la distanza M H

A—C
di H dal centro M (misurata da M nella direzione di J), vale P

dunque MKzV(A_C)Z_;_BzzR,eKN:S——R. Di piu
2

nel caso B> o0: < JMN =2¢9e<JGN =g¢;
nel caso B<o:<JMN=2n—2¢ e <JGN=n—q.

Acausadi AC— B =[gxx][gyy]l — [gxyF = [[8& & (% ¥ —
— % ¥)?]] >o,siha HL>H K; cio¢ il punto K & necessariamente
situato entro il cerchio. Del resto, gia dalla relazione [g U U] =
S — R & evidente che S— R >0, quindi M N > M K.

Se tutti i punti P, sono quasi allineati con O , la quantita S — R
¢ insignificante rispetto ad S ed R. La quantita R si deve allora cal-
colare mediante la formola (6), perché si ottenga un valore preciso

con Un numero sufficiente di cifre significative. Calcolando R da
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I
—(4—0)

= ————— mediante logaritmi, il pit delle

cos 29

volte si avrebbe bisogno di una tavola di logaritmi almeno a 7 deci-
mali, per ottenere S — R con una precisione di 1 9%,

Terminiamo con qualche esempio :

Pyismo esempio.

% y g xx
28,5 30,2 2 812,25
26,7 28,3 3 712,89
29,2 30,7 1 852,64
25,4 27,1 2 645,16
27,3 280 2 745729

n=s5
=[gxx] = 739671
=[gyy]l = 830848
A+C= = 1570519
A4—C= =—o91L77
2B =2[gxy]= 1567858

og (4 —C)= 12,95988
log2 B = 4,19531

log cot 2§ = n8,76457

xy yy g§x* g§xy §YY
860,70 912,04  1624,50 1721,40 1824,08
755,61 800,89  2138,67 2266,83 2402,67
896,44 942,49 852,64 896,44 942,49
688,34 734,41  1290,32 1376,68 1468,82
788,97 83521  1490,58  1577,94  1670,42

7396,71  7839,29  8308,48

s=4 ;r ©- 7852,595 _
4 R?=(4 —C)? + 4 B2 = (—o11,77)* + 15678,58* =
= 831324,5329 + 245817970,8164 =
= 246649195,3493

2 R = 15705,06910

R = 7852,53455 R — S = 0,06045, S ;R tra-

scurabile,

log (S — R) = 8,78140 log cos § = 9,83650
log S = 3,89501

log cos? ¢ = 9,67300
—log 2 (» — 1) = 9,09601 g 9673

log R = 3,89501

=1 — © — Qo° I, 2
og {—tang (2§ —90°) } 7133 oo Reost T = 3,568t
— S(S-R) _

2P — go° = 3°19"41” + lo ( 0,88666

$ — 90° = 3919’41 sz(n—I)
P — 45° = 1°39"51” log R cos? ¢ = 3,56801
¢ = 46°39’51” log om = 7,31865 Om = 0,00208

log tang § = 0,02523 , m = tang ¢ = 1,0598 dunque # = 1,0598 4= 0,0021

oppute, arrotondando,
m = 1,060 -4 0,002,
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Secondo esempro.
A=[grx]= ,70, B = X = 2,74,
x y g gxx gxy gyy; C=E§yy]]=237§ [g %] 74
A+ C=6,00,4—C=1,40

+ 11+ 101 L2+ LIo 1,00 ; R? = 0,4900 + 7,5076 = 7,9976
409 +06 1 081 +054  036] S =300 = o7
R = 2,82800, S— R = 0,17200
: _ o770
+07 +0,5 1 0,49 +0,35 0,25 cot2 = 274 log cos § = 9,89751
+ 0,2 40,2 I 0,04 + 0,04 0,04 log 0,70 = 9,84510 log cos? @ = 9,79502
+0,I1 —o0,2 1 0,0I —0,02 0,04 log 2,74 = 0,43775 log R = 0,45148
o —02 I O o 0,04 logcot 2@ = 9,40735 log R cos?p=0,24650
—o0,3 +0I I 0.09 — 0,03 0,0I 2@ = 75040'8"
—o0,4 —0,2 I 0,16 - 0,08 0,04 ® = 37°504"
—o0,5 —0,4 1 0,25 0,20 0,16 logtang @ =9,8g022 =logm wm =0,77664
—0,8 —0,6 I 0,64 + 0,48 0,36 log cos § = 9,89751
# =10 370  +2,74 2,30
log (S — R) =9,23533 log S = 0,47712
log R = 0,45148 log (S — R) = 9,23533
8,78385 : o
S_R log ( } S—R) = 8,74167
T=0,0608 2\n— — TR
7n-—1I— S—;—Ri =9—0,0608 = 8,9392 8,45412
S(S—R -
S—R lo = 0,22706
log (”‘I - R‘) = 095730 gV S-R 7
2 (’ﬂ —I— T)
1 =
3 0}% 2= 2,30103 log R cos?§ = 0,24650
log2 (n —I- 5 ) = 1,25833 log o' = 8,98056
om = 0,09562 dunque

m= 0,777 :l: 0:096
oppure, arrotondando,
m = 0,78 -4 o,10.
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