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PRESENTAZIONE 

Il Manuale di tecniche di indagine la cui preparazione è stata 
curata dal Reparto Studi dell'Istituto, si configura come guida 
per la razionalizzazione delle operazioni di rilevazione ed è stato 
pure concepito quale strumento didattico da utilizzare ai fini del
la formazione dei funzionari dell'lstat. Poiché neU'effettuazione 
di indagini statistiche sono impegnati molti altri organismi pub
blici e privati, si ritiene che esso possa costituire uno strumento 
utile anche per l'attività di questi organismi, in particolare di 
quelli che hanno un qualche ruolo nel sistema informativo socio
economico del Paese. 

Il Manuale prende in esame i vari segmenti del ciclo produt
tivo nei quali si sviluppa normalmente ogni indagine statistica 
cogliendo aspetti che vanno dalla costruzione del disegno cam
pionario al controllo della qualità dei dati, dall'analisi delle carat
teristiche delle varie tecniche di indagine alla definizione di criteri 
standardizzati per la presentazione dei risultati. Pensato inizial
mente per le indagini condotte con il metodo del campione, in 
particolare per quelle sulle famiglie, nella sua definitiva articola
zione esso detta norme valide per fasi di lavoro riscontra bili nel
le rilevazioni totali ed allarga pertanto il suo campo di applicazio
ne che finisce per comprendere le generalità delle indagini. 

La sua impostazione riflette il desiderio di colmare il divario 
fra il libro di testo ed il manuale operativo. Se da un lato infatti 
non si rinuncia al rigore della formalizzazione e si introducono 
spunti di innovazione sul piano metodologico, dall'altro si tengo
no ben presenti le esigenze del lavoro sul campo e risulta quindi 
ampio lo spazio riservato alle esemplificazioni. 

Il Manuale consta dei seguenti fascicoli: 
1. Pianificazione della produzione di dati 
2. Il questionario: progettazione. redazione. verifica 
3. Tecniche di somministrazione del questionario 
4. Tecniche di campionamento: teoria e pratica 
5. Tecniche di stima della varianza campionaria 
6. Il sistema di controllo della qualità dei dati 
7. le rappresentazioni grafiche di dati statistici 

In ogni caso va precisato che il Manuale non è da conside-· 
farsi completato in quanto è previsto che ai fascicoli program
mati se ne aggiungano altri mano a mano che l'attività di ricerca 
avrà portato a termine l'esplorazione di aspetti per ora solo indi
viduati. 
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PARTE 1 

INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEL CAMPIONAMENTO 



CAPITOLO 1 - CONSIDERAZIONI GENERALI 

La fase iniziale nello studio dei fenomeni statistici il costituita IntnIduzione 
dai processi di raccolta delle informazioni sulle modalità attra-
verso le quali i fenomeni stessi si manifestano; da tali processi 
scaturiscono, alla fine, i dati statistici elementari. 

Una prima suddivisione nello studio dei fenomeni statistici 
(siano essi naturali, ambientali, socio-demografici, economici, 
ecc.), sulla base dei processi di raccolta dei dati, il in: i) Indagine 
statistica; ii) Esperimento statistico. 

L'indagine statistica il caratterizzata dalle seguenti peculiari
tà: 
- esistenza di unità individuabili sulle quali effettuare la misura

zione (rilevazione) della caratteristica (o delle caratteristiche) 
di interesse; 

- l'insieme di tali unità, denominato popolazione, il costituito 
da un numero finito di elementi. 

L'esperimento statistico il invece caràtterizzato dai seguenti 
aspetti: 
- le osservazioni (dati) riguardano risultati di prove (ad esem

pio, testa e croce nel lancio di una moneta) o di esperimenti 
(ad esempio, dosi-risposte nella sperimentazione dei farma
ci); 

- non il possibile parlare di popolazione finita, in quanto il teori
camente possibile prolungare all'infinito il numero delle prove 
o degli esperimenti stessi. 

Talvolta i due processi vengono indicati con i termini situa
zioni osservazionali, nel caso di indagine statistica e di situazioni 
sperimentali nel caso di esperimenti statistici (Coppi, 1979). In 
questo volume ci occuperemo esclusivamente dell'indagine sta
tistica. In una indagine statistica, si hanno a disposizione N uni
tà, che costituiscono la popolazione oggetto di indagine; la 
popolazione il indicata con la lettera U, mentre una sua generica 
unità sarà denotata con la lettera u. 

Ad ogni unità u di U viene associato un numero identificativo 
i ti = 1, .... , N); pertanto, ad ogni i corrisponde l'unità Uj di U e 
viceversa. 

Introduciamo inoltre i simboli V e VI per indicare rispettiva
mente la caratteristica da rilevare (variabile oggetto di indagine) 
ed il valore osservato sulla generica unità Uj. 

Se si il interessati allo studio di un solo carattere, e quindi 
l'indagine viene condotta su una sola caratteristica di u, allora V 
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è una variabile unidimensionale; se invece si intende misurare su 
ciascuna unità caratteristiche diverse, allora y sarà multidimen
sionale. Se. ad esempio. interessa misurare k caratteristiche. la 
variabile oggetto di indagine .può essere formalmente espressa 
da: 

y = (y, •...• yj •......•• yk) (1) 

ed il valore osservato sull'unità i da: 

(2) 

Ad esempio. con riferimento ad una ipotetica indagine sui 
consumi delle famiglie immaginiamo che i caratteri da rilevare 
siano: 

y, = reddito; 
Y2 = spesa per generi alimentari; 
Y3 = numero di componenti il nucleo familiare. 

In tal caso. la variabile oggetto di indagine sarà: 

y = (y,. Y2' y~ (3) 

Sulla generica famiglia i. dell'insieme delle N famiglie. una 
particolare modalità della variabile y assumerà la forma: 

(4) 

Altri due aspetti molto importanti nelle indagini statistiche 
sono: il periodo di riferimento delle variabili oggetto di studio ed 
il periodo di rilevazione. 

Per periodo di riferimento si intende l'istante o l'intervallo di 
tempo cui viene riferita l'osservazione della variabile (o delle 
variabili) oggetto di studio. 

Nel caso dell'ultimo censimento della popolazione, ad esem
pio. le variabili relative al foglio di famiglia sono state rilevate 
con riferimento alla data del 25 ottobre 1981; nei casi in cui era 
necessario ricorrere ad un momento preciso ci· si è riferiti alla 
mezzanotte tra il 24 ed il 25 ottobre 1981. 

Ad esempio, i bambini nati prima della mezzanotte del 24 
dovevano essere censiti. quelli nati dopo la mezzanotte del 24 
ottobre dovevano essere esclusi dal censimento. 

Nel caso dell'indagine Istat sui consumi delle famiglie 
(lSTAT. 1988) il periodo di riferimento, relativamente alla spesa 
per generi alimentari, è la decade del mese. Più precisamente. 
su un campione di famiglie viene rilevata la spesa sostenuta per 
pane, pasta. ecc .• nei primi dieci giorni del mese di gennaio; su 
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un secondo campione di famiglie, la spesa sostenuta nella se
conda decade di gennaio; e cosI via per le restanti decadi dei 
mesi successivi. 

Il periodo di rilevazione viene definito come l'intervallo di 
tempo in cui viene materialmente effettuata la rilevazione. 

Riprendendo l'esempio relativo all'ultimo censimento della 
popolazione, il periodo di rilevazione era definito dall'intervallo 
25 ottobre - 11 novembre, 1981. 

Nel momento in cui si decide di effettuare un'indagine stati- La popolazione 
stica occ~rre. i~d~viduar~ gli obie~ivi che si vogliono perseguire. 

Per obiettivI SI deve Intendere Il complesso delle informazioni 
che l'indagine dovrà fornire. 

Questi possono dipendere dall'insieme delle informazioni di
sponibili a priori per ogni unità di U, dalla possibilità di individua
re le unità da rilevare, dall'esistenza di liste, ecc .. 

Dalla individuazione degli obiettivi discende la definizione di 
unità di analisi e quindi della popolazione oggetto d'indagine (o 
di studio). 

Se ad esempio, con riferimento alla popolazione residente di 
una data area geografica, l'obiettivo della indagine è quello di 
ottenere il reddito medio per sesso e classi di età (15 i- 45; 
451--70; 70 1--). l'unità di analisi è !'individuo, e la popolazione 
oggetto d'indagine è !'insieme degli individui di età maggiore di 
14 anni. 

Dopo aver definito la popolazione oggetto di indagine e pri
ma di effettuare la rilevazione sulle unità definite, è necessario 
disporre di una lista attraverso la quale identificare e raggiunge
re le unità stesse. Bisogna tuttavia sottolineare che non sempre 
è disponibile una lista della popolazione oggetto di indagine, per 
cui si rende necessario l'utilizzazione di liste costituite da unità 
diverse d~ quelle di analisi, che consentano però di raggiungere 
queste ultime. 

Le unità costituenti la lista sono chiamate unità-di campiona
mento. 

Gon riferimento all'esempio precedente, si supponga di non 
disporre di una lista di individui ma di una lista delle famiglie 
residenti in quell'area geografica. 
. .T~le . lista verrà u~ilizzata per ~aggiungere ed intervistare gli 
individuI appartenenti alla popolazione oggetto di indagine. 

Nelle situazioni concrete, tuttavia, non sempre è possibile 
rilevare, qualunque sia la lista, tutte e soltanto le unità costituen
ti la popolazione suddetta. L'insieme delle unità individuabili 
attraverso la lista costituisce la popolazione base. 

Riprendendo ancora l'esempio precedente, può accadere sia 
che la lista delle fan:'iglie non contenga tutte quelle effettivamen-
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te residenti nell'area geografica, sia che contenga delle famiglie 
che risiedono di fatto in altre aree; conseguentemente si ha che 
la popolazione base può non coincidere con la popolazione 
ogRetto di indagine. 

E da sottolineare, a questo punto, che le due popolazioni 
sinora definite sono del tutto teoriche, nel senso che esse non 
rappresentano (per il fenomeno della mancata imervista) ancora 
l'insieme delle unità sulle quali vengono osservate le modalità 
delle variabili oggetto di studio. Tale insieme, nella letteratura 
statistica sull'argomento, è noto sotto il nome di popolazione 
osservata. 

~ possibile, infine, che non tutte e soltanto le unità della 
popolazione osservata vengano considerate ai fini dell' otteni
mento degli obiettivi dell'indagine, in quanto il processo di con
trollo della qualità dei dati può determinare l'aggiunta o l'elimi
nazione di una o pia unità; quest'ultima popolazione viene deno
minata popolazione indotta. 

Dalle considerazioni svolte discende, penanto, che la defini
zione di popolazione oggetto di indagine è una operazione tanto 
imponante dal punto di vista operativo quanto complessa dal 
punto di vista teorico. Nella generalità dei casi concreti, quindi, 
la popolazione utilizzata per la determinazione dei risultati dell'in
dagine può differire da quella oggetto di studio (Kish, 1965). 

A margine è utile accennare ad alcuni panicolari casi di inda
gini statistiche in cui, definiti gli obiettivi dell'indagine, risulta 
impossibile o estremameme complesso determinare la popola
zione oggetto d'indagine e/o quella base. 

Se, ad esempio, interessa misurare il grado di inquinamento 
atmosferico su un determinato territorio o di presenza di so
stanze chimiche nel terreno, le unità di analisi vengono a deter
minarsi sulla base dei volumi di aria o di terreno analizzabili, e le 
unità di rilevazione sono le aree individuate da apposite suddivi
sioni (reticoli) del territorio di riferimento; questo tipo di indagine 
viene chiamata indagine areale. La popolazione è formata dall'in
sieme degli elementi del reticolo, mentre la lista diventa la suc
cessione generata dalla numerazione degli elementi stessi. ' 

Esistono poi le indagini biologiche, in cui la popolazione è 
formata da batteri o virus, e quelle fisiche, in cui la popolazione 
può essere formata da molecole, atomi, ecc; anche per queste 
indagini sussistono le difficoltà accennate. 

Come accennato precedentemente, gli obiettivi di una indagi
ne statistica sono la conoscenza di alcuni parametri di interesse 
della popolazione (ad esempio, reddito medio, numero di occu
pati, ecc.). Il raggiungimento di tali obiettivi avviene attraverso 

,; 
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la raccolta di misurazioni delle modalità assunte dalla variabile 
oggetto d'indagine sulle unità di U. Successivamente, l'insieme 
delle informazioni raccolte deve essere elaborato, sintetizzato e 
presentato in una forma (grafica, tabellare, ecc.) atta a fornire gli 
obiettivi dell'indagine stessa. 
, Pia in generale, definiamo parametro oggetto di indagine una 

funzione F [.] delle modalità osservabili sull'insieme degli ele
menti di U, che indichiamo con: 

(5) 

I parametri il cui calcolo è pia frequentemente richiesto sono: 
totale, media e rappono tra due totali (Fabbris, 1989). 

Per il totale, la funzione F [.] diventa: 

N 

V= 1: VI (6) 
i ... 1 

Per la media si ha: 

N 
- 1 ~ 
V= -kl VI 

N i .. 1 
(7) 

Per il rappono tra due totali (o tra due medie) 

N 

1: VI 
i= 1 

R= 
N 

(8) 

1: XI 
i- 1 

Esistono inoltre diverse tipologie di variabili oggetto di inda
gine; una generale suddivisione può comunque effettuarsi in 
variabili quantitative e variabili qualitative. Le variabili quantitati
ve possono suddividersi in discrete e continue, mentre le quali
tativé in ore/inabili e non ore/inabili. Per quanto riguarda le varia
bili' continue è appena il caso di sottolineare che è una distinzio
ne del tutto teorica, in quanto le variabili che interessano le inda-

15 
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gini concrete vengono sempre rese discrete attraverso opportu
ni arrotondamenti. 

Il parametro V diventa l' ammontare totale di un carattere in 
U se tale carattere è quantitativo; una frequenza assoluta delle 
unità con una dé!la modalità del carattere y. se è qualitativo. 

Il parametro V diventa invece: la media. se y è quantitativo; 
una frequenza relativa. delle unità che possiedono le modalità di 
interesse. se y è qualitativo. 

Allo scopo di chiarire quanto appena detto consideriamo il 
seguente esempio. 

Con riferimento all'indagine Istat sui consumi delle famiglie 
(1ST A T. 1988) tra le variabili oggetto di studio è compresa la 
variabile y: numero di componenti della famiglia. 

Essa può essere decomposta in: 
y,: numero di componenti = 1 
Y2: numero di componenti = 2 
V3: numero di componenti = 3 
e cosi via. 
Ognuna di queste ultime variabili diventa in tal modo un 

carattere qualitativo. denominato variabile indicatrice dell'insie
me di componenti della famiglia. che assume valore 1 oppure O 
a seconda che la famiglia osservata abbia (oppure no) la modali
tà 1.2.3 •...• ecc .. 

In altri termini. con riferimento ad esempio a y,. si ha: 

{ 1 se la famiglia ha un solo componente 

y, = O se la famiglia ha un numero di componenti diverso da 1 

Con riferimento alla variabile y. la relazione: 

N 
- 1 ~ 
V=-~ Vi 

N i= 1 
(9) 

assume il significato di numero medio di individui per famiglia. 
mentre l'espressione: 

N 
- 1 ~ 
V=-~ 

N i=1 
(10) 

riferita alla variabile y,. rappresenta la frequenza relativa delle 
famiglie con un numero di componenti pari ad 1. 

Per quanto riguarda il totale del carattere y si ha 

N 

v= LVI 
i= 1 

(11 ) 

indica l'ammontare di individui nella popolazione. L' espressio
ne: 

N 

v= LVii (12) 
i= 1 

fornisce invece la frequenza assoluta delle famiglie con un com
ponente. 

Una valutazione esatta dei parametri descritti può aversi (se 
viene ipotizzata l' assenza di errori di misura) soltanto osservan
do tutte le unità di U; in altri termini. conducendo una indagine 
denominata Totale o Censuaria. Le indagini totali consistono 
nell'osservare tutte le unità di U. attraverso uno specifico piano 
di rilevazione. dopo averle individuate utilizzando gli strumenti 
esposti precedentemente (liste. aree. strade. ecc.). 

Se. invece. si è disposti ad avere una valutazione del para
metro di interesse in termini di incertezza è allora pOSSibile con-

-durre una indagine compiendo le osservazioni _ della variabile su 
una parte delle unità di U; questo tipo di indagine viene chiama
ta parziale o campionaria. Solitamente si pensa che l' indagine 
censuaria consenta di arrivare ad una valutazione certa del para
metro di interesse; in realtà non è esattamente cost 

Infatti. numerosi sono i fattori di errore che intervengono nel
le varie fasi di espletamento dell'indagine stessa ed il loro effet
to può essere di maggiore influenza in una indagine totale che 
non in una indagine campionaria. -

Indichiamo. come già fatto in precedenza. con: 

o- = O + e(N) = F [V,.···. Vi····· VNl + e(N) (13) 

il parametro oggetto di indagine osservato; il termine e(N) 
indica l'errore che può essere commesso durante tutte le fasi di 
preparazione ed espletal!lento dell'indagine. ossia l'errore di mi
sura. 

Indagini 
totali 
ad indagini 
campionarie 

17 



18 

L'indagine 
per campione 

TECNICHE DI CAMPIONAMENTo: TEORIA E PRATICA 

Nel caso di indagine campionaria, oltre all'errore di misura, è 
presente anche l'errore campionario dovuto alla natura parziale 
della rilevazione. Per tali indagini, quindi, si ha un errore totale, 
simbolicamente espresso da: 

e,= sIN, n, S2) + e(N, n) (14) 

dove sIN, n, S2) indica l'errore campionario visto come fun
zione della dimensione del campione n e della variabilità del 
carattere S2 (Cochran. 1977; Signore, 1988). 

In questa sede verranno trattati soltanto quegli errori che 
derivano dalla mancata osservazione di una parte delle unità di 
U, ossia gli errori campionari. 

La forma della (14) è di solito additiva poiché le due compo
nenti. in genere, sono indipendenti; non si possono comunque 
escludere a priori forme diverse da quella additiva. 

Per quanto riguarda le indagini censuarie le loro caratteristi
che positive possono cosi riassumersi: 
- consentono di ottenere una valutazione del parametro 9 con 

un elevato grado di acc!Jratezza. purché venga prestata mas
sima attenzione agli aspetti organizzativi ed ai processi di 
misurazione e registrazione dei dati; 

- consentono di costruire e controllare le liste. 
Le caratteristiche negative invece sono: 

- costo elevato; 
- tempi di preparazione dell'indagine e di esecuzione ed elabo-

razione dei dati elevati; 
- minor dettaglio nelle informazioni rilevate; 
- complessità nella gestione dei records; . 

È evidente che quelle che sono caratteristiche negative per 
una indagine censuaria diventano positive per una indagine cam
pionaria. 

Bisogna comunque aggiungere che l'indagine censuaria risul
ta necessaria per rilevare, ad intervalli di tempo. quelle variabili 
strutturali utili alla conoscenza dei principali fenomeni riguardanti 
la popolazione; i risultati possono essere poi utilizzati per con
durre indagini campionarie più efficienti su particolari fenomeni 
di interesse. L'efficienza che deriva dall'utilizzo delle informazio
ni censuarie dipende (come del resto l'intervallointercensuario) 
dalla dinamica temporale delle variabili strutturali. 

Nella letteratura statistica con il termine campione si intende 
un sottoinsieme di U. 

Come detto in precedenza. per procedere ad una indagine 
statistica (totale o campionaria) bisogna disporre di unità identi
ficabili attraverso una lista o base dell'indagine. La lista viene 
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creata attribuendo a ciascuna unità di U un numero identificativo 
i. per cui scrivere ad esempio: 

U = { 1, 2. 3, 4} (15) 

equivale ad indicare. qualunque cosa esse rappresentino (fa
miglie. individui. aree. ecc.). le unità di U con i numeri da 1 a 4. 
Viene da chiedersi se esistono criteri per assegnare un numero 
ad una unità invece che ad un'altra. ma questo porta a conside
razioni che esulano dagli scopi del manuale. Estrarre un campio
ne di n unità da U significa estrarre n numeri da: 

L = { 1. 2. 3 •.....• N l (16) 

(n < N) ed osservare (intervistare) le unità di U che corri
spondono all'insieme selezionato: 

i = 1 •...• N (17) 

Si ottiene quindi !'insieme dei valori osservati (non tutti di
stinti), che rappresenta il risultato campionario: 

Y(s) = {Y, •...• Yj •.. ·.Yn } (18) 

L'insieme di tutti gli insiemi di unità che è possibile formare. 
avendo a disposizione una popolazione di N unità. viene chiama
to universo campionario ed indicato con Ue • Ad esempio. se: 

U = { 1. 2. 3. 4} 

Ue = [{ 11. {21. {31. {.il. {1.21. {1.31. {1 Al. {2.3I, {2AI. 
{3AI. {1.2.31. {1.2AI. {1,3AI. {2.3AI. {1.2.3AH 

(19) 

(20) 

Una prima suddivisione nella tipologia di campioni. per lo 
studio del carattere Y. può essere effettuata sulla base del tipo 
di meccanismo utilizzato nella scelta delle unità di U da osserva
re. A seconda che le unità appartenenti ad s siano state scelte 
per certe loro caratteristiche specifiche od a caso. si hanno le 
due seguenti procedure di campionamento (e quindi due diverse 
tipologie di campioni): 

- campionamento ragionato; 
- campionamento casuale. 

Nel" primo caso vengono scelte. come campione. delle parti
colari unità di U sulla base di informazioni a priori sulle unità 
stesse. in modo da soddisfare alcune predeterminate esigenze; 

19 
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nel secondo caso, invece, le unità da rilevare sono scelte a 
caso. 

Il campionamento I motivi che possono indurre lo statistico a ricorrere ad un 
l'IIgloneto campione ragionato sono di varia natura, ma tutti comunque 

rispondono all'esigenza di controllare il risultato ottenuto V(s) 
sulla base di informazioni a priori sulle unità di U. 

Per meglio chiarire tale concetto viene, di seguito, presenta
to un esempio in cui si ha una popolazione di 8 unità (N = 8) ed 
u!1 ca'!lpi~ne di 2 unità (n = ~). Il carattere oggetto di indagine 
viene indicato con y, mentre Il carattere ausiliario Onformazione 
a priori) viene indicato con x. 

Sia 

{1,2,3,4,5,6,7,8} 

la popolazione oggetto d'indagine e sia: 

{O, 1, 1,0, 1,1,0, 1} 

(21) 

(22) 

l'insieme dei valori che il carattere y (supposto dicotomico) 
assume in U. 

Supponiamo di conoscere le modalità assunte dal carattere· 
ausiliario x su tutte le unità di U e di essere a conoscenza inoltre 
che tra i caratteri y ed x esiste un «legame» sufficientemente 
elevato. 

Sia poi: 

{O,O,1 ,0, 1 ,0,1, 1} (23) 

l'insieme dei valori assunti dal carattere x in U. 
Nel. nost.ro caso,. il significato del termine legame è che le 

modalità del caratteri y ed x sulle stesse unità di U risultano, con 
frequenza elevata, identiche. In altri termini 
Ply(i) = 1Ix(i) = 1}> p{y(i) = 1} 

dove il simbolo P indica la probabilità. 
Poiché è conosciuto a priori che esiste un legame abbastan

za stretto tra x ed y (infatti le unità che presentano lo stesso 
valore sia della y che della x sono 7 su 8) si può scegliere un 
campione in modo che risulti: 

(24) 

Infatti, scegliendo: 

s = {3, 4} 

si ha: 

x (s) = {0,1} 

e quindi: 

8 :st =~1 + O) = 4 = X 
2 

CAP. 1 - CONSIDERAZIONI GENERAU 

Come si vede, la stima campionaria'\> risulta diversa dal 
valore vero del parametro V, ma abbastanza vicina adesso. 
Inoltre, nel nostro caso, sono pochi i campioni in Ua in cui 

:st = X e, contemporaneamente'\> molto diverso da V. 
Come si vedrà meglio in seguito, anche non adottando un 

campione ragionato, esiste la possibilità di utilizzare l'informa
zione disponibile su x. 

Nella popolazione U, su ciascuna unità u, la caratteristica . 
oggetto di indagine y, assume una determinata modalità V. 

L'insieme delle modalità assunte dall'insieme delle unità lui 
viene simbolicamente indicato con: 

V(L) = (V,,···, VI'···'V~ (25) 

che indica un ben· determinato punto nell'insieme di tutti i 
possibili punti derivanti dall'associazione, a ciascuna delle unità 
di U, delle possibili modalità del carattere y. 

L'insieme V(L) è, in altri termini, deterministico, nel senso 
che V,,·····,VN sono valori certi (se pur sconosciuti) del carattere 
y. Il parametro oggetto di indagine è, come già visto, una fun
zione di V(L), mentre una stima campionaria di 9 risulta una fun
zione dei dati campionari V(s): 

A = F [Y (s)] (26) 
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Supponiamo che {si non sia stato scelto aleatoriamente; poi
ché: 

v (s) = (V" .. ·,V,J (27) 

è un insieme di valori certi di y, allora la (27) èuna funzione 
deterministica; ossia 9 non può essere considerata una variabile 
aleatoria. Questo fatto risulta abbastanza grave in quanto, non 
essendo 9 una variabile aleatoria, non è possibile applicare la 
teoria dell'inferenza statistica; teoria che è alla base dello studio 
dei fenomeni statistici tramite le tecniche campionarie. 

Per fare in modo che 9 sia una variabile aleatoria bisogna 
rendere casuale !'insieme V(s); ciò viene realizzato semplice
mente rendendo aleatorio !'insieme s delle etichette che indivi
duano le unità di U che faranno parte del campione. 

~ allora evidente che, scegliere a caso le unità di U che faran
no parte del campione, significa scegliere a caso !'insieme s in 
modo che V (s) rappresenti una realizzazione della variabile alea
toria y. 

Poiché 9 è una funzione di V(s) di conseguenza risulta essa 
stessa una variabile aleatoria, la quale (dato il suo ruolo di sti
matore del parametro 9) gode di particolari proprietà di cui verrà 
trattato nel prosieguo. Il motivo quindi di casualizzare la scelta 
delle unità di U risiede nel rendere applicabile la teoria dell'infe
renza statistica al campionamento da popolazioni finite. 

L'inferenza è, come ben noto, quel processo attraverso il 
quale, disponendo di un numero limitato di osservazioni (dati 
campionari) di un certo fenomeno (carattere oggetto di indagi
ne), è possibile fare delle valutazioni più generali (sulla popola
zione), la cui validità è misurabile in termini probabilistici. 

La validità di tali valutazioni dipende, in larga misura, dal 
modo in cui vengono scelte le unità da osservare. Questa fase 
viene definita disegno di campionamento. 

Una definizione più precisa di disegno di campionamento 
verrà fornita in seguito; per il momento esso viene inteso come 
una distribuzione di probabilità su Uc• 

Ad esempio, la distribuzione di probabilità, indotta dalla scel
ta ragionata delle unità di U (campione ragionato), su Uc è: 

d (s) ={ 01 s = So (28) 
s *so 

dove So rappresenta un insieme di unità di U caratterizzate da 
una qualche proprietà di interesse per !'indagine. 

~ da aggiungere che nel campionamento ragionato il disegno 
non ha una particolare rilevanza; quello che invece è rilevante 
sono le motivazioni che inducono a scegliere delle unità invece 
di altre. 

CAPITOLO 2 - CONCETTI BASE DELLA TEORIA DEL 
DISEGNO DI CAMPIONAMENTO 

Come accennato precedentemente, ciò che distingue l'inda
gine statistica dali' esperimento statistico è l'esistenza di una 
popolazione U, di unità ben definite, sulle quali rilevare le moda
lità Vi assunte dal carattere oggetto di indagine y. 

Questo fatto fa si che, nel caso dell'indagine campionaria, 
possa essere definito un insieme Uc di sottoinsiemi di {U} chia
mato, come già detto, universo campionario. 

Tale insieme, poiché le unità da osservare vengono scelte 
aleatoriamente, risulta dotato di una distribuzione di probabilità 
d (s), che associa ad ogni elemento es.,» di Uc un numero d (sol 
che esprime la probabilità di osservare il campione so; d (s) vie
ne chiamato disegno· campionario. 

Più precisamente, per disegno campionario si intende una 
distribuzione di probabilità su Uc tale che: 

d (s I N, n, V) > O per (V" ..... , V,J E V (L), n (s) = n 

d (s I N, n, V) = O altrove (1) 

dove n (s) indica la numerosità campionaria. 
La coppia {d(s), t[V(s) L dove t [V(s)) è una funzione dei dati 

campionari denominata stimatore, viene definita strategia di 
campionamento. 

~ appena il caso di aggiungere che in letteratura, a volte, per 
quest'ultima definizione, vengono utilizzati indifferentemente i 
termini strategia campionaria e piano di campionamento. 

In questa sede l'insieme {d(s); t[V(s))} verrà sempre indicato 
con il termine strategia di campionamento. 

Una ulteriore distinzione che è possibile fare riguarda la nu
merosità campionaria a seconda che sia fissata a priori oppure 
sia essa stessa una variabile aleatoria. 

Sulla base di ciò vengono distinti i disegni a numerosità fis
sata ed i disegni a numerosità variabile. 

Nella prima tipologia rientrano la maggior parte dei disegni 
campionari di uso più frequente presso l'lstat. Nella seconda 
tipologia rientrano, invece, i disegni campionari per il controllo 
industriale (disegni di campioni sequenziali) e per la rilevazione di 

Introduzione 
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caratteristiche rare (campionamento inverso o poissoniano). In 
questa sede, sia pure mantenendo una trattazione adattabile ad 
entrambe le tipologie, verranno esposti i disegni a numerosità 
fissata. 

Il campionamento Per quanto detto precedentemente, la scelta del disegno 
casuel. semplice campionario è effettuato dal ricercatore prima di condurre mate

rialmente l'indagine. ~ evidente che, come ogni scelta, questa 
debba essere supportata da informazioni a priori: tali informa
zioni riguarderanno, ovviamente, le unità diU. La quantità e la 
qualità delle informazioni disponibili rende possibile l'applicazio
ne di disegni semplici oppure complessi.. 

~ quindi necessario definire il legame tra informazione a priori 
e disegno. 

In una prima fase viene. definito l'insieme minimo di informa
zione richiesto per J'effettuazione di una indagine statistica; tale 
insieme verrà genericamente indicato con la lettera maiuscola 
A. 

Per effettuare una indagine statistica, l'insieme minimo risulta 
essere: 

A = Iu, v, n} (2) 

In altri termini è possibile condurre una indagine statistica 
solo se sono univocamente definibili le unità su cui rilevare la 
caratteristica oggetto di indagine v, una popolazione di riferi
mento U ed il numero di unità da campionare n. Bisogna aggiun
gere che per i campioni a numerosità variabile Ilon è necessario 
aver definito a priori la numerosità campionaria n. 

La situazione (2) è abbastanza anomala nel campionamento 
da popolazioni finite, ma riteniamo comunque necessario trattar
la per motivi di omogeneità. 

Tale situazione è pill vicina all'esperimento statistico che 
all'indagine statistica vera e propria. Poiché però esistono delle 
unità ben definite ed una popolazione U, non è possibile parlare 
di esperimento statistico. Il campionamento verrà quindi con
dotto individuando a caso delle unità di U e, su queste, rilevan
do la caratteristica di interesse v. 

Secondo questo meccanismo agisce di fatto un disegno 
campionario semplice, nel senso che la probabilità di un campio
ne risulta dipendere dalla numerosità (sconosciuta) di U e dal 
numero di unità osservate, dove però d (s) non può essere 
esplicitata. 

Inoltre, l'unico parametro che è possibile stimare è la media· 
della caratteristica V nella popolazione U. Verrà dimostrato in 

CAP. 2 - CONCETTI BASE DELLA TEORIA DEL DISEGNO 01 CAMPIONAMENTO 

seguito che, in tale situazione, lo stimatore ottimale nella classe 
degli stimatori lineari risulta essere la media aritmetica semplice 
delle osservazioni campionarie: 

n 

t [V (s)) l: VI 
i= 1 

(3) =--
n 

In altri termini è possibile ottenere soltanto stime di medie (o 
proporzioni). Questo è reso evidente dal fatto che, per la stima 
di totali o frequenze assolute, è necessario conoscere l'ampiez
za N della popolazione di riferimento. Dalla teoria statistica, inol
tre, si ha che t gode delle seguenti proprietà: 

- Per n abbastanza piccolo ( n < 30) la variabile aleatoria: 

z= t-9 (4) 
(J 

risulta distribuita secondo una t di Student con n-1 gradi di 
libertà; 

- Per n > 30 si ha: 

Z - N (0,1) 

Ossia cZ. si distribuisce secondo una normale standardizza
ta (Cochran, 1977). 

Nelle precedenti formule 9 rappresenta il generico parametro 
oggetto di studio, t rappresenta la sua stima campionaria otte
nuta utilizzando, nella funzione t [V(s)), i dati del campione I s } e 
a-2 rappresenta una stima della varianza di t. 

Sulla base di quanto detto è possibile fare inferenza sul para
metro oggetto. di indagine utilizzando la teoria dell'inferenza sta
tistica per popolazioni finite; bisogna aggiungere che è sempre 
possibile ottenere delle stime· di N, attraverso opportune tecni
che. 

Supponiamo ora di conoscere la numerosità di U e di avere a 
disposizione una lista L di etichette per U; quindi: 

A = IO, N, n, V, L} (5) 

In questo caso è possibile adottare un disegno campionario 
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semplice in cui d ( s ) è conosciuta (dipende da N ed n) ed utiliz
zare il seguente stimatore (Vamane. 1967): 

N 
_ N ~ 

~ VI per totali o frequenze assolute 
n i=1 

t [V (s)] = (6) 
n 

_1_~ 
~ VI per medie o frequenze relative 

n i=1 

Se. inoltre. il disegno adottato prevede la non ripetizione del
le unità osservate. a parità di stimatore utilizzato. si ha una dimi
nuzione della variabilità della stima espressa da: 

N-n 

N 
(7) 

denominato fattore di correzione, della varianza degli stima
tori. per popolazioni finite. 

In realtà le informazioni disponibili sono solitamente più nu
merose. di quelle indicate nella (5) per cui i disegni che vengono 
a~ottatl ~ono generalmente più complessi: disegni stratificati. a 
piÙ stadi ed a probabilità variabili. Tali disegni. in letteratura. 
vengono denominati appunto «disegni complessi». 

Riteniamo comunque necessario descrivere il campionamen
to casuale semplice in quanto esso è la base della teoria del 
campionamento e punto di partenza per la costruzione di dise
gni complessi. 

Per disegno casuale semplice viene intesa una distribuzione 
di probabilità su U. che dipende soltanto dalla numerosità della 
popolazione N e del campione n. 

. N~II'amb!to di tale disegno è possibile distinguere due tipolo
gle di campionamento: 

- d!segno casuale semplice con ripetizione delle unità; 
- disegno casuale semplice senza ripetizione delle unità. 

Nel primo caso si ha: 

per n (s) = n; V (s) e V (L) 
(8) 

altrove 

CAP. 2 - CONCETTI BASE DELlA TEORIA DEl DISEGNO DI CAMPIONAMENTO 

ricordando che V(L) indica l'insieme delle modalità di y as
sunta nella popOlazione U: 

V(L)=lv, ............... VN } 
(9) 

con n (s) una funzione delle etichette campionate che forni
sce la numerosità campionaria n. e con V (s) i dati campionari: 

V (s) = (V, .......... Vn) 
(10) 

La probabilità di estrarre una generica unità UI etichettata da! 
numero i. (i = 1. 2 ......... N) - ricordando che da un punto di 
vista frequentista. la probabilità di un evento è data dal numero 
dei casi favorevoli al verificarsi dell'evento diviso il numero dei 
casi possibili (Hansen. Hurwitz e Madow. 1953) - è data da: 

pIi} =~ 
(11) 

La probabilità di estrarre una unità Uj (etichettata con il nume
ro j. j*i) condizionatamente al fatto che è stata estratta. nella 
precedente selezione. l'unità ul• è data da: 

1 
pljli}=~ (12) 

questo perché. all'unità estratta precedentemente •. vie.n~ 
data la possibilità di essere estratta nuovamente. e qUindi Il 
numero di unità di U non varia al variare dell' estrazione campio-
naria. 
. La probabilità dell' evento uscita dell'unità contrassegnata 
dall'etichetta j alla seconda estrazione rimane quindi immutata . 

Da quanto detto si ha: 

P li. j} = P I i } P {j } (13) 

poiché i due eventi sono indipendenti; generalizzando al caso 
di n unità. si ha: 

P {i, •. ~ ... in} = N" (14) 

che è appunto la (8). 
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Nel campionamento senza reimmissione il disegno è dato da 
(Cassel, Sarndal e Wretman, 1977): 

d(sl= { 

nl (N-nll 
NI 

O 

per n (s) = n, Y (s) E Y (L) (15) 

altrove 

In questo caso la probabilità di estrarre l'unità Uj alla prima 
estrazione è ancora: 

. 1 pII!= -
N 

(16) 

mentre la probabilità di estrarre l'unità j condizionatamente al 
fatto di avere estratto l'unità i nella precedente estrazione è data 
da: 

N-1 
(17) 

La probabilità di estrarre l'unità Uj condizionatamente al fatto 
di avere estratta l'unità U1 non è costante, poiché i due eventi 
non sono indipendenti. In altri termini, se si vuole effettuare un 
campionamento aleatorio semplice mediante n estrazioni (pro
ve) indipendenti, allora bisogna utilizzare il disegno di campiona
mento con ripetizione delle unità di U (nel senso che una stessa 
unità può essere rilevata pitJ di una volta); altrimenti, si utilizzerà 
il campionamento senza ripetizione delle unità, dove però le 
estrazioni risulteranno dipendenti. Il grado di dipendenza è inver
samente proporzionale ad N ed è pari a: 

per ogni coppia (i, j) E I L} (18) 

La (18) è significativa per N piccolo, mentre tende a zero per 
N tendente ad infinito. Calcoliamo ora la probabilità di estrarre 
un campione formato dalle unità uj , uj , ed Uh: 

s =1 i, j, h} ; (i, j, h) E I LI, 

n (s) = 3 
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Indipendentemente dall'ordine di estrazione si ottiene: 

P' I i, j, h} = P { i, j, h } + P I j, i, h} + P { i, h, j } + 
+ P I h, i, j } + P ! j, h, i } + P ! h, j, i} (19) 

Poiché i 31 campioni sono indipendenti ed incompatibili, la 
(19) deriva dall'applicazione del teorema delle probabilità totali. 

Sostituendo nella (19) le espressioni della probabilità con
giunta delle unità Ui' uj, Uh che per ciascuno degli addendi è pari 
a: 

N (N-1) (N-2) 
(20) 

e considerando una popolazione di numerosità N ed n(s) = n, 
segue immediatamente che: 

nl 
d (s) = ------:",...----,~---:-:-

N (N-1) (N-2) ...... (N - n + 1) 
(21) 

che è possibile riscrivere come: 

d (s) = ( N (N - 1) (N - 2
n

), ...... (N - n + 1))-1 
(22) 

La frazione della (22) con semplici passaggi algebrici diven
ta: 

N (N - 1) (N - 2) ...... (N - n +1) 

nl 

NI 
(23) 

nl (N - n)1 

Il secondo membro della (23), che esprime il numero di com
binazioni di N elementi di classe n, deriva dal fatto che ai fini del 
diségno viene trascurato l'ordine di estrazione delle unità. 

Invertendo si ha quindi: 

nl (N - n)1 
d (s) = NI 

che è esattamente la (15). 

Avendo illustrato gli aspetti fondamentali del disegno di 
campionamento casuale semplice, passiamo ora a descrivere 
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alcuni disegni relativi a campioni complessi di uso più frequente 
nelle indagini reali. 

Il fatto di essere in possesso di informazioni a priori, in una 
indagine statistica, consente l'utilizzo delle stesse al fine di otte
nere disegni più efficienti. È evidente che avere informazioni su 
U e non utilizzarle (o peggio utilizzarle male) è equivalente alla 
situazione di assenza di informazione. È quindi molto importan
te, durante la progettazione di una indagine campionaria, ricer
care e controllare le informazioni disponibili e finalizzarle alla 
costruzione, sia del disegno di campionamento che degli stima
tori' dei parametri di interesse. Le informazioni a priori infatti 
possono essere utilizzate nella costruzione di d(s), nella costru
zione di t[Y(s)] o in entrambe le fasi, come meglio vedremo nel 
prosieguo. Supponiamo che l'insieme di informazioni sia: 

A = { N, n, Y(L), X(L) ,L l (24) 

in cui: 

X(L) = {Xl' ........ , XN l (25) 

In altri termini, sono conosciuti, per tutti gli elementi di U, i 
valori assunti da una variabile che pur non essendo una caratte
ristica oggetto di indagine, risulta, in qualche modo, ad essa 
correlata. 

In questo caso un disegno che consente di migliorare l'effi
cienza di uno stimatore è il disegno campionario stratificato. 
L'argomento della stratificazione verrà ripreso in seguito con 
maggiori dettagli; in questo capitolo verranno esplicitati soltanto 
alcuni concetti riguardanti il disegno di .campionamento. 

Viene definito con il termine stratificazione un processo di 
suddivisione delle unità ,di U in gruppi omogenei (strati). 

Per variabile di stratificazione viene invece intesa quella ca
ratteristica (o insieme di caratteristiche), non oggetto di indagi
ne, in base alle quali classificare le unità di U in gruppi omogenei 
rispetto alle variabili oggetto d'indagine (Castellano ed Herzel, 
1981). 

È da aggiungere che il processo di stratificazione non incide 
sulla correttezza degli stimatori, bensl sulla loro efficienza. Que
sto significa che lo stimatore rimane corretto anche con una 
stratificazione sbagliata, risultando però meno efficiente. Per 
quanto riguarda tali concetti, si rimanda alla illustrazione delle 
proprietà degli stimatori, inserita nel Capitolo 3. 

Il primo problema da affrontare, in un procedimento di strati
ficazione, è la scelta della (o delle) variabile di stratificazione. 
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Poiché l'effetto è tanto maggiore quanto più è forte il legame tra 
variabile oggetto di indagine e variabile di stratificazione, il crite
rio g!Jida, nella scelta di quest'ultima deve essere basato su tale 
legame. La variabile di stratificazione ottimale sarebbe allora, 
quella per cui la correlazione, con la variabile oggetto di indagi
ne, risulta massima (prossima all'unità). Questa è tuttavia una 
situazione ipotetica in quanto essa si verificherebbe soltanto in 
due casi poco realistici: 

- quando esiste un legame deterministico tra la variabile 
oggetto di indagine e quella di stratificazione; 

- quando la variabile di stratificazione coincide con quella 
oggetto di indagine. 

Nelle indagini reali, la variabile di stratificazione è scelta sulla 
base di risultati, sulla variabile oggetto di studio, ottenuti in 
indagini effettuate in tempi precedenti, oppure sulla base di opi
nioni personali del ricercatore sul loro grado di dipendenza. 

Supponiamo ora di avere una popolazione di N unità e di 
stratificarla, sulla base della variabile definita dalla (25), in H 
strati di numerosità N" N2, ••• , NH. 

Si hanno in questo modo H sub-popolazioni, ciascuna più 
omogenea rispetto alla popolazione originaria ed in ognuna delle 
quali può essere selezionato un campione di nh unità mediante 
un disegno casuale semplice. 

Ricordando la formula della probabilità congiunta delle n uni
tà del campione nel disegno campionario semplice si ha, per 
ogni strato h: 

P (sJ = d (sJ = (26) 

Poiché gli H campioni sono indipendenti, ricordando che la 
probabilità congiunta di H eventi indipendenti è data dal prodot
to delle probabilità dei singoli eventi, si ha: 

H 
gd(s) = n 

h=1 
(27) 

È da aggiungere che il numero di campioni (nell'universo dei 
campioni) con probabilità maggiore di zero in un disegno cam
pionario semplice è più grande rispetto a quello di un disegno 
stratificato. 
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~ molto importante sottolineare che l'effici.enza della str~tif~
cazione è direttamente funzione del legame eSistente tra variabi
le di stratificazione e variabile oggetto di indagine. Se la variabile 
oggetto d'indagine è multidimensionale bisognerebbe dispo~re 
di una variabile di stratificazione significativamente legata a cia
scuna delle variabili oggetto di studio. Questa è una situazione 
abbastanza rara nella realtà in quanto nelle situazioni concrete 
accade spesso che solo alcune delle variabili oggetto d'indagine 
risultano correlate con quella di stratificazione e quindi solo per 
queste il disegno risulterà effici~nte. ~ Opp~)ft.uno •. in?~tr~. so~o
lineare che l'eventuale introdUZione di ulteriori variabili di stratlfi
cazione. significativamente legate con le rimanenti variabili og
getto di indagine. pur aumentando l'effi~ie~za ~elle s~ime. r~lati
ve a queste ultime può produrre una diminuzione di efficienza 
delle stime riferite al gruppo di variabili correlate con la prima 
variabile di stratificazione. 

" campionamento Supponiamo ora che le unità che compongono la p~pc:>lazio-
a due stadi ne oggetto di studio siano raggr~ppat~ secondo ~n .crlterlo ch~ 

non dipende da chi programma I indagine. I .gr~p'pi sl~no ~re~s~
stenti all'indagine stessa. completamente indIVIduati (o IndlVl
duabili) e che. per ciascun gruppo. esista la lista delle unità che 
ne fanno parte. 

Supponiamo ancora che il dise~no ~i campiona":Jento pr.eve: 
da la selezione di un campione di uOltà soltanto In alcuOi del 
.gruppi in cui la popolazione oggetto d:indagin.e risulta suddivisa .. 
Questo tipo di disegno viene denominato dIsegno a due stadI 
(Fabbris. 1989). 

Ciascun raggruppamento di unità costituisce un'unità primaria 
o di primo stadio; le unità finali di campionamento costituiscono 
le unità secondarie o di secondo stadio. 

Facciamo notare che nel disegno a due stadi i gruppi di unità 
sono preesistenti all'indagine. mentre nel disegno stratificato 
sono costruiti ad hoc; nel primo caso. inoltre. il campionamento 
viene effettuato solo in alcuni gruppi. mentre nel secondo ri-
guarda tutti i gruppi. . . .. . 

In un campione a tre stadi. Invece. le uOltà di secondo stadiO 
non coincidono con le unità finali. ma bisogna effettuare. per 
ogni unità di secondo stadio. un ulter.iore campionam.ent~ per 
avere le unità finali; queste vengono chiamate anche uOltà di ter
zo stadio. In questa sede verrano trattati unicamente i disegni a 
due stadi. poiché sono quelli più utilizzati nelle indagini concrete 
(Istat. 1978). 

Un esempio di popolazione clusterizzata è l'in~iem~ ~elle 
famiglie italiane. Infatti. si possono avere come uOltà di primo 
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stadio i comuni (o addirittura le province o le regioni) e come 
unità di secondo stadio le famiglie o gli individui. 

~ da osservare che le unità di primo stadio sono delle unità 
fittizie. create raggruppando le unità finali attraverso criteri di 
vicinanza territoriale. amministrativi. ecc. l'esigenza di adottare 
disegni a più stadi non è di natura statistica. mentre lo sono i 
riflessi del disegno sugli stimatori. 

Infatti i motivi che giustificano il campionamento a due stadi 
possono essere: economici. logistici oppure legati alla disponi-
bilità o meno di liste. . 

I motivi di natura economico-Iogistici sorgono quando la po
polazione è distribuita su un territorio molto vasto ed adottare 
un campione non stadificato implicherebbe il coinvolgimento di 
molte unità amministrative (provincie. comuni. ecc.) ed ùn gran 
numero di rilevatori i quali dovrebbero raggiungere posti molto 
lontani tra loro per intervistare in alcuni casi pochissime unità 
finali. Come risulta eyidente. tutto ciò implicherebbe costi eleva
ti ed un enorme lavoro di organizzazione per lo svolgimento 
dell'indagine... . 

l'altro caso riguarda situazioni in cui non esistono liste per 
tutte le unità di secondo stadio. oppure siano difficilmente gesti
bili, ma sia conosciuto invece l'ammontare delle unità di secon
do stadio per tutte le unità di primo stadio. 

Il caso più semplice di disegno a due stadi è quello in cui le 
unità, sia di primo che di secondo stadio, vengono estratte 
attraverso un disegno campionario semplice. Indichiamo con: 

N 

n 

il ~umero di unità di primo stadio 

il numero di unità di secondo stadio nell'unità di 
primo stadio i (i=1.2 ....... N) 

il numero di unità di primo stadio campionate 

il numero di unità di secondo stadio campionate 
nell'unità di primo stadio i 

Essendo le unità di primo stadio un raggruppamento di unità 
di secondo stadio, la probabilità di selezionare un insieme { Si} di 
unità di secondo stadio dipende dalla probabilità dell'evento 
«selezione di un insieme { s Idi unità di primo stadio che conten
ga l'unità primaria i». In altri termini. l'evento «selezione dell'uni
tà primaria i» condiziona l'evento «selezione dell'insieme {Si }». 

Supponiamo di voler condurre un'indagine sulle famiglie me
diante un disegno a due stadi. in cui le unità primarie siano 
costituite dai comuni e quelle secondarie dalle famiglie. 
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La probabilità di selezionare \'insieme delle {mi} famiglie, 
avendo già scelto l' unità primaria i, (i = 1, ... , n) è: 

P{m.!i}= (28) 

Quindi, la probabilità di aver l'insieme {m1 •••• , mi' ... , mn }, 

condizionatamente ali' insieme costituito dagli n comuni estratti. 
è: 

n 
p {m1' ... , rTlt, .•• , mnI1 ... , i..., n} = i!l1 mil (Mi - m~1 

Mil 
(29) 

in quanto le probabilità P { mi I i } sono condizionatamente in
dipendenti. 

Poiché la probabilità di selezionare \'insieme delle n unità pri
marie è data da: 

P { 1, .... , i, ... , n} = 
nl (N - n)l 

NI 
(30) 

In conclusione. la probabilità di selezionare !'insieme {m 1 •••• , 

mi' ... , mn } al variare dell'insieme delle n unità primarie è espres
sa da: 

P {m 1, ••• , mn } = P { 1, ... , n} P {m1, ••• , mn l1, ... , n} = 

= 
nl (N - n)l 

NI 

n 
n 

i= 1 

mil (Mi - m~1 

Mil 
(31) 

La (31), pertanto, definisce il disegno a due stadi (che deno
tiamo con il simbolo d- (s)) in cui sia le unità primarie che quelle 
secondarie sono selezionate senza reimmissione e probabilità 
uguali. 

~ possibile infine dimostrare che: 

(32) 
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Il campionamento a due stadi come abbiamo precedente
mente illustrato si può intendere come un insieme di N sub
popolazioni, delle quali ne vengono campionate n e. su ciascuna 
di queste viene effettuato un campione di mi unità (i=1, .. ,n). 

E evidente che, per ciascun campione (di unità primarie o 
secondarie) può essere adottato un disegno campionario sem
plice o stratificato. Il caso appena trattato riguarda l'adozione. 
sia per le unità di primo stadio che di secondo stadio, di un 
disegno campionario semplice; qui di seguito tratteremo del 
disegno di un campionamento a due stadi con stratificazione 
delle unità primarie. 

La stratificazione è utilizzabile. nel disegno a due stadi, nelle 
seguenti modalità: 

- stratificazione solo delle unità primarie; 
- stratificazione solo delle unità secondarie nell' ambito delle 

unità primarie campionate; 
- stratificazione sia delle unità primarie che di quelle secon

darie. 
Nel primo caso le informazioni a priori, necessarie per attuare 

il processo di stratificazione. possono essere simbolicamente 
espresse da: 

x = [X1' •••• Xi' ...• XN] (33) 

dove Xi indica l'ammontare del carattere di stratificazione X 
relativo all'unità primaria i (i = 1, ...• N). 

In questa situazione il disegno diventa: 

(Mhi-mtJlmhil ] 
Mhil 

(34) 

Nel secondo caso devono essere disponibili informazioni a 
livello disaggregato; ossia, per ogni unità elementare, si dovrà 
disporre di un insieme di informazioni del tipo: 

X = [X ll , ••••• X 1M1 •••••• XN1 •• , X~] (35) 

Di tali informazioni. verranno utilizzate soltanto quelle relative 
alle unità primarie campionate. L'espressione della distribuzione 
di probabilità neU'universo dei campioni. in questo caso. risulta 
abbastanza complicata; pertanto non si ritiene utile fornirla. ~ da 
aggiungere, comunque. che i motivi che possono indurre lo sta
tistico ad adottare un disegno del genere sono essenzialmente 
due: l'elevata variabilità del carattere oggetto d'indagine all'in-

Il campionamento 
a due stadi con 
stratificazione 
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temo delle unità primarie; facilità di reperire e gestire le informa
zioni di cui alla (35). 

Il terzo caso, Infine, consiste nel suddividere le N unità pri
marie in H gruppi (strati) e, nell'ambito di ogni unità primaria 
campione in ciascun gruppo, nella suddivisione delle unit~ di 
secondo stadio in K; strati. In un tale disegno le variabili di strati
ficazione utilizzate per le unità di primo stadio, possono essere 
diverse da quelle utilizzate per le unità di secondo stadio. 

In conclusione, è da sottolineare tuttavia che laddove il dise
gno a due stadi non sia necessario, esso è da evitare in quanto 
le stime çhe fornisce hanno una attendibilità inferiore a quella di 
qualsiasi altro disegno (a parità di numerosità campionaria in 
termini di unità finali). 

Questo fatto è dovuto alla ~mogeneità delle unità di secondo 
stadio appartenenti alla stessa unità primaria. In altri termini, le 
unità che app~rtengono alla stessa unità primaria tendono a pre
sentare simili modalità della variabile oggetto di indagine. Una 
misura di questo fenomeno è fornita dal coefficiente di correla
zione intraclasse, ed indicato con il. simbolo rho. La relazione 
che lega la varianza di uno stimatore derivante da un campione 
'a due stadi Vc[t(s)) e quella di un campione casuale semplice 
V[t(s)) è data dalla seguente espressione approssimata (Kish, 
1965): 

v c[ t(s)) = V [t(s))'{ 1 + (iii-1) rho} (36) 

dove iii rappresenta' il numero medio di unità di secondo sta
dio campionate nelle unità di primo stadio. 

Come si evince dalla formula precedente, il campionamento 
a due stadi è «migliore» di quello semplice soltanto se rha è 
negativo. Se questo si 'verifica, significa, che le unità apparte
nenti ad unità primarie diverse tendono ad avere le stesse mo
dalità del carattere oggetto di indagine, mentre quelle apparte
nenti alla stessa unità primaria tendono ad essere «diverselt (di
somogenee). Le ricerche condotte su questo terreno hanno mo-
strato che questa situa~ione è molto rara. . 

In generale, il disegno a due stadi è 'conveniente quando la 
rilevazione dei dati viene effettuata tramite intervista diretta (con 
intervistato.re sul posto). Quando invece l'intervista viene effet
tuata conii metodo telefonico o. postale, in genere, è conve
niente il disegno ad. uno stadio. 

CAPITOLO 3 - CONCETTI BASE DELLA TEORIA 
DELLA STIMA 

. ~e quantità c~, so~itame!lte: interessano in una indagine sta
tistica s~no partlcola':l funZIOni delle osservazioni (misurazioni) 
sulle U!,ltà di U, relative alle variabili oggetto di indagine Per 
comodità del lettore ne riportiamo brevemente le formule: . 

- totale o frequenza assoluta 

- media o frequenza relativa 

N 
- ~ y. 
y= ~_'-

1=1 N 

- rapporto tra medie'o totali 

N 

1: Yi 
i .. 1 

R= N 

1: XI 
i .. 1 

(1) 

(2) 

(3) 

Nel prosieguo, ogni volta che verrà trattato genericamente 
del par~metro ~g!;!et:t0 .di stim~~ essO verrà indicato con 9; 
quan~o.lnve~e CI SI riferirà speclflcatamente ai parametri sopra 
desc,ntt!, e~sl verr!nno i~dicati rispettivamente con y, Y ed R. 
. L obl~ttl~o ~ell Indagine campionaria è quello di fornire delle 
informaZIoni SUI parametri (1), (2) e (3) attraverso i dati campio-

IntnIduzIane 
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Metodi di stima 
che non utilizzano 
informazioni 
ausiliarie: 
gli stimatori 
diretti 

TECNICHE DI CAMPIONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

nari Y(s). Questo viene fatto utilizzando delle funzioni t[Y(s)) 
denominate stimatori. La funzione t[(o)] è quasi sempre del tipo: 

n 

~KIY; 
i=1 

(4) 

Il valore fornito dalla (4), sostituendo in essa i dati campiona
ri, viene chiamato stima del parametro oggetto di indagine. La 
quantità KI rappresenta il peso associato all'unità i. Il significato 
di tale quantità è quello di indicare quante unità della popolazio
ne U sono rappresentate da ciascuna unità campione. 

Il numero di unità non incluse nel campione, «rappresentate» 
da ciascuna unità campionata attraverso il peso associato K;, 
dipende dalla probabilità che, dato il disegno d(s), l'unità i ha di 
essere inclusa nel campione s. Tale peso infatti risulta essere 
!'inverso delle probabilità di inclusione dell'unità i di U in s. 

Riprendiamo la formula del disegno casuale semplice senza 
ripetizione, relativa ad un campione di ampiezza n, selezionato 
da una popolazione di N unità, trattata nel capitolo 2: 

d(s) = 
nl (N-n)1 

NI 

Supponiamo di voler ottenere una stima di: 

N 

Y= ~Y; 
i=1 

Inoltre, le informazioni disponibili siano: 

A = { N, n, V, L l 

(5) 

(6) 

(7) 

ossia non si dispone di alcuna informazione ausiliaria sulle unità 
di U. 

~ possibile dimostrare che in questo caso, l'unico stimatore 
lineare omogeneo, che ha la proprietà di essere ottima le nel 
senso dei. minimi quadrati, della (6) è dato da: 
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(8) 

dove: 

N 

n (9) 

~ quindi p~ssib!le affer~are che ogni unità campionata rappre
senta K, unità di U; vediamo ora come K; discende da d (s). 

La probabilità di inclusione relativa all'unità i è data dalla 
somma di d(s) nell'insieme dei campioni che, nell'universo U 
contengon~ l'unit~ i; .indichiamo tale insieme con il simbolo { § r 
Il nume~~ di ~~mplo~1 conten~ti in { § l viene indicato con N. e la 
probablht~ di inclUSione relativa alla generica unità i, con 11;. in 
formula SI ha: ' 

N. 

11; = ~ d (s.) (10) 
j= 1 

i~ ~ui ~ij rappresenta il generico campione j di U. contenente 
I unità l, e dove: 

§={s:iss} 

,.11 ~umero di. campioni dell'universo U. che appartengono 
a~1 In.sl~me { ~ l viene calcolato associando all'unità i tutti i cam
piOni di ampiezza n - 1 che è possibile formare dopo aver tolto 
dalla popolazione U, l'unità i. In formule: ' 

N.= 
(N - 1) I 

(11 ) (N - n) I (n - 1)1 

N. N. 

11; = ~ d (sij) = L d (s) (12) 
j=1 j=1 
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Poiché d(s) è costante in Uc la (12) diventa: 

(N - n) I nl n. = N. d (s) = N. NI (13) 

Sostituendo nella (13) ad N. la sua espressione data dalla 
(11) si ha: 

(N - 1) I 
n. = (N - n)1 (n - 1 )1 

(N - n)1 nl n 
NI =N (14) 

Come la (14) mostra, la probabilità di inclusione dell'unità 
contrassegnata dali' etichetta i non dipende dal valore dell' eti
chetta stessa. 

Questo significa chele unità della popolazione, se compari
ranno nel campione, rappresenteranno ciascuna lo stesso nu
mero di unità di U. In altri termini, il peso Ki è costante per tutte 
le unità della popolazione (si può anche dire che le unità sono 
scambiabi/ll ossia per quanto riguarda la stima di 9, ciascuna 
unità di U vale l'altra. 

D'altra parte, la conclusione era già nelle premesse, poiché 
quando nel disegno non viene utilizzata (non si dispone di) alcu
na informazione relativa alle unità di U, il disegno è definito cnon 
informativo». Dalla teoria dell'inferenza statistica, le situazioni 
non informative vengono descritte (formalizzate) attraverso di
stribuzioni di probabilità uniformi. 

Vediamo ora che, seguendo un ragionamento leggermente 
differente da quello utilizzato finora, l'unico stimatore di 9 che è 

. possibile utilizzare se lo statistico si trova a predisporre un pia
no di campionamento nella situazione descritta dalla (7), è dato 
dalla (8): tale stimatore infatti risulta cottimale» nel senso dei 
minimi quadrati (Fuller, 1975). 

Come già accennato nel capitolo 2, l'insieme dei valori esi
stenti nella popolazione viene indicato con: 

V (L) = (V" ..... , V,.) 

mentre quelli del campione con: 

V (s) = (V" ..... , Vn) 

Supponiamo che il parametro oggetto di stim.!!. sia il totale V, 
definito dalla (1); avendo inoltre indicato con V la media del 
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carattere V espressa dalla (2), per ciascuna unità i si può scrive
re: 

Vi - Y = Et (i=l, ... ,N) (15) 

risultando, come è noto 

N 

~ Et=O (16) 
i= 1 

Ogni elemento di V (L) può allora essere scritto come: 

Vi = Y + Et (i = 1, ... , N) (17) 

Utilizzando la notazione matriciale 

(18) 

dove l' = (1, .:..:. ... , 1) è un vettore di N elementi. 
Una stima di V, attraverso il metodo dei minimi quadrati in 

presenza di os.servazioni dipendenti, viene fornita da (Kendall e 
Stuart, 1977): 

Y = (1' D-1 1 )-, (1' D-1 V (s)) (19) 

dove l' = (1, ... , 1) è un vettore di n elementi. 

La dipendenza tra le oservazioni deriva dal fatto che le unità 
di U, una volta selezionate, non vengono piQ considerate per 
selezioni successive (selezione senza ripetizione). Tale metodo 
di selezione, nella pratica del campionamento, è quello maggior
men~e adottato. Come risulta dalla relazione (18) del capitolo 2, 
la dipendenza tra coppie di osservazioni sulle unità di U è 
costante, per cui si ha: 

V (e) = V [y] II p ........ p 1-' p l ........ p 

:. :::::::::: = V [y] D-1 

P p ........ 1 

(20) 
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in cui: 

1 
V[V]=

N 

N 

l: 
i= 1 

(21) 

Si può dimostrare. con semplici passaggi ed invertendo la 
matrice D. che: 

'1= { 1 + (n - 1) V [V]} 1 
l' V (s) = 

n { 1 + (n - 1) V [V]} 

n 

= l: Vi (22) 
n i= 1 

Tenendo presente che: 

s={1.2 ...• n} 

rappresenta l'insieme delle unità campionate, indichiamo ora 
con: 

s = { n + 1, n + 2, ... , N} (23) 

l'insieme delle unità di U non campionate. 
Per una stima del totale del carattere nella popolazione, as

sociamo a ciascuna unità di s la media campionaria ottenuta tra
mite la (22); si ha: 

n 

'9' = l: VI + (N - n) 'l = 
i= 1 

n n 

= l: Vi + (N - n) l:~= 
i= 1 i= 1 n 

n n 
N l: Vi = l: Ki Vi =--
n 

i= 1 i= 1 

(24) 
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A Poichè gli n valori osservati non hanno errore campionario ed 
'l è ottimale nel senso dei minimi quadrati, lo stimatore del tota
le fornito dalla (24) è ottimale in tal senso. 

La costante K, rappresenta (come già osservato) il peso 
associato ad ogni unità di U. 

È interessante ora verificare come il coefficiente di correla
zione tra le osservazioni di V sia esattamente quello introdotto 
nel precedente capitolo 2. 

Dalla teoria dei minimi quadrati si ha che: 

V ['l] = V [V] (1'1)-11)-1 

e poiché: 

(1'1)-11 )-1 = 

si ha: 

1 + (n - 1) P 

n 

V ['l] = V [V] {1 + (n - 1) p} 
n 

(25) 

(26) 

(27) 

Poiché nelle indagini campionarie, V[y] non è generalmente 
noto. una sua stima si ottiene, utilizzando i dati campionari, 
attraverso: 

n 

S2 = L (Vi - 'l )2 n:1 
i= 1 

(28) 

Nel campionamento senza ripetizione delle unità si ha, quan
do n = N: 

V ['l] = O (29) 

Quindi la (27). poiché p non dipende da n. diventa: 

S2 
I\J {1 + (N - 1) p } = O (30) 

dalla quale si ricava: 

p= -
N-1 
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Owiamente nel campionamento con ripetizione si avrà p = O 
eia (19) diventerà: 

_ 1 n 

Y = (1'1)·' [1' V (s)) = - 1: V, 
n i=1 

e quindi, per la stima del totale del carattere si avrà: 

n 

~ = N V = ~ 1: Vi = 

in cui: 

n n=-N 

n . i=1 
(32) 

(33) 

Se il parametro oggetto di stima è la media del carattere nel
la popolazione, ossia: 

N 
_ 1 ~ 
V =_. - LI V, 

N i=1 

(34) 

uno stimatore della (34), come è facile derivare dalla (19), è la 
media campionaria. Riteniamo comunque pill utile far discendere 
lo stimatore. della media del carattere V dalla (32). Questo per 
avere un quadro generale degli stimatori lineari dei parametri 
della popolazione; ossia stimatori del tipo: 

(35) 

Da quanto detto, la (31) può essere riscritta, in termini di 
probabilità di inclusione n; dalla (32) si ha infatti: 

(36) 

Uno stimatore della forma (36) viene chiamato di Horvitz- . 
Thompson, i quali, per primi (1952), lo introdussero per disegni 
a probabilità variabili. 
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Nella (36) il peso associato a ciascuna unità è: 

1 
K,=-Nn, 

Poiché, nella situazione descritta dalla (7); 

n n = -- (i = 1,2 ; .. n) 
N 

si ha: 

n 

Y = 1:.-2.. (38) 
i-1 n 

Quindi nella situazione (7) g6 stimatori della media e del tota
le di un carattere nella popolazione oggetto di indagine sono 
dati rispettivamente dalla (38) e. dalla (32). 

~ importante sottolineare il fatto che la (38) e la (32) sono un 
caso particolare dellostimatore di Horvitz-Thompson, e precisa
mente, sono riferite ad un campione aleatorio semplice con 
selezione, senza ripetizione e çon probabilità costante, delle uni-
tà (Horvitz e Thompson, 1$52). . 

Lo stimatore di Horvitz-Thompson è stato introdotto, come 
appena detto, per disegni a probabilità variabili, ossia per dise
gni in cui ciascuna unità rappresenta un numero diverso di unità 
di U. Un disegno di tal genere non può essere adottato nella 
situazione (7) poiché necessita della conoscenza di informazioni 
ausiliarie per ciascuna unità di U; in altri telTÌ'1ini bisogna trovarsi 
nella condizione espressa da: 

A = {N, n, L, V, X} (39) 

In tale circostanza è comunque possibile operare sia in termi
ni di disegno che di stimatore, e le indicazioni ch~ è possibile 
dare per adottare stretegie campionarie ottimali sono legate al 
modo in cui viene csfruttata. l'informazione disponibile. 

Per quanto riguarda il disegno, l'informazione X può essere 
sfruttata essenzialmente in due modi: 

, 
- suddividendo la popolazione U in gruppi omogenei (stratifica
z!one); 
- tenendo conto della diversa rappresentatività che hanno le 
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unità di U relativamente alla variabile oggetto d'indagine (sele
zione con probabilità variabili). 

Per quanto riguarda lo stimatore, !'informazione a priori può 
essere utilizzata ai fini della costruzione di: 

- stimatori del rapporto o di regressione; 
- stimatori post-stratificati. 

In questa sede verrà trattato maggiormente dell'utilizzazione 
dell'informazione X nella fase di costruzione degli stimatori. 

L'ipotesi sottesa alla metodologia della stratificazione, come 
è facile verificare, è quella di scambiabilità parziale delle unità di 
U. 

Supponiamo ora che l'informazione X della (39) non consen
ta di raggruppare efficacemente le unità di U in strati «omoge
hei». Questa situazione si verifica quando, rispetto alla y, non 
esistono in U dei gruppi veri e propri pur esistendo un legame 
tra la variabile di stratificazione x e la variabile oggetto di indagi
ne y. 

E comunque sempre possibile creare una stratificazione delle 
unità di U sulla base di classi di valori della x, ma essa risulta in 
questo caso meno efficace. È quindi consigliabile utilizzare !'in
formazione x, se quanto detto si verifica, per selezionare le unità 
di U con probabilità variabili. In tal caso ogni unità ha un peso Ki 
diverso; in altri termini ciascuna unità campione rappresenta un 
numero diverso di unità di U e le formule degli stimatori diventa
no: 

(40) 

per la stima del totale del carattere y in U, e: 

n n 
~ 1 ~ Vi . 1 ~ 
V= -~--=-~ 

N i=l l1t N i=l 
(41) 

per la stima della media. 

Per meglio chiarire quanto detto, vengono graficamente 
esposte le due situazioni, rappresentando le unità di U tramite 
punti nel piano cartesiano P (X, V). 

Nella prima, e cioè quando !'insieme delle unità di U assume 
una delle forme di seguito schematizzate: 
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y 

. .' 

. " 

. , , 
, . 

o~------------------~ x 

y 

0-------------------. x 
conviene utilizzare la x per stratificare. 

Se invece le unità di U assumono una configurazione del 
tipo 

y 

O~-------------------P X 
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conviene adottare un disegno a probabilità variabile. la scelta di 
un disegno a probabilità vari~bile viene giustificata dal fa~o .Q.he 
la varianza dello stimatore sia del totale V che della media V è 
una funzione omogenea della differenza tra ViII; e V/TIj per 
ogni (i. j) E U con i;ij. 

In altri termini: 

( y. Y.) 
V (9) = 4» -'---'-

TIi TIj 
(42) 

Riteniamo utile sottolineare che l'omogeneità della (42) com-
porta 4» (O) = O. . . . 

Dimostriamo ora che la varlanza dello stlmatore /) è pari a 
zero se i valori assunti dalla variabile ausiliaria x sono proporzio
nali ai valori assunti dalla variabile y. Siano quindi le probabilità 
di inclusione per le generiche unità i e j date rispettivamente 
da: 

n XI 
II;=---

N 

L XI 
i= 1 

n Xj 
TIj = --N---=---

L XI 
i= 1 

Per la relazione di proporzionalità tra y ed x si ha: 

(i. j = 1. 2 •...• N con i * j) 
Moltiplicando primo e secondo membro della (45) per: 

n 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 
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si ottiene: 

(47) 

da cui segue immediatamente che V (9) = O. 
Inoltre la (45) implica una relazione lineare tra x e y. in base 

alla quale sarebbe sufficiente campionare due sole unità di U per 
conoscere esattamente le modalità assunte dalla variabile og
getto di indagine y sulle rimanenti (N-2) unità di U. 

Nelle indagini reali l'equazione (45) non è mai soddisfatta; 
può però verificarsi che al variare di i in U la variabilità di ViII; 
risulti sufficientemente contenuta; in conseguenza di ciò risulta 
contenuta anche la varianza di 9 espressa dalla (42). lo stimato
re 

n 

/) = L Ki Vi con 
i= 1 

N 

Ki=nXi LXi 
i= 1 

risulta più efficiente delranalogo stimatore. definito dalla (35). in 
cui Ki è costante. 

Da quanto detto risulta abbastanza evidente che lo statistico. 
dovendo progettare un'indagine campionaria. debba studiare il 
tipo di relazione che lega la variabile oggetto di studio y a quella 
ausiliaria x. 

È altrettanto evidente che per fare ciò necessita. oltre che 
della conoscenza teorica del fenomeno da indagare. anche di 
dati oggettivi sia sulla y che sulla x. Per quanto riguarda la cono
scenza del fenomeno il problema viene risolto attraverso la con
sultazione di esperti; per quanto concerne la disponibilità di dati 
su y. il problema è più complesso in quanto se non sono state 
effettuate precedenti indagini sullo stesso fenomeno tali dati 
non esistono. Inoltre. pur esistendo dati di indagini effettuate su 
y in tempi precedenti. questi possono essere inutilizzabili se il 
fenomeno è molto variabile nel tempo e la data di effettuazione 
delrindagine precedente risulta remota. In questo caso lo stati
stico deve fidarsi delle affermazioni delresperto. senza la possi
bilità di verificarle sperimentalmente nella progettazione del pia
no di campionamento. 

Riepilogando. !'informazione X può essere utilizzata efficace
mente nella fase della costruzione del disegno campionario se 
essa influenza. in qualche modo. le modalità della caratteristica 
oggetto di indagine y. Accertato che tale informazione ha qual-
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che influenza su V, conviene utilizzarla per stratificare le unità di 
U se la relazione è di tipo non lineare o se l'interpolazione lineare 
dell'insieme di punti (Xi' VJ; i = 1,2, ... N non è soddisfacente; 
mentre conviene utilizzare un disegno a probabilità variabili 
quando esiste un legame lineare tra x ed V con una ridotta 
dispersione dei punti. 

Vediamo ora come utilizzare l'informazione X nella fase di 
costruzione degli stimatori dei parametri di interesse. Supponia
mo che tale parametro sia: 

N 

V= 1: VI 
i= 1 

Sia inoltre conosciuta, per ciascuna unità di U, la modalità 
assunta dalla caratteristica ausiliaria. Dopo aver selezionato il 
campione di n unità si disporrà delle seguenti quantità: 

n 

x= _1 1: Xi 
n i=1 

n 

'1= _1 1: VI 
n i= 1 

N 

X= 1: Xi 
i= 1 

Ricordando che uno stimatore lineare di V ha la forma (Cas
sei, Samdal e Wretman, 1977): 

(48) 

con: 
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allo stesso modo una stima di X data da: 

n 

><: = 1: Ki Xi (49) 
i= 1 

Come si nota il coefficiente della combinazione lineare (49) è 
identico al coefficiente della (48). Questo perché il disegno cam
pionario è identico in quanto gli insieme di valori X (s) ed V (s) 
sono rilevazioni effettuate sulle medesime unità di U, ed inoltre 
KI dipende esclusivamente da d (s) e non dalle caratteristiche 
che vengono rilevate su {s }. 

Poiché, però, è conosciuto il parametro X (in generale diver
so da ><:) bisognerà cercare un coefficiente di correzione della 
(49) affinché si verifichi X = ><:; indichiamo con À. tale coefficien
te. Risolvendo in À.l'equazione: 

N n 

1: Xi = À. 1: KiXi (50) 
i= 1 i = 1 

si avrà: 

N 

1: Xi 
i= 1 

À. (51) n 

1: KiX1 

i= 1 

Lo stimatore di V che soddisfa il vincolo X = ><: è quindi dato 
da: 

n 

'I = À. 1: Kj VI = 
i= 1 
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N 

1: x. n 
i= 1 1: ~ 

= KjVI =T X n 

1: K;XI 
1= 1 

(52) 

i= 1 

da cui discende il r!lPporto di proporzionalità: 
A 

Y X 
-~-=-~-

(53) 

A 

Ossia la stima vincolata Y il nello stesso rapporto con la sti
ma .~, come il valore vero del parametro X lo il con ~. 

~ facile notare che se KI = N/n (per i = 1, 2, .... , N) allora la 
(52) diventa: 

n 

1: VI 
N 

1: XI 
i= 1 

(54) 
A i= 1 
Y=---

n 

1: x. 
1= 1 

Le (52) e (54) vengono chiamate stimatore rapporto del tota
le del carattere y in U. 

Nel caso quindi di disegno a probabilità costante lo stimatore 
rapporto non dipende dalle probabilità di inclusione delle unità di 
U nel campione. 

Se il parametro oggetto di indagine il la media del carattere y 
in U, sapendo che: 

_ X 
X=--e 

N 

A 

A Y 
~=-N-

Dalla (52) si ha: 

A ~ 
~=-~-x 

(55) 

(56) 
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Nella pratica del campionamento, lo stimatore rapporto ha 
largo uso in quanto pii.! efficiente dello stimatore diretto anche 
se non gode della proprietà di correttezza, della quale verrà trat
tato nel prosieguo. Vi sono però delle ipotesi che, se soddisfat
te, rendono lo stimatore rapporto ottimale (Royall e Cumber
land, 1971). Esse sono: 

y=~X+6; 

6 - N (O, 02) 

V[y]=a.x 

(57) 

(58) 

(59) 

In altri termini se esiste una relazione stocastica, tra il carat
tere y ed il carattere x, di tipo lineare ed omogenea ed inoltre se 
la varianza di y il proporzionale ad x, allora il modo migliore di 
utilizzare, in fase di stima, !'informazione X il attraverso lo sti
matore rapporto. 

Se infatti riprendiamo la (54) e scomponiamo la sommatoria 
del totale del carattere x, nella parte osservata nel campione s e 
la parte rimanente (non osservata) della popolazione S, si ottie-
ne: . 

N n N 

1: XI = 1: XI + 1: X. (60) 
i= 1 1= 1 l=n+1 

in base alla quale la (54) si può riscrivere: 

n 

1: VI 
n N 

Y= 
1= 1 [1: x.+ 1: x.] = 

n 

1: 
1=1 l_n+1 

X. 
I- 1 

(61) 
n 

1: VI 
N n 

1: 1= 1 1: = VI + XI 
n 

1-1 1: l=n+1 
X. 

1= 1 
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Ponendo: 

n 

l: Vi 

P 
i= 1 

n 
(62) 

l: XI 
i = 1 

si ha: 

n n 

y = l: Vi + P l: (63) 
i= 1 i=n+1 

La (63) significa che il totale del carattere y nella popolazione 
U. viene stimato utilizzando i dati osservati nel campione e la 
relazione (57) per le unità non campionate; l'attenzione quindi si 
sposta sulla stima del parametro 13. Utilizzando i minimi quadrati 
ponderati si ha: 

n 

L Xi (aXi)-1 Vi 

il 
i= 1 

(64) 
n 

L >e; (aXi)-1 

i= 1 

dalla quale ~ ricava la (62). che introdotta nella (63) consen
te il calcolo di y. 

Poiché P è ottenuta mediante il metodo dei minimi quadrati. 
la ? è ottimale nel senso che ha varianza minima nella classe 
degli stimatori lineari ed omogenei. 

Lo statistico che deve progettare il piano di campionamento. 
avendo a disposizione risultati di indagini precedenti od altre 
informazioni che lo inducono a ritenere valide le ipotesi (57) e 
(59) può applicare lo stimatore rapporto con la quasi certezza di 
aver utilizzato uno stimatore ottimale nel senso appena detto. 

Supponiamo ora che esista (nelle indagini Istat di solito esi
ste) una variabile z della quale non è stato possibile tenere con-
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to in fase di disegno. Supponiamo ancora che z assuma un 
numero limitato di modalità l1' ...• l •...• lA' denominate post
strati. ~ evidente che lo statistico debba ritenere che la variabile 
oggetto di indagine y e la variabile z siano tra loro. in qualche 
modo. legate (altrimenti non avrebbe senso l'utilizzazione di 
quest'ultima nel piano di campionamento). Dopo aver seleziona
to il campione si avranno n. unità che prendono le modalità l. 
(a= 1 •... A). con: 

A 

l: n. = n 
8=1 

Indichiamo inoltre con N. il numero di unità (noto) che assu
mono la generica modalità l. nella popolazione. con: 

A 

L N.=N 
8=1 

Il risultato campionario: 

V (s) = (V1 ••••• VJ 

può essere suddiviso in: 

dove S1 è l'insieme delle n1 unità campionate che presentano 
il carattere z = l1' S2 l' insieme delle n2 unità con z = l2. ecc. Il 
campione s risulta cosI suddiviso in modo aleatorio in quanto 
non è stato programmato a priori quante unità con la caratteri
stica z = l. (a = 1. . ..• A) dovevano far parte del sub-campione 
s. tra le A sub-popolazioni di numerosità N1• N2 •...• NA • Il para
metro oggetto di stima sarà. nel caso del totale: 

N A N. 

V= l: Vi": L L 
A 

.Vi = L.v 
8=1 

(65) 

in cui. Vi indica il valore osservato sull'unità i del post-strato a. 
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Nel caso della media del carattere y si ha: 

N A ~ A 

'1=_1 1: VI =_1 1: 1: .Vi =_1 1:.v 
N i-1 N 8=1 i=1 N 8=1 

(66) 

Come risulta dalle (65) e (66), i parametri oggetto di studio 
possono essere ottenuti come somma dei parametri dei post-
strati. . 

~ possibile quindi procedere separatamente alla· stima dei 
parametri dei post-strati stessi ed ottenere la stima del parame
tro di interesse come somma delle stime (Holt e Smith, 1979). 

In questo caso la (40) diventa: 

(67) 

Poiché, dopo aver fissato i post-strati, n. è una variabile 
casuale le quantità nelle parentesi della (57) si possono scrive
re: 

Ila 
~~ V· 4.J. , 
n. i= 1 

(a = 1, ... , A) (68) 

.... " 

Come è possibile osservare la (68) è uno stimatore rapporto 
del totale del carattere y in U.. . 

La (67) diventa: 

(69) 

Lo stimatore post-stratificato, condiziona la stima del para
metro V alla distribuzione delle unità di U rispetto alla variabile 
z. 

Supponiamo ora di disporre anche dell'informazione x e di 
voler condizionare la stima di V sia rispetto ad x che a z. Abbia
mo già visto che il condizionamento rispetto alla variabile x con
duce allo stimatore rapporto e quello rispetto alla variabile z allo 
stimatore post-stratificato. 

In questo caso la (52) può porsi nella forma: 
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i= 1 

in cui: 

n 

.<:t = 1: K .VI 

i= 1 

(70) 

n 

e ~=1: K.X. (71) 
i= 1 

L'espressione (70) è nota in letteratura con il nome di stima
tore del rapporto post-stratificaro. 

Riteniamo utile osservare che in presenza di post-stratifica
zione alcuni post-strati possono risultare vuoti in questo caso 
!'inconveniente può essere superato aggregando opportuna
mente i post-strati stessi (Cochran, 1977). 

~ da aggiungere, infine, che nella situazione in cui si dispon
ga di un insieme di informazioni a priori è preferibile utilizzarne 
alcune 'per il disegno ed altre per la costruzione dello stimatore. 

Se, ad esempio, ci troviamo nella situazione: 

{ N,n,y,X,z} 

è stato dimostrato che se l'informazione x viene utilizzata per 
stratificare le N unità di u (a meno di una forte relazione stocasti
ca di tipo lineare tra y ed x), non conviene utilizzarla nuovamen
te nella costruzione dei procedimenti di stima. 

Come affermato nei capitoli precedenti, la stima dei parame
tri di interesse nella popolazione viene effettuata utilizzando la 
media campionaria della variabile oggetto di indagine, nel senso 
che alle unità· di u non campione, viene attribuita la media del 
carattere y calcolata sulla- base delle unità campione. 

Se ad esempio, il parametro oggetto di studio è Iii media del 
carattere y in U, si avrà (Royall, 1971): 

·n n n 
A 1[~ ~Y.] V= -- 4.J VI + (N - n) 4.J -' = 

N i= 1 i= 1 n 
_1_1: VI 

n i=1 
(72) 
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mentre se siamo interessati alla stima di V 

n n 
~ ~ N ~ 

'9' = kI Vi + (N - n) V = -n- kI Vi 
i= 1 i= 1 

(73) 

In presenza di un disegno stratificato si avrà (per brevità ipo
tizziamo che si voglia stimare il totale del carattere V): 

H nh H 

'9'= L L vhi + L (Nh-nJ Vh (74) 

h=1 i=1 h=1 

dove: 

Se invece si tratta di un disegno a due stadi. per la stima di 
V si ha: 

n ~ n n 

'9'= L LVij+ L (Mi-mJYi+ N; n L MiVi (75) 
i=1 j=1 i=1 i=1 

Come è facile vedere. la stima del totale V si compone di tre 
parti; la prima rappresenta i dati osservati dal campione. la 
seconda è l' estensione alle unità di secondo stadio «non osser
vatelt. per ciascuna unità di primo stadio campionata. della me
dia: 

mi 

_1 L v, 
mi . 1 

1= 

(76) 
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delle rilevazioni sulle unità di secondo stadio osservate ed infine 
la terza parte è l'estensione alle unità di primo stadio non osser
vate della media delle stime dei totali delle unità di primo stadio 
osservate. 

È noto che sintetizzando un fenomeno attraverso la sua me
dia si ha una perdita di informazioni sul fenomeno stesso; tale 
perdita è direttamente legata alla sua variabilità. 

In altre parole. volendo prevedere le modalità che il carattere 
y assumerà in una qualsiasi unità di U non osservata nel cam
pione. la probabilità di sbagliare sarà tanto maggiore quanto 
maggiore è la variabilità del fenomeno. In assenza di informazio
ni ausiliarie. se viene attribuita la media campionaria ad una 
qualsiasi unità non osservata si è sicuri di avere minor probabili
tà di allontanarsi molto dal valore vero. che non attribuendogli 
qualsiasi altra modalità di y. 

Una misura che quantifica la perdita di informazione sul para
metro V è la varianza dello stimatore. Come è stato già precisa
to nel capitolo 1. il campionamento casuale ha lo scopo di far s1 
che il valore assunto dal carattere y nella generica estrazione 
campionaria i (i=1 ..... n) sia una variabile casuale: indichiamola 
con YI' Le variabili casuali (v.c.) le cui realizzazioni danno luogo 
agli n risultati campionari possono indicarsi con (Yl ..... Y.J. 

La v.c. media campionaria y tenderà (per il teorema del limite 
centrale) ad avere una distribuzione normale (Vitali. 1987) con 
media: 

N 
_1 ~ 

kI Vi 
N i= 1 

e varianza a2/n. dove (Diana e Salvan. 1987): 

N 
1 ~ -a2 = - kI (Vi - V)2 
N i= 1 

Infatti. quando le n selezioni sono indipendenti. si ha: 

(77) 

(78) 
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Invece, nel caso in cui le n selezioni sono dipendenti occorre 
considerare la covarianza tra le coppie di v.c. (YI YI') con I =1= l' 
(= 1,2, ... , N). Si ha: 

N N 

C (YI YI') = ~ ~ p{ YI'YI} [(YI - V) (Yi -V)) = 
i= 1 j= 1 

N N 

= 1 ~ ~ [(Yi-V)(Yi- V))= 
N (N - 1) i= 1 j= 1 

(79) 

N N 

~ (YI _ V) - ~ (YI""; V)2 
j= 1 i= 1 

Poiché: 

N N N 

~ (YI-V)= ~ (Yj-V)=O e ~ (YI - V)2 = NaZ (80) 

i= 1 j= 1 

la (79) diventa: 

aZ 
C (YI YI') = - N-1 

i .. 1 

(81) 

La varianza della v.C. V è pertanto definita dalla espressione: 

n n n 

V (V) = _1_ ~ a2 + 
n2 i= 1 

~ ~ C(YI YI') = 
1= 1 1'-:1 

1 a2 
=-- n aZ - n (n-1) -- = n2 N-1 

1 n-1 
=_a2 ---aZ= 

n N-1 

N-n aZ 
N-1 -n-

(82) 
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I risuJta~i finora ottenuti si basano sull'ipotesi che la N-upla 
Y" .. ·, YN sia fissata e che la casualità dei valori campionari sia 
dovuta al processo di selezione. 

. Mostriamo ora che gli stessi risultati si possono ottenere an
che n!lll'ambito di un approccio che considera la N-upla Y , ... , Y 
come d~ter!Y'i~azione di N V.C. Y"""YN indipendenti ed iJentica~ 
mente distribuite. 

Seguendo tale approccio si può porre 

(i = 1, ..... ,N) (83) 

do,!e J.L è la media (costante) delle N v.c. ed Et ha media zero e 
vananza costante. 

La selezione del campione implica quindi la selezione di n 
delle N v.c. che hanno generato la popolazione; ciO induce un 
legame tra la n v.c. selezionate, espresso da: 

Poiché al = al' e C (YI YI') è data dalla (81) si ha: 

1 
p (YI YI') = - N - 1 

(84) 

(85) 

che costituiscono gli elementi della matrice D inserita nella . 
(20). 

Dalla (27) segue poi: 

V (V) = ~(1 + (n - 1) p] 
n 

da cui si ricava (Kendall, 1977): 

aZ N-n 
n N - 1 

V (V) = 

che è esattamente la (82). 
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A questo punto è opportuno sottolineare che in entrambe le 
formule viene assunta la conoscenza della variabilità del caratte
re y in U, ossia viene posto (J2 noto. Nella quasi totalità delle 
indagini campionarie ciò non si verifica per cui si rende necessa
rio pervenire ad una stima della precisione dello stimatore inve
ce che ad un calcolo esatto della stessa. Ponendo: 

N 
N 1 ~ -

S2 = (J2 = ~ (Yi - y)2 
N-l N-l. 

1= 1 

Sostituendo S2 con (J2 nella (82) si ottiene 

v (y) = N-n 

N 

(86) 

(87) 

Sapendo che la stima campionaria corretta di S2 è data da S2. 

dove: 

n 

L (Yi -y)2 
n-l i=1 

(88) 

si ha che una stima della (82) è ottenuta semplicemente sosti
tuendo S2 ad S2 nella (87) ottenendo: 

N-n 

N 
(89) 

Per la varianza della stima del totale del carattere y in U, 
basta tener presente che: 

(90) 

e poiché N è una costante conosciuta si ha: 

V ("Y) = N2 V ('V) (91) 

Per cui una stima di V ("Y) si ha sostituendo al secondo termi
ne della (91) la (89), ottenendo (Cochran, 1977): 

N-n 9 ("Y) = N ___ s2 (92) 
n 
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Come è facile osservare una misura della precisione della sti
ma è ottenuta attraverso una stima della variabilità del carattere 
oggetto di indagini y, espressa dal fattore S2 e dal fattore 
(N_- n)/~ che risulta dipendere dal numero di unità appartenenti 
a s, ossia la parte non osservata della popolazione. ~ immediato 
osservare che per n = N il campione copre l'intera poplazione e 
la (92) è pari a zero, ossia la varianza campionaria è nulla. 

Nei successivi capitoli verranno descritte le espressioni della 
varianza campionaria con riferimento a strategie campionarie più 
complesse. 

Infine, riteniamo opportuno aggiungere che una volta deter
minata la stima della varianza, definita dalla (92), è possibile cal
colare altre statistiche di grande importanza quali: 

- l'errore di campionamento assoluto, convenzionalmente 
indicato co,! il simbolo et ("Y), espresso come radice qua
drata della V("Y); 
l'errore di campionamento relativo, convenzionalmente 
indicato c0t' A('Y) , espresso come rapporto tra l'errore 
assoluto et(Y) e la stima "Y; 

- !"intervallo di confidenza. generalmente riferito al livello di 
fiducia P=O,95, i cui estremi sono cosI definiti: "Y-2et("Y); 
"Y+2et("Y). 

Lo stimatore del parametro di interesse nella popolazione è 
stato definito come funzione dei dati campionari ed indicato con 
t[Y(s)). ~ evidente che tale definizione è molto generale e con 
scarsi risvolti applicativi, in quanto lo stimatore t non può esse
re una arbitraria funzione di Y(s) ma deve necessariamente 
rispondere a precisi requisiti. In- generale questi sono (Fabbris 
1989): ' 

- appartenenza ad una classe ben definita di funzioni (ad 
esempio, la classe delle funzioni lineari ed omogenee), 

- dovere avere almeno una delle seguenti proprietà: corret
tezza, consistenza, efficienza e robustezza. 

Si può notare che tali proprietà, riferite agli stimatori di una 
certa classe C ne individuano un sottoclasse C'. Ad esempio se 
C è la classe delle funzioni lineari omogenee C' potrebbe rappre
sentare la classe delle funzioni t' tali che (Giusti, 1983): 

E [t'] = 9 (93) 

Ossia la classe degli stimatori corretti di 9, nell'ambito di C. 
È evidente quindi che la ricerca di quelle funzioni che godono 

delle proprietà elencate riduce notevolmente la classe degli sti
matori utilizzabili nella pratica. È comunque da osservare che, 
nella teoria classica del campionamento da popolazione finite, 

Proprieti 
degli 
stimatori 
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non è possibile ridurre tale classe ad una unica funzione t- (Go
dambe. 1965). 

Dal punto di vista operativo. le proprietà pill rilevanti sono: la 
correttezza e l'efficienza (Vitali. 1987). 

La prima è stata definita dalla (93) mentre la seconda è una 
proprietà relativa che mette à confronto la variabilità di due sti
matori t, e t2• Si dirà che t, è pill efficente di t2 se. a parità di 
disegno campionario. si ha: 

(94) 

Per quanto riguarda la consistenza e la robustezza. essendo 
la prima una proprietà asintotica e la seconda resa quasi super
flua dalla apparente assenza di ipotesi di base nell'approccio 
classico all'inferenza da popolazione finite. queste non vengono 
solitamente prese in considerazione nel. campionamento. Rite
niamo comunque opportuno. per ragioni di completezza. trattar-
le in questa sede. . 

Della consistenza esistono almeno due definizioni. La prima. 
dovuta Cochran (1977). considera consistenti quegli stimatori la 
cui varianza si annulla per n = N; questa viene chiamata. in lette
ratura. C-consistenza. La seconda. dovuta a Murthy (1967) ed 
Hansen. Hurwitz e Madow (1953). ipotizza una successione di 
campioni (dalla stessa popolazione) e la corrispondente succes
sione di stime 9,.···. 9m•••• ottenute dallo stesso stimatore t. in 
cui: 

(95) 

Lo stimatore viene definito consistente se: 

Iim9m =9 
m --+ OD 

(96) 

lim V[9mJ = O 
m_OD 

(97) 

Ritornando ora al concetto di correttezza dimostriamo che lo 
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stimatore diretto del totale del carattere y. nella popolaZione 
oggetto di indagine. definito da: 

n 

'9' = _N_ 1: VI 
n i= 1 

(98) 

é corretto. Riscriviamo la (98) in termini dell'insieme delle eti
chette {s}: 

'9' (s) = _N_ 1: Vi 
n iBS 

(99) 

Ricordando che U. indica l'universo campionario e conside
rando il caso in cui: 

d (s) = nl (N - n)l 
NI 

la correttezza si può esprimere con: 

N 

1: d (s) '9' (s) = 1: Vi 
seU 

• i= 1 

La (100) si può scrivere: 

N 
~ n~ (N - n)1 ~ ~ _ ~ 
~ NI n.~ VI _ ~ VI 

seU les i=l • 

Il primo membro della (101) può riscriversi nella forma: 

nl (N - n)1 . N 

NI n 1: 1: Vi 
seU ies 

(100) 

(101) 

(102) 
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dalla quale segue che: 

N 

l: L Yi = l: (~= ~ ) Yi 

seU ies i=l 

(103) 

• 

poiché i campioni in U., che contengono la generica unità i, sono 
pari a: 

( N-1 ) 
n-1 

che rappresenta tutti i modi di associare all'unità i tutti i possibili 
campioni di numerosità (n-1) selezionabili dalla popolazione, di 
N-1 unità. Sostituendo la (103) nella (102) e tenendo presente 
che: 

nl (N-n) I (N-1)1 
NI -(-n--1 )-1 ["':'(N-:-_'-:'1 ):'--""'-(n--1=)]"'-1 = 

n(n-1 ) I(N-n) I 
= N(N-1)1 

(N-1)1 n 
(n-1)I(N-n)1 = N 

(104) 

il primo membro della (101) diventa: 

N N 

( N )-' ~ ( N-1 ) ~ y.= 
n n n-1 ~ I 

i= 1 
l: Yi 

i= 1 

(105) 

che dimostra il risultato cercato. 
L'estensione a disegni piO complessi è relativamente imme

diata. 
Vediamo ora che lo stimatore rapporto non è corretto. Intan

to uno stimatore non corretto viene definito distorto ed una 
misura della distorsione viene fornita da: 

B(t)=E(t)-9 (106) 

CAP. 3 - CONCETTI BASE DEUA TEORIA DEUA STIMA 

Consideriamo il caso della stima del totale del carattere V ed 
esprimiamo la (106) relativamente allo stimatore rapporto: 

~ 
B(i)=E (TX}-Y (107) 

Questa si può scrivere come: 

B (i) = - [E(~) - E (><) E ( :)] = - c[ : ,><] (108) 

Infatti si ha: 

c [-i-,jt] = E{[ -i-- E( -i-}] [jt-E(jtl]} = 

=E{(+jt) -E(+)E(XI}=E(~-E(jtIE( +) (109) 

Inoltre, date due generiche variabili u e v, il valore massimo 
dell~ covarianza C (u, v) è pari a [V(u)V(V)]1/2, ossia quando p= 1 
(Letl, 1983). _ 

In virtù di questo risultato il valore massimo di B ('9) è: 

(110) 

D~lIe considerazioni appena svolte segue che la distorsione è 
massima quando tra le due variabili V ed x esiste la relazione: 

V --=kx 
x (111) 

e quindi V=k, ossia quando non esiste alcun legame lineare tra i 
due caratteri. 
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Per contro. come accennato precedentemente. tale distor
sione si annulla se tra il carattere y ed il carattere x esiste una 
relazione lineare stocastica del tipo: 

y=ax+8 (112) 

E [6] = O 

Inoltre. lo stimatore rapporto ha varianza minima quando: 

v [y]= p XII con1(g(2 (113) 

I motivi che rendono lo stimatore rapporto pii) vantaggioso 
di altri stimatori (diretto. regressione. ecc.) poggiano sulle se
guenti circostanze: risulta facilmente trattabile dal punto di vista 
inform~tico; generalmente. è pii) efficiente degli altri stimatori 
citati. Infatti. effinché lo stimatore del rapporto risulti pii) effi
ciente dello stimatore diratto è sufficiente che (Cochran. 1977): 

in cui: 

y 
R= X-

(114) 

PARTE 2 

CRITERI DI SELEZIONE DEL CAMPIONE 
METODI DI STIMA E VARIANZE DI CAMPIONAMENTO 

... ~. 
, 
; , 



CAPITOLO 4 - CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE E 
NOTAZIONI SIMBOLICHE 

Nella prima parte di. questo volume, didatticamente prelimi- Introduzione 
nare, abbiamo offerto alcuni concetti generali e introduttivi rela-
tivi alle indagini campionarie e proposto i fondamenti della teoria 
statistica dell'inferenza per quanto attiene al disegno di campio-
namento ed ai metodi di stima dei parametri della popolazione. 

Questa seconda parte racchiude una trattazione sufficiente
mente completa dei criteri di selezione delle unità campionarie e 
di alcuni fondamentali metodi di stima (stimatori diretti, del rap
porto e del rapporto post-stratificatil, di uso più frequente nelle 
indagini su larga scala condotte dai maggiori centri di informa
zione statistica a livello internazionale. Relativamente a ciascuno 
degli stimatori suddetti, si studiano inoltre le espressioni della 
varianza e della corrispondente stima, le quali svolgono un ruolo 
di grande importanza sia ai fini della valutazione del livello di 
precisione dei risultati prodotti da un'indagine campionaria, sia 
nell'ambito della problematica della determinazione della dimen
sione del campione. 

Su tali contenuti qualcosa va aggiunta circa il criterio meto
dologico con il quale essi vengono proposti. L'esperienza ci ha 
suggerito di usare il principio generale di esporre ogni metodo 
partendo dal campionamento casuale semplice estendendo poi 
l'illustrazione al campionamento ad uno stadio stratificato e a 
quello a due stadi con stratificazione .al livello delle unità prima
rie, che costituiscono i contesti campionari più comuni nella 
realtà di ricerca; d'altra parte, il lettore non dovrebbe faticare 
nell'individuare le considerazioni che si applicano a campioni su 
qualsivoglia numero di stadi. 

L'idea di iniziare l'esposizione con riferimento al campiona
mento semplice ci pare didatticamente efficace e storicamente 
valida per mostrare l'utilità dei metodi e delle tecniche statisti
che proposti (e in genere adottati in contesti campionari più 
complessi) e per far nascere l'opportunità di ulteriori approfondi
menti. 

Anche se i capitoli appaiono densi sul piano degli sviluppi 
formali, l'esposizione si concentra sull'essenziale di quanto oc
corre affinché i metodi descritti risultino comprensibili a chi 
abbia interessi statistici di natura operativa. Per non appesantire 
matematicamente la trattazione non ci siamo dilungati in svilup
pi teorici dimostrativi, rinviando alla bibliografia per gli approfon
dimenti o per chi volesse acquisire metodi più sofisticati. 

Questa seconda parte inoltre condiziona la successiva ove si 
affrontano i problemi riguardanti la stratificazione e il calcolo 
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della numerosità campionaria, ctle costituiscono le fasi operati
ve fondamentali nella progettazione del disegno di campiona
mento per indàgini statistiche. 

Infine, nel' presente capitolo, abbiamo ritenuto importante 
premettere, con riferimento ai tipi di campionamento sopra 
menzionati, le caratteristiche strutturali della popolazione e del 
campione, honché le notazioni simboliche alle quali si farà conti
nuo riferimento per la descrizione dei metodi proposti. 

Data una popolazione costituita da un numero finito di ele
menti, l'operazione di campionamento semplice consiste nel se
lezionare a caso dalla popolazione un prefissato numero di ele
menti. 

Tra i vari criteri di selezione delle unità da includere-nel cam
pione, maggiormente si conviene alle indagini campionarie effet
tive quello che va sotto il nome di scelta a caso senza re;m;ss;o
ne che consiste nel separare dalla popolazione un elemento per 
volta, in modo che l'elemento stesso non possa cadere sotto 
osservazione pill di una sola volta. 

Tuttavia, in teoria, è possibile un altro criterio di selezione 
noto con il nome di scelta a caso con re;mmissione, in base al 
quale le osservazioni su' un prefissato numero di unità campio
narie awengono come se fossero fatte una per volta, dopo aver 
estratto a caso un solo elemento e averlo subito ricollocato nel
la popolazione in modo che uno stesso elemento possa cadere 
pill volte sotto osservazione. 

Nel seguito del presente volume, per rimanere in condizioni 
di maggiore generalità, ci atterremo al primo criterio di selezio
ne; d'altra parte, tutte le espressioni che scriveremo, mediant~ 
opportuni passaggi al limite, si possono trasformare nelle corn
spondenti espressioni relative al criterio di scelta con reimmis
sione. 

Passiamo ora a descrivere le caratteristiche strutturali della 
popolazione e del campione e i simboli di cui si farà uso nel pro
sieguo: 

N 

n 
f=

N 

y 

VI 

indice di unità 

dimensione della popolazione 

frazione di campionamento 

generica variabile oggetto di rilevazione 

valore della variabile y relativo all'unità i 
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N 

v= LVI 
1= 1 

- V 
V=

N 

totale della variabile V nella popolaZione 

media della variabile V nella popolazione 

N 

52 = _1_ L (Y r '1)2 varianza della variabile V nella popolazio-
N-1 i=1 ne 

n 
A 1 ~ 
y=- 4.J VI 

n i=1 

n 

media della variabile V nel campione 

1 ~ A 

S2 =- 4.J (VI-y)2 varianza della variabile V nel campione. 
n-l i= 1 

Ogni stima, ottenuta mediante l'esame di un campione 
estratto a caso da una popolazione assegnata, comporta neces
sariamente il rischio di commettere un errore (denominato erro
re di campionamento), dowto al fatto di selezionare dalla popo
lazione una parte soltanto di- elementi. 

Il mezzo pill semplice per ridurre l'errore di campionamento 
consiste nell'aumentare la numerosità campionaria, in quanto a 
mano a mano che la rilevazione parziale tende a diventare totale 
la struttura del campione diventa pill simile a quella della popo_ 
lazione, owero il campione diventa sempre pill rappresentativo 
della popolazione da cui proviene; conseguentemente il livello di 
precisione della stima aumenta. 

A parità di dimensione del campione, però, si può migliorare 
la precisione della stima ricorrendo alla stratificazione della po
polazione, cioè alla sua scomposizione in parti omogenee (o 
strati) rispetto al carattere oggetto di indagine, e selezionando 
da ciascuno strato un numero prefissato di unità con cui forma
re in complesso un campione di determinata dimensione, deno
minato campione ad uno stadio stratificato. 

Campionamento 
ad uno stadio 
stratiflcato 
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Per questo tipo di campionamento possiamo individuare ca
ratteristiche strutturali e notazioni simboliche panendo da quelle 
definite per il campionamento semplice, salvo l'aggiunta di un 
indice distintivo di strato. 

Penanto indichiamo con: 

h 

f= _n_ 
N 

v 

indice di strato (h = 1, ... ,Hl 

indice di unità 

dimensione della sub-popolazione 
dello strato h 

dimensione della popolazione 

dimensione del campione dello stra
to h 

dimensione complessiva del cam
pione 

frazione di campionamento relativa 
allo strato h 

frazione di campionamento totale 

generica variabile oggetto d'indagi
ne 

valore della variabile V relativo 
all'unità i appanenente allo strato h 

totale della variabile. V relativo alla 
sub-popolazione dello strato h 

- y 
y=

N 
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H N., 

~~ 
h= 1 i= 1 

media della variabile V relativa alla 
sub-poPolazione dello strato h 

y totale della variabile V nella popola
llizione 

media della variabile V nella popola
zione 

varianza della variabile V relativa alla 
sub-popolazione dello strato h 

media della variabile V relativa al 
campione dello strato h 

varianza della variabile V relativa al 
campione dello strato h 

Le notazioni sopra illustrate possono essere riassunte me
diante i quadri simbolici seguenti: 

Rappresentazione simbolica relativa alla popolazione 

Strato Distribuzione daUa variabile y Dimensiona Totale Madia varianza 

1 VI1 Vii VINI NI VI VI sf 

h Vhl Viii VhNt, N., Vh Vh ~ .. 

H VHf VII V'*'H NH 
-VH VH ~ 

Totale - - - N Y Y -
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Rappresentazione simbolica relativa al campione 

Frazione 

Distribuzione della vllrillbile y Dimensione di MedIa Varianza Strato campion&-
manto 

. 
1 V" VII V,n, n, t, V, S2 , 

..... 
h Vh, .. VhI V~ Rh th Vh ~ 

..... 
H VH, VIII V~ RH tH VH ~ 

Totale - - - R t - -

Come la stratificazione ha generalmente l'effetto di aumenta
re la precisione delle stime fornite dali' indagine. cosI il ricorso al 
campionamento a due stadi è determinato non dal d~siderio di 
conseguire il medesimo effetto, in senso assoluto, rispetto al 
campionamento ad uno stadio. bensl dalla necessità di ridurre il 
costo dell'operazione o, meglio, di conseguire la maggiore pre
cisione possibile, pur contenendo il costo nei limiti delle disponi
bilità finanziarie. 

Allo scopo di rendere pill efficienti le stime, un campione a 
due stadi è generalmente stratificato al livello delle unità prima
rie. 

Per trattare questo tipo di campionamento nel seguito si farà 
uso dei seguenti simboli: 

h 

Nh 

H 

N= ~ Nh 

h=1 

nh 

indice di strato (h = 1, ...• H) 

indice di unità primaria 

indice di unità secondaria 

numero di unità primarie dello strato h 

numero complessivo di unità primarie 

numero di unità primarie campione dello strato 
h 
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H 

n = ~ nh numero complessivo di unità primarie campione 
h=1 

M", 

Nh 

numero di unità secondarie dell'unità primaria i 
dello strato h 

Mh = ~ MhI numero di unità secondarie dello strato h 
i= 1 

H 

M = ~ Mh numero complessivo di unità secondarie 
h=1 

Rh 

numero di unità secondarie campione dell'unità 
primaria i dello strato h 

mh = ~ numero di unità secondarie campione dello stra-4J m", to h 
i= 1 

fh = 
mh 

Mh 

f= 
m 
~ 

y 

Yhij 

numero complessivo di unità secondarie cam
pione 

frazione di campionamento primaria dello stra
to h 

frazione di campionamento secondaria nell'unità 
primaria i dello strato h 

frazione di campionamento totale dello strato h 

frazione di campionamento totale 

generica variabile oggetto d'indagine 

valore della variabile y dell'unità secondaria 
dell'unità primaria i dello strato h 
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YhI = 

Yh= 

Y= 

82-
h-

82 -... -

MhI 

l: YhIj 
i= 1 

Nh 

l: YhI 

i= 1 

H 

l: Yh 
h .. l 

1 

totale della variabile y dell'unità primaria i dello 
strato h 

totale della variabile y dello strato h 

totale della variabile y nella popolazione 

media della variabile y nell'unità primaria i dello 
strato h 

media della variabile y dello strato h 

medie della variabile y nella popolazione 

MhI 

varianza della varia
bile y fra i totali del
le unità primarie del
lo strato h 

varianza della varia-
bile y dentro l'unità l: (YhIj-V...)2 

MhI - 1 primaria i dello stra-
i_l to h 

mhl media della variabile 
V hI = ~YhIJ Y relativa alle mhl 

mhl unità campionarie j= 1 

mhl varianza della varia-

s~= 
1 l: (YhIj-V..J2 

bile y relativa alle 

mlll- 1 mlll unità campiona-
i= 1 rie 
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Quadro simbolico relativo alla popolazione del generico strato h 

Nunao v ....... Vllrianu 
Unid Dia1ribuzioM di Totale Madia fnI lntemII 

primarie dell vMabiIe V unid .... uniti ... unid 
c:andIrie primIrie primarie 

1 Vh" " Vhll .. Vh1Mt.l ~1 Vh1 Vh1 - ~1 

i Vhl1 .. VhIj .. v ........ ~ VIII VhI - s:. 

Nh V ..... 1·· VhNt,j .. V~ M ..... V ..... V ..... - si.... 
Totale - .. - .. - Mt. Vh Vh ~ -

Quadro simbolico relativo al campione del generico strato h 

~ro FnIZIone VIIrianu 
Uniti D181ribuzione cl uni- di inIerna 

prinwta della vllrillblle V 
1A __ 
~ 

Media ... unid 
darie lI*IIO primIIrie 

.... 
1 Vh1l · . Vh1j · . Vh1""'1 ~1 f2h1 Vh1 <1 

..... 
i Vlll1 · . VhIj · . V'*"III RItà f2hl VIII ~ 

V ..... 1 VhnttI 

...... 

~ Oh · . · . V~ m...., f2hnt. V ..... 

Totale - · . - · . - ~ f2h - -



CAPITOLO 5 - CRITERI DI SELEZIONE 

La precisione dei ~isultati ottenuti da una indagine campiona- Introduzione 
ria dipende non solo dalla dimensione del campione ma anche 
da altri elementi, quali il criterio di selezione del campione, il pro-
cedimento di stima, la stratificazione, ecc.. . 

Il criterio di selezione è la procedura mediante la quale si 
effettua il sorteggio delle unità della popolazione. 

Tale operazione può essere effettuata solo se le unità stati
stiche costituenti la popolazione oggetto di indagine sono iden
tificabili, vale a dire se esistono elenchi, schedari, ecc. utilizzabili 
come basi di campionamento, mediante i quali ciascuna unità è 
identificabile univocamente (Kish, 1965). 

Il criterio di selezione dipende sia dal tipo di estrazione che 
dal sistema probabilistico di selezione delle unità costituenti la 
popolazione oggetto d'indagine (Castellano ed Herzel, 1981). 

Il tipo di estrazione può essere con reimmissione o senza 
reimmissione delle unità; il sistema probabilistico di selezione 
può essere a probabilità uguali o a probabilità variabili. 

Nelle pagine seguenti illustreremo il significato dei criteri so
pra introdotti. Esaminiamo in primo luogo il tipo di estrazione. 

L'estrazione con reimmissione consiste nell'ottenere un cam
pione di n unità mediante n estrazioni successive, reinserendo 
nella popolazione l'unità estratta prima di procedere alla succes
siva estrazione. Operando in tal modo la composizione della 
popolazione resta invariata ad ogni estrazione; ovviamente, con 
questo tipo di estrazione, la stessa unità può essere sorteggiata 
anche piO di una volta. 

Nella tabella seguente è rappresentato l'insieme dei possibili 
campioni Uc (noto con il nome di universo dei campioni) di 
ampiezza n = 2 estraibili da una popolazione costituita da N = 3 
unità u" Uz e U3: 

C, Cz C3 C .. Cs Ca 
u, u, u, Uz Uz U3 

U, Uz 'U3 Uz U3 u3 

Nell'estrazione senza reimmissione le n unità del campione si 
ottengono mediante n estrazioni successive non reinserendo 
nella popolazione l'unità estratta prima di procedere alla succes
siva estrazione. 
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Pertanto con questo tipo di estrazione la popolazione si ridu
ce di un'unità ad ogni estrazione e una stessa unità non può 
essere sorteggiata che una volta sola. 

Nella seguente tabella sono rappresentati i diversi campioni 
Ci di ampiezza n = 2, che si possono ottenere estraendo le unità 
senza reimmissione da una popolazione di N = 3 unità Ut, U2' 

Ct C2 C3 

U t U t U2 

U2 U3 U3 

L'estrazione con probabilità uguali consiste nell'attribuire a 
ciascuna unità della popolazione la stessa probabilità di. essere 
selezionata. 

Per una maggiore comprensione di tale concetto consideria
mo una popolazione costituita da N = 3 unità Ut, U2 e U3' Se si 
attribuisce a ciascuna delle tre unità la stessa probabilità di sele
zione, owiamente pari a 0,33, si ottiene che il relativo sistema 
probabilistico di selezione è definito dall'insieme delle tre proba
bilità: 

0,33; 0,33; 0,33 

Nell'estrazione con probabilità variabili, invece, viene attribuÌ'
ta una probabilità di selezione generalmente diversa da un'unità 
all'altra della popolazione. 

Con riferimento all'esempio sopra riportato uno dei possibili 
sistemi a probabilità variabili potrebbe essere costituito dall'in-
sieme: . 

0,10; 0,40; 0,50 

in cui i tre valori rappresentano rispettivamente le probabilità di 
selezione di Ut, U2, U3" 

Campionamento Le considerazioni appena svolte avevano la finalità di iIIustra
cuua" aempllca re i concetti relativi alle due componenti, tipo e sistema probabi

listico di estrazione, che definiscono un criterio di selezione. Tali 
considerazioni, sviluppate a fini di chiarezza separatamente per 
le due componenti, non consentono, tuttavia, di comprendere in 
modo pieno il concetto di criterio di selezione che, come sottoli-
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neato all'inizio, si basa invece sulla definizione congiunta di ta!! 
componenti. 

Nel seguente quadro simbolico sono indicati i quattro possi
bili criteri di selezione casuale: 

Sistema probabilistico 

Tipo di Probabilità Probabilità 
estrazione uguali 

(pu) 

Con 
reimmissione (cr, pu) 

(cr) 

Senza 
reimmissione (sr, pu) 

(sr) 

in cui: 

(cr, pu): con reimmissione e probabilità uguali 
(cr, pv): con reimmissione e probabilità variabili 
(sr, pu): senza reimmissione e probabilità uguali 
(sr, pv): senza reimmissione e probabilità variabili. 

variabili 
(pv) 

(cr, pv) 

(sr, pv) 

~ da osservare tuttavia che nelle indagini effettive condotte 
su larga scala i criteri di selezione più frèquentemente utilizzati 
sono quelli senza reimmissione, cioè (sr, pu) e (sr, pv). 

L'opportunità di ricorrere a questi ultimi criteri risiede nel fat
to che essi generalmente conducono a risultati più precisi di 
quelli che si otterrebbero selezionando le unità con reimmissio
ne. 

Nei successivi paragrafi, pertanto, la trattazione sarà limitata 
allo studio dei criteri (sr, pu) e (sr, pv). 

Introduciamo le seguenti due definizioni: 
criterio di selezione (sr, pu): l' unità estratta non viene reintro
dotta nella popolazione e ciascuna unità della popolazione ha 
la stessa probabilità di selezione alla prima estrazione; 

- criterio di selezione (sr, pv): l'unità estratta non viene reintro
dotta nella popolazione e le N unità della popolazione hanno 
probabilità di selezione diverse alla prima estrazione. 
Esaminiamo in primo luogo il criterio (sr. pu). 
A tal fine indichiamo con u" U2 ...... ui, .... , UN le unità di 

un'ipotetica popolazione di dimensione N. 
Supponiamo inoltre di voler estrarre un campione di ampiez

za n. 

83 
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In tale circostanza e sotto l'ipotesi che il tipo di estrazione 
sia senza reimmissione si ha la seguente situazione: alla prima 
estrazione è possibile selezionare una qualsiasi delle N unità del
la popolazione; alla seconda estrazione una delle rimanenti N-1 
unità. e cosI via fino alla n-esima estrazione in cui è possibile 
selezionare una delle N-(n-1) unità rimaste. 

Sotto l'ulteriore ipotesi che le N unità della popolazione ab
biano la stessa probabilità di selezione alla prima estrazione, che 
indichiamo con il simbolo P,. si ha: 

P(u,) = P(U2) = .. = P(ul) = .. = P(urJ = P, = 1 

N 
(1) 

Conseguentemente, la probabilità di selezione alla seconda 
estrazione. P2• di ciascuna delle rimanenti N-1 unità è uguale a: 

N-1 
(2) 

Procedendo in modo analogo per le successive estrazioni, si 
ottiene: 

1 1 
P3 = N _ 2' ..... , Pn = N - (n - 1) (3) 

Le precedenti considerazioni avevano lo scopo di definire le 
probabilità di selezione relative alle n estrazioni; tali probabilità 
sono di fondamentale importanza anche per la definizione della 
probabilitlJ di inclusione. la cui determinazione sta alla base dei 
procedimenti di stima dei parametri oggetto d'indagine (Horwitz 
e Thompson, 1952). 

Definiamo probabilità d'inclusione di una generica unità Uj 
della popolazione la probabilità che tale unità sia inclusa nel 
campione. 

Con riferimento. ad esempio, ad un campione di dimensione 
n tale probabilità risulta costituita dalla somma delle probabilità 
seguenti: 

Pi. che la generica unità U1 sia selezionata alla prima estrazione; 
P2. che la generica unità Uj sia selezionata alla seconda estrazio
ne. non essendo stata selezionata alla prima; 
P;. che la generica unità UI sia selezionata alla terza estrazione. 
non essendo stata selezionata alle prime due estrazioni; 
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~. che la generica unità U1 sia selezionata alla n-esima estrazio
ne. non essendo stata selezionata alle prime n-1 estrazioni. 

La probabilità di inclusione della generica unità U1 della popo
lazione è pertanto espressa da: 

n(uJ = Pi + P2 + ...... + ~ (4) 

Ovviamente Pi coincide con P,; P; è definito dal prodotto 
della probabilità che alla prima estrazione sia selezionata una 
unità diversa da u1 per la probabilità che UI sia selezionata alla 
seconda estrazione; in formula cioè: 

N-1 N-1 
P; = P2 = 

N N 
=-- (5) 

N-1 N 

Procedendo in modo analogo si ha dunque: 

N-2 N-2 1 
P3 =--- =--

N N N-2 N 
(6) 

N - (n - 1) N - (n - 1) 1 
~ = Pn =----~-----=-

N N N - (n - 1) N 

In conclusione n (uJ è uguale a: 

1 1 1 n 
n (uJ ="N+"N+ ..... +"N="N (7) 

Per chiarire il significato del criterio di selezione testè esami
nato è utile sviluppare un esempio. 

Consideriamo una popolazione costituita da N = 3 unità u" 
U2' U3. e supponiamo di voler estrarre da essa senza reimmissio
ne e con probabilità uguali un campione di ampiezza n = 2; in 
questo caso si ha: 

1 
P, =3 e 

1 
P2 =--

2 
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e quindi 

1 
Pj =3 e 

Conseguentemente la probabilità di inclusione della generica 
unità u, della popolazione in un campione di ampiezza n = 2 è 
data da: . 

II (uJ 
1 1 2 

=--+--=--
3 3 3 

(i = 1.2.3) 

Esaminiamo ora il criterio di selezione (sr. pv). 
L'illustrazione sarà limitata al caso di due sole estrazioni. 

ossia al caso che si voglia estrarre un campione di dimensione 
n = 2 da una popolazione costituita dalle N unità u,• u2 •••••• 

U, •••••• u,.. 
Tale scelta è dovuta sia alla complessità delle espressioni 

delle probabilità di selezione e di inclusione nel caso n > 2. sia 
perché nella maggior parte delle indagini concrete. generalmente 
basate su disegni campionari complessi stratificati. si ricorre 
all'estrazione di una o di due sole unità da ogni strato (Cochran. 
1917). 

Sotto l'ipotesi che la selezione venga effettuata senza reim
missione. la popolazione si riduce di un'unità dopo la prima 
estrazione. 

Supponiamo inoltre che le probabilità di selezione alla prima 
est~azione relative alle N unità della popolazione siano diverse. 
ossia: 

(8) 

Tenendo presente che l'esposizione è limitata al caso n = 2 
si ha che la probabilità di selezione alla prima estrazione dell"uni~ 
tà u, è uguale a: 

(i=1 •....• N) (9) 

In~ichiamo con uj ij = 1.2 ..... i ..... N) l'unità estratta alla prima 
seleZione; la probabilità di selezione relativa alla seconda estra
zione di una qualsiasi delle N-l unità Uj è data da: 

(i=l ..... N) e (i :f: j) (10) 
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La probabilità d'inclusione della generica unità u, (i = 1 ..... N) 
della popolazione in un campione di ampiezza n = 2è costituita 
dalla somma dei seguenti due termini: 

probabilità che l'unità u, sia selezionata alla prima estrazione: 
Pj (u,) 
probabilità che l'unità u, sia selezionata alla seconda estrazio
ne. non essendo stata selezionata alla prima: p; (uJ. 

La probabilità d'inclusione della generica unità u, della popo
lazione è pertanto espressa da: 

II (uJ = p; (uJ + p; (uJ (i = 1.2 ...... N) ( 11) 

Owiamente p; (uJ coincide con P, (uJ; p; (uJ è definita dal 
prodotto della probabilità che alla prima estrazione sia selezio
nata un'unità diversa da u, per la probabilità che Uj sia seleziona
ta alla seconda estrazione; in formula cioè: 

p; (uJ = 

In conclusione II (uJ è uguale a: 

N 

II (uJ = P l (uJ + ~ P l (u~ 
i#i 

(12) 

(13) 

Nel caso in cui si estragga un campione di ampiezza n = 1. la 
probabilità di inclusione della generica unità u, della popolazione 
è data ovviamente dell'espressione: 

II (uJ = Pj (uJ = P (uJ (i = 1 .... N) (14) 

Per chiarire il significato del criterio di selezione esaminato 
consideriamo l' esempio seguente. 

Data una popolazione costituita da N = 3 unità u,• U2. U3 sup
poniamo di voler estrarre. senza reimmissione. da essa un cam
pione di ampiezza n = 2. assegnando alle unità le seguenti pro
babilità di selezione alla prima estrazione: 

87 



88 TECNICHE DI CAMPIONAMENTO: TEORIA EMATICA 

p (U,) = 0.6; P (U2) = 0.3; P (U~ = 0.1 

In tal caso si ha: 

Pi (U,) = 0.6; P~ (U2) = 0.3; Pi (U3) = 0.1 

e dalla (12): 

p; (u,) = 1 ~·~.3 0.3 + 1 ~~. 1 0.1 = 0.324 

0.3 06 
P; (u~ = 1 _ 0.6 • + 0.3 01 = 0483 

1 - 0.1' • 

""2 (U3) = 0.1 06+ 0.1 03 =0193 
n 1 _ 0.6' 1 - 0.3' • 

Le probabilità d'inclusione sono quindi: 

n (u,) = 0.6 + 0.324 = 0.924 . 

n (U2) = 0.3 + 0.483 = 0.783 

n (u~ = 0.1 + 0.193 = 0.293 

A conclusione di queste prime considerazioni sui criteri di 
selezione riteniamo utile illustrare alcuni metodi di selezione di 
rilevante importanza nell'ambito delle indagini condotte su larga 
scala. 

Prima di affrontare tale argomento è opportuno sottolineare 
che il criterio che ha condotto alla relazione (13) si basa sulle 
seguenti probabilità: 

P, (uJ (i=1 •...• N) 

dove P, (uJ rappresenta la probabilità di selezione. alla prima 
estrazione. dell'unità U1 e P2 (uJ la probabilità di selezione. alla 
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seconda estrazione. dell'unità ul• non essendo stata selezionata 
UI alla prima estrazione. 

Ciò premesso. nel caso di indagini concrete. le probabilità 
P, (uJ e P2 (uJ sono spesso definite come grandezze proporzio
nali alle dimensioni delle unità stesse (Brewer e Hanif. 1983). 

Questo modo di definire le probabilità di selezione presenta 
una certa utilità. in quanto generalmente consente di aumentare 
il livello di precisione delle stime. a parità di condizioni. 

A tale scopo si cerca una variabile. i cui valori siano noti pri
ma di effettuare la selezione. correlata ·con la variabile oggetto 
di studio. 

Cos1. ad esempio. se le unità sono i comuni. come nel caso 
delle indagini Istat sulle famiglie. la dimensione è definita dalla 
popolazione dei comuni stessi; conseguentemente un comune 
con popolazione maggiore di un altro ha una probabilità di sele
zione pii) elevata (Russo e Falorsi. 1985). 

Indichiamo con 'a' la variabile in questione e con Ai il valore 
che essa assume sull'unità ui• Pertanto la probabilità P, (uJ è 
espressa da: 

(15) 

La probabilità P2 M è data da: 

AI 
P2 (uJ = --cN,,-----

(~1 AI) - Aj 
(16) 

Le probabilità appena definite possono essere. poi. utilizzate 
per la determinazione della probabilità di inclusione n (uJ secon
do la relazione (13). 

Nelle situazioni concrete. tuttavia. data la complessità 
dell'espressione (13). le probabilità di inclusione vengono deter
minate attraverso criteri che. pur rendendo più agevole il calcolo 
di tali probabilità. sono basati su probabilità di selezione appros
simativamente proporzionali alle dimensioni delle unità. 

Secondo quest'ottica si muove. ad esempio. il metodo di 
Brewer. che descriveremo sempre con riferimento al caso di un 
campione costituito da due sole unità. 

In base a tale metodo. alla generica unità uj (i = 1 •...• n) viene 
attribuita: 
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- alla prima estrazione, una probabilità di selezione propor
zionale al rapporto: 

P, (uJ (1 - P, (uJ) 

1 - 2 P, (uJ 
(17) 

che indichiamo col nome di probabilitil corretta (revised probabi
lity in lingua inglese); . 

- alla seconda estrazione, non essendo stata selezionata uj 

alla prima estrazione, una probabilità di selezione data da: 

P, (uJ 
(18) 

1 - P, (u~ 

dove uj ij = 1, ... , N con j #: i) indica·la generica unità diversa da 
u. (selezionata alla prima estrazione). 

Inoltre, si assume che ogni P, (uJ (i = 1, ... ,N) sia minore di 
1/2, al fine di evitare che la corrispondente probabilità corretta 
definita dalla (17) possa assumere valori negativi. Osserviamo 
che le probabilità definite dalla (17) pur risultando inferiori ad 
uno non godono della proprietà che la loro somma risulti pari ad 
uno. . 

Allo scopo di avere un sistema di probabilità che rispetti 
quest'ultima condizione basta normalizzare le probabilità in og
getto dividendo ciascuna probabilità corretta per la quantità: 

N 

c= L 
i= 1 

P, (uj) (1 - P, (uJ) 

1 - 2 P, (uJ 
(19) 

Moltiplicando e dividendo per 2 la precedente espressione si 
ha: . 

1 
C= -2-

N 

L 
i= 1 

N 

P, (uJ (1 + 1 - 2 P, (uJ) 

1 - 2 P, (uJ 

ed essendo L P, (uJ = 1 si ottiene che: 
i= 1 

N 

C = .2.. [ 1 + L P,(uJ ] 
2 . 1 1 - 2 P1 (uJ 

1= 

(20) 

(21) 
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alla quale si fa generalmente riferimento per la normalizzazione 
delle probabilità in questione. 

A questo punto possiamo considerare la probabilità di inclu
sione della generica unità u., che in base alle relazioni (17), (18) 
e (21), è espressa da: 

N 

n(u~ = P2(U~ (1 - P,(u~) + ~ L P,(u~ (1- P,(u~) P, (u~ (22) 
e (1 - 2 P, (u~) e j~i 1 - 2 P,(u~ 1-P,(u~ 

Mettendo in evidenza il termine P, (uJjC e sommando e sot
traendo P, (uJ nel numeratore del primo addendo, si ha: 

N 
P,(u~ [ P, (u~ ~ P, (u~ ] 

n (uJ = --e-. 1+ 1 _ 2 P,(uJ + ~ -1---'-2-P':"',-(u-~
J.,..I 

(23) 

Infine, introducendo il secondo addendo, tra parentesi qua
dre, nella sommatoria e considerando la relazione (21) abbiamo 
che: 

N 

n(u~ = P,(u~ [1+ L P, (u~ ] = P,(~ 2e = 2P,(u~ (24) 
C j = 1 1 - 2 P,(u~ C 

dalla quale si deduce immediatamente l' estrema semplicità for
male della probabilità n (uJ, la qualcosa rende considerevolmen
te più agevole il calcolo delle n (u.). 

L'illustrazione del metodo di Brewer è stata limitata al caso 
in cui vengono estratte due sole unità campione; tuttavia, la sua 
applicazione può essere facilmente estesa al caso n > 2, po
nendo n (u.) = n P, (uJ. 

Consideriamo, adesso, un altro metodo molto utile nelle 
situazioni concrete. 

In base a tale metodo, che descriveremo nel caso n > 2, a 
ciascuna unità u. viene assegnato un'intervallo proporzionale alla 
sua ampiezza. AI mediante le seguenti operazioni: 

- si calcolano le quantità (n AJ per i = 1, ...• N 
- si considerano i totali cumulati 
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per i = 1, ... , N (25) 

- alle unità 1, 2, ... , i. ... si assegnano risp,ttivamente i 
seguenti intervalli di scelta: 

[1 - B,]. [(B, + 1) - B2], ••• , [(&._, + 1) - &.] .•. (26) 

N 

Estratto un numero casuale C compreso tra 1 e ~ AI' 
i= 1 

vengono selezionate le n unità i cui intervalli comprendono i 
numeri 

N 

, •••• C + (n - 1) ~ AI 
i= 1 

(27) 

Se n P (u.) < 1, ovvero n AI < 1: A. (per i = 1, ... , N), ciascu
na unità h~ una probabilità di inclusione pari a n P l (uJ e non può 
essere selezionata pi~ di una volta. 

La precedente trettazione sui criteri di .selezio~e è stata svol
ta nell'ipotesi di campione casuale semplice, ossia nel ~aso c~e 
da una popolazione di N unità venga estratto un campione di n 

unità. d· . d· . nto Nelle indagini concrete si ricorre a I~egnl I camplo~am~ 
pi~ complessi di quello casuale se.":Iplice. ~ I~ determinazione 
delle probabilità d'inclusione per tali In~aglnl nsulta conseguen-
temente pi~ complessa (R,,!sso e Falor~I, 1989)... .. 

Nel presente paragrafo "'ustrerem~ Il cal~lo d~ t~1I prob.ablll
tà nel caso di indagini effettuate mediante disegni di campiona
mento a uno stadio stratificato ~Vajani~ 1969~. 

Per tali disegni il criterio di selezlon~ PI~ fre~ue~te,:"ente 
adottato nella pratica delle indagini campionane è " cnteno (sr, 
pu). .. .s 

Pi~ precisamente da ciascuno s~rato ~I est~e senza relmml -
sione e probabilità uguali un campione di nh unità. 

Tenendo presente le considerazioni appenll. svolte e le n~ta
zioni simboliche introdotte nel Capitolo 4 relativamente al dlse-

" 
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gno a uno stadio stratificato, la probabilità di inclusione relativa 
alla generica unità della popolazione appartenente allo strato h è 
data dal rapporto: 

n (uJ 
(i = 1, .... , NJ 
(h = 1, ..•. , H) (28) 

Riteniamo utile aggiungere che nella predisposizione di dise
gni campionari per l' effettuazione di indagini concrete risulta, in 
alcune situazioni, vantaggioso fissare la dimensione campionaria 
dei singoli strati in modo che sia rispettata la condizione se
guente: 

(h = 1, ... , H) (29) 

Tale condizione esprime il fatto che ciascuna unità della p0-
polazione presenta la stessa probabilità di inclusione a prescin
dere dallO strato di appartenenza (Castellano ed Herzel, 1981). 

Illustreremo, ora, il calcolo delle probabilità di inclusione nel 
caso di indagini basate su disegni di campionamento a due stadi 
con stratificazione delle unità primarie. 

Per tali disegni, nell'ambito di ciascuno strato di unità prima
rie, si ha un criterio di selezione composito basato su i due 
seguenti stadi di selezione: 

- nel primo, si estrae un campione di unità primarie; 
- nel secondo, da ciascuna delle unità primarie campione si 

procede all'estrazione di un campione di unità seconda
rie. 

I criteri di selezione di uso pi~ frequente nella pratica campio
naria sono i seguenti due: 

- sia le unità primarie che le unità secondarie vengono 
estratte senza reimmissione e con probabilità uguali; 

- le unità primarie vengono estratte senza reimmissione e 
probabilità variabili e quelle secondarie senza reimmissio
ne e probabilità uguali. 

Relativamente al secondo criterio la situazione pi~ ricorrente 
è quella in cui si estrae, da ciascuno strato, una o al pi~ due 
unità primarie. 

Ciò premesso, passiamo a descrivere la determinazione delle 
probabilità di inclusione con riferimento ai due criteri di selezione 
appena definiti. 
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Tenendo presente le precedenti considerazioni relative al cri
terio di selezione (sr. pu) e la simbologia introdotta nel Capitolo 
4 per descrivere la struttura del disegno campionario in esame. 
segue che il rapporto (Russo. 19848): 

(i=1.···.NtJ 
(h=1 •...• H) 

(30) 

esprime la probabilita di inclusione della generica unità primaria i 
appartenente allo strato h. 

In modo analogo. la probabilità di inclusione della generica 
unita secondaria j dentro l'unità primaria i. è data da: 

O=1 •...• M.J (31) 

Pertanto la probabilità di inclusione finale della generica unità 
secondaria j appartenente ali' unità primaria i è data dal prodotto 
della probabilità di inclusione dell'unità primaria i per la probabili
tà di inclusione della generica unità secondaria j appartenente 
ali' unità primaria i. ossia da: 

(32) 

le precedenti considerazioni possono facilmente essere 
estese al caso in cui le unita primarie sono selezionate con pro
babilità variabile senza reimmissione e quelle secondarie con 
probabilita uguali e senza reimmissione. 

Infatti. in questo caso. seguendo Brewer. la probabilità fi1(U..) 
è espressa da: 

fi1(U.J = nh P(u.J (33) 

Conseguentemente la probabilita di inclusione finale dell'uni
tà u'" è data da: 

(34) 

la (34) può essere particolarizzata al caso in cui le probabili
ta P(u.J sono proporzionali alle dimensioni delle unità primarie. 

CAP. 5 - CRITERI DI SELEZIONE 

A tale scopo. indichiamo con: 

- Ahi' la dimensione dell'unità primaria i dello strato h; 

NIt 

-~= 1: Ahi 
i= 1 

Pertanto la probabilità P(u.J è fornita dal rapporto: 

Ahi 
P (u.J = -

Ah 
(35) 

A conclusione riteniamo utile scrivere la relazione (34) nei 
casi particolari. di fondamentale importanza nelle situazioni con
crete. di una o due unità primarie campione in ciascuno strato 
(Istat. 1978). 

Dalla (34) seguono immediatamente le due relazioni: 

(36) 

(37) 
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CAPITOLO 6 • METODI DI STIMA DIRETTI 

Ogni indagine campionaria condotta su larga scala ha. gene- Introduzione 
ralmente. la finalità di fornire un elevato numero di stime di para-
metri della popolazione. che possono essere di tipo differente 
(frequenze assolute. totali. proporzioni. medie. ecc.). 

Poiché, indipendentemente dal metodo di stima adottato, le 
stime di frequenze assolute. di proporzioni o di medie si posso
no ricavare da quella di un totale, limiteremo la descrizione sol
tanto a quest'ultimo tipo di stima. 

Il principio su cui è fondato qualsiasi metodo di stima cam
pionaria è quello che il sottoinsieme delle unità della popolazione 
incluse nel campione deve rappresentare anche il sottoinsieme 
complementare costituito dalle rimanenti unità della popolazione 
stessa (Statistics Canada, 1976). 

Tale principio viene realizzato attribuendo a ciascuna unità 
inclusa nel campione un peso, che può essere visto come il 
numero di elementi della popolazione rappresentati da detta uni
tà. 

Se, ad esempio, ad una unità campionaria viene attribuito un 
peso pari a 50, ciò indica che tale unità rappresenta se stessa 
ed altri 49 elementi della popolazione che non sono stati sotto
posti ad indagine. 

In generale, per ottenere la stima di un totale (ad esempio il 
reddito totale) si devono eseguire le seguenti tre operazioni: 

i) determinare il peso da attribuire a ciascuna unità inclusa nel 
campione; 

ii) moltiplicare il valore relativo ad una data variabile oggetto 
di indagine. rilevato sulla generica unità inclusa nel campione. 
per il peso attribuito alla medesima unità (nell'esempio in que
stione. il reddito di ciascuno individuo campionato moltiplicato 
per il corrispondente peso); 

iii) effettuare la somma dei prodotti di cui al punto ii). 
Nelle indagini effettive, generalmente basate su disegni di 

campionamento complessi. il peso da attribuire a ciascuna unità 
è ottenuto in base ad una procedura anicolata in pii'J passi (Bu
reau of the Census, 1978; Falorsi, 1989; Russo. 1988a; Russo 
e Falorsi, 1985): 

a) in primo luogo. viene calcolato un peso iniziale, definito 
base, determinato in funzione del disegno di campionamento; 

b) successivamente. vengono calcolati alcuni fattori correttivi 
del peso base, che possono essere distinti in fattori: 

- per mancata risposta totale; 
- che consentono di rispettare la condizione di uguaglianza 

, 
':'. 
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tra alcuni parametri noti della popolazione e le corrispon
denti stime campionarie; .. 

c) infine viene determinato un peso, noto sotto Il nome di 
peso finale: espresso come prodotto del peso base per i fattori 
correttivi. 

Nel presente capitolo illustriamo i metodi di stima diretti, cost 
denominati in quanto essi si basano sull'utilizzazione dei para
metri strutturali della popolazione e del campione e dei soli valo
ri (delle variabili oggetto di studio) rilevati sulle u~ità ~nclus~ n~1 
campione; tali metodi, che consentono la determinazione di sti
me corrette, si fondano sull'uso dei pesi base. 

La stima diretta di un parametro della popolazione è determi
nata mediante l'utilizzo dei pesi base. 

In generale, per ottenere la stima diretta di un totale riferito 
ad una data popolazione (ad esempio il reddito totale) si devono 
eseguire le seguenti tre operazioni: 

i) calcolare il peso base per ogni unità inclusa nel campione; 
ii) moltiplicare il dato relativo a ciascuna unità facente parte 

del campione (nell'esempio in questione il reddito di ciascun 
individuo campionato) per il peso base corrispondente; 

iii) effettuare la somma dei prodotti ottenuti al punto ii). 
Relativamente al punto i), il peso base di una unità facente 

parte del campione viene calcolato come reciproco della proba
bilità di inclusione di tale unità. Ricordiamo che il termine proba
bilit~ di inclusione indica la prObabilità, calcolata sulla base del 
disegno di campionamento, che un elemento della popolazione 
sia incluso fra gli elementi del campione (Cochran, 1977; Horvitz 
e Thompson, 1952). 

Le stime campionarie dirette, ottenute mediante il metodo 
precedentemente descritto, sono stime corrette nel senso che 
la media delle stime campionarie nell'universo dei campioni è 
uguale al totale della popolazione. 

Per illustrare quanto detto consideriamo una popolazione 
finita di N elementi a ciascuno dei quali è associato il valore del 
carattere y: 

in cui Vi (i = 1, ... , N) esprime il valore assunto dal carattere y 
sull'elemento i della popolazione. 

Il totale del carattere y è dato da 

N 

V= l: Vi (1) 
i= 1 

CAP. 6 - METODI DI STIMA DIRETTI 

Consideriamo ora un campione formato da n elementi, 
estratti senza reimmissione e con probabilità uguali dalle N unità 
costituenti la popolazione. Esso presenta come risultato gli n 
valori: 

Tenendo presenti le caratteristiche del meccanismo. di sele
zione, la probabilità di inclusione di ciascuna delle n uOltà cam
pione è espressa da: 

n 
n=--

N 

di conseguenza il peso base è definito da: 

N 1 
K=--=n n 

(2) 

(3) 

Pertanto la stima campionaria diretta del parametro V, defini
to dalla (1), è data da: 

A N 
V=

n 

n 

L 
i= 1 

1 
V,=-

n 

n n 

L L (4) 
i= 1 i= 1 

Consideriamo, come esempio, una popolazione costituita da 
N = 6 unità, per le quali il carattere y oggetto di indagine assume 
i valori: 

VI = 6; V2 = 5; V3 = 10; V4 =.7; V6 = 8; Va = 2 

Il totale V è pari a: 

6 + 5 + 10 + 7 + 8 + 2 = 38 

Supponiamo di aver estratto, da detta popolazione, un cam
pione di n = 2 elementi, selezionati senza reimissione e con pro
babilità uguali. Supponiamo, inoltre, di avere selezionato il cam
pione identificato dalla coppia: 

(VI =6;V3 =10) 
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La probabilità di inclusione n Il: 

2 
n=T=0,33 

Conseguentemente, il peso base K risulta uguale a: 

K=_1_=3 
n 

La stima campionaria <l • data da: 

<l= (3 x 6' + (3 x 10' = 48 
." . 

indichiamo con y il generico carattere oggetto di indagine e 
supponiamo di voler determinare, mediante un campionamento 
ad uno stadio stratificato. la stima diretta del totale del carattere 
y della popolazione. 

Tenendo presenti le notazioni simboliche introdotte nel Capi
tolo .4,.l'iéordiamo che tale parametro Il definito da: 

(5' 

in cui si Il posto: 

(6' 

Ciascuna delle "" unità campione dello strato h viene inclusa 
nel campione con probabilità uguale a (Cochran, 1977; Yamane, 
1967): 

m 
In base a quanto esposto nel caso del campionamento sem

plice, il peso base da attribuire a ciascuna delle "" unità Il per
tanto uguale a: 

(8' 

CAP. 8 • METODI 01 STNA DIRETTI 

La stima campionaria diretta del totale Y h Il fornita 
dall' espressione: 

(9' 

Conseguentemente la stima diretta del totale Y, definito dalla 
(6' Il data da (Russo, 1982': 

(10' 

Supponiamo di voler determinare, mediante un campione a 
due stadi con stratificazione delle unità di primo stadio, la stima 
diretta del totale del carattere y nella popolazione. 

Tenendo presenti le notazioni simboliche introdotte nel Capi
tolo 4, ricordiamo che tale parametro Il definito da: 

YhIj= (11' 

in cui si Il posto:· 

~ M... ~ 

Yh = 1: 1: YhIj= 1: Y" (12' 
1.1 j_1 1= 1 

M... 
Y,,= 1: YhIj (13' 

j= 1 

Ciascuna delle "" unità primarie dello strato h viene inclusa 
nel campione con probabilità D,,, (i = 1, .•. , nJ. 

Nel caso in cui le "" unità primarie siano estratte con probabi
lità uguale, la probabilità D,,, Il data da (Hansen, Hurwitz e 
Madow, 195;3': 

"" ""N;.""" , n,,,= (14' 
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Se invece le nh unità primarie sono estratte con probabilità 
proporzionale alla dimensione delle unità stesse. la probabilità 
fi1li è espressa da (Kish. 1965): 

Ahi 
n'hI= nh Nh 

1: Ahi 
(15) 

i= 1 

in cui Ahi rappresenta il totale della variabile a. utilizzata per defi
nire la dimensione. dell'unità primaria i dello strato h. 

In ognuna delle nh unità primarie campione dello strato h ven
gono estratte mhl unità secondarie con probabilità pari a: 

(16) 

La probabilità di inclusione della generica unità secondaria j. 
selezionata nella unità primar~a campione i dello strato h. è per
tanto definita da: 

(17) 

Conseguentemente. il peso base attribuito alla medesima 
unità è dato da: 

(18) 

la stima campionaria diretta del parametro Y h è ottenuta 
mediante l'espressione seguente: 

i .. l 

mhl 
1 . "h 

I: --YhIj= 1: 
j= 1 n.. i= 1 

(19) 

la (19) può porsi nella forma equivalente: 

(20) 

CAP. 8 - METODI DI STIMA DIRETTI 

in cui: 

1: (21) 
j=l 

rappresenta la stima diretta del totale Y li del carattere y nell'uni
tà primaria i dello strato h. 

la stima diretta del parametro Y è definita dalla seguente 
espressione (Russo. 1988b): 

(22) 
j= 1 

le indagini campionarie condotte su larga scala sono. in 
genere. basate su campioni autoponderanti in cui le unità della 
popolazione hanno la medesima probabilità di essere incluse nel 
campione (Cochran. 1977). 

Un campione casuale semplice è naturalmente autoponde
rante. in quanto. come risulta dalle formule (2) e (3). tutte le uni
tà della popolazione hanno una probabilità di inclusione uguale a 
n = n/N. Conseguentemente tutte le unità incluse nel campione 
hanno un peso costante pari a K = 1 In = N/n. 

Nel caso di un disegno ad uno stadio stratificato. la realizza
zione di un campione autoponderante implica che tutte le unità 
della popolazione abbiano una probabilità di inclusione costante. 
a prescindere dallo strato di appartenenza. ossia: 

fi, = .... = ~ = .... = II.t = TI.. (23) 

Esprimendo le probabilità di inclusione in base alla relazione 
(7) abbiamo che: 

H 

in cui: N = I: Nh 
h=l 

(24) 

e 

la relazione (24) esprime la condizione che il numero di unità 
campionarie in ciascuno strato risulti proporzionale alla numero
sità Nh. 
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Il peso base relativo alle "" unità campionarie dello strato h 
(h = 1 , ... ,H) lt dato da: 

1 N -
Kt. = I1t. = n = Kt. 

(25) 

Pertanto la stima diretta del totale V, definita dalla (10), può 
essere riformulata nel seguente modo: 

H "" 
~=Kh I. I. Vhi = (26) 

h= 1 i= 1 

Dalla precedentei-elazione si desume che la stima dirett.a di 
un campione ad uno stadio stratificato autoponderante viene 
ottenuta come se le n unità campionarie fo:-sero state estratte 
madiante un campionamento casuale sempll~e. ., 

Infine nel caso di un disegno a due stadi con stratiflCaZione 
delle un~à primarie, l'autoponderazione del campion~ comporta 
che tutte le unità della popolazione abbiano la medesl"':1a pr~ba
bilità di inclusione, a prescindere dallo strato e dalla unità pnma-
ria di appartenenza. . à . . . 

Esaminiamo dapprima il caso in cui le unit p':!mana sl~n~ 
estratte con probabilità uguali. Tenendo presenti le relaZioni 
(14), (16) e (17) si deduce che: 

(27) 

in cui: 

H Nt. 

M= I. I. Mhi e 
h-1 i .. 1 

H "" 
m= I. I. mhi 

h= 1 i= 1 

(28) 

Esaminiamo ora il caso in cui le unità pri,:"arie sia~o estratte 
con probabilità proporzionali alle dimenSIOni del~ unità st~sse. 
Tenendo presenti le relazioni (15) (16) e (17) abbiamo che. 

(29) 

CAP. 8 • METODI DI STIMA DIRETTI 

Pertanto, sia nel caso in cui le unità primarie siano estratte 
con probabilità uguali che nel caso in cui le unità primarie siano 
estratte con probabilità proporzionale alla dimensione, il peso 
base relativo alle mhi unità campionarie selezionate nell'unità pri
maria i appartenente allo strato h lt espresso da: 

(30) 

Quindi la stima diretta del totale y, definita dalla (22), può 
essere riformulata nel seguente modo: 

H "" mhi 

~ = Khi I. 1: 1: VhiJ = (31) 
h=1 i=1 j=1 

Riassumendo le precedenti considerazioni si osserva che se 
l'indagine ha la finalità di fomire soltanto stime corrette, cosI 
come sono quelle descritte nel presente capitolo, l'utilizzazione 
di campioni autoponderanti, che attribuiscono alle unità campio
narie il medesimo peso, comporta una notevole riduzione dei 
tempi necessari per il calcolo delle stime e dei corrispondenti 
errori di campionamento. 

Inoltre, l'introduzione di pesi costanti conduce a stime che 
generalmente, a parità di condizioni, risultano pii.! efficienti di 
quelle ottenibili attraverso disegni basati su pesi variabili. 
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CAPITOLO 7 - FATTORI CORRETTIVI PER MANCATA 
RISPOSTA TOTALE 

La situazione in cui non viene effettuata la rilevazione su Introduzlane 
un'unità inclusa nel campione è nota con la denominazione di 
mancata risposta totale. Sotto il nome di mancata risposta par-
ziale viene invece indicata la situazione in cui, relativamente ad 
una o pill unità finali, non vengono rilevati i valori di alcune delle 
caratteristiche oggetto di studio. 

Le mancate risposte parziali o totali, introducono nelle stime 
effetti distorsivi che possono essere attenuati mediante l'utiliz
zazione di teniche speciali. Inoltre, la mancata risposta, riducen
do la dimensione del campione, comporta un aumento della 
varianza di campionamento e di conseguenza una minore preci
sione delle stime oggetto di indagine. 

Nel presente capitolo illustreremo alcuni criteri da adottare 
nel caso in cui si verifichi il fenomeno della mancata risposta 
totale (Cochran, 1977; Kic;h, 1965; Uttle, 1983; Platek e Grav, 
1983; Politz e Simmons, 1949; Statistics Canada, 1976). 

Un metodo frequentemente adottato consiste nel sostituire CampionamentD 
le unità non rispondenti con unità estratte da una lista, comune- casuale eempllce 
mente nota sotto il nome di Elenco suppletivo. 

Tale criterio, conosciuto come metodo di sostituzione, pre-
senta le seguenti caratteristiche: 

il numero di unità rispondenti coincide, in genere, con 
l'ampiezza teorica del campione; di conseguenza la preci
sione delle stime oggetto di indagine risulta uguale a quel
la prevista dal disegno di campionamento; 

- può introdurre distorsione nel caso in cui le caratteristiche 
oggetto di indagine dei non rispondenti siano diverse da 
quelle delle unità sostitutive. 

Per illustrare il metodo delle sostituzioni, consideriamo una 
popolazione finita composta di N elementi, a ciascuno dei quali 
è associato il valore del carattere v: 

V" V2, ••• , VI' ... , VN 

Da detta popolazione viene selezionato un campione di n ele
menti estratti senza reimmissione e con probabilità uguali. 

Indichiamo con n,. il numero di unità rispondenti alla prima 
intervista; di conseguenza il numero di unità non rispondenti è 
uguale a ii,. = n - n, •. 
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Il metodo delle sostituzioni consiste nell'estrarre "1. unità 
aggiuntive dall'elenco suppletivo. 

Supponiamo inoltre che il numero di unità rispondenti, fra le 
"1., sia pari a n2r; conseguentemente il numero di unità non 
rispondenti alla seconda intervista è uguale a "2r = "1.-n2r' 

In tale circostanza puc) essere effettuata una ulteriore selezio
ne di ii2r unità dall'elenco suppletivo, da intervistare al posto 
delle unità non-rispondenti alla seconda intervista. 

Il procedimento di sostituzione in esame può essere iterato 
fino ad ottenere un numero di unità rispondenti pari ad n. 

Tuttavia, poiché in alcune situazioni concrete non si raggiun
ge un numero di unità rispondenti uguale ad n, la trattazione 
successiva sarà sviluppata sotto l'ipotesi di avere un numero di 
unità rispondenti pari ad ,n, con ,n ~ n. 

Si possono pertanto presentare due situazioni: 

,n = n 

,n<n 

Nel primo caso, in cui il numero di unità rispondenti è pari 
all'ampiezza teorica del campione, il peso base delle unità ri
spondenti rimane uguale a: 

N 
K= -

n 

e le stime dirette possono ottenersi adottando la procedura già 
descritta nel Capitolo 6. 

Nel secondo caso il peso base viene in genere corretto 
mediante un fattore moltiplicativo. 

I fattori correttivi possono essere ottenuti adottando meto
dologie diverse. Nel presente capitolo ci limiteremo, tuttavia, 
alla descrizione di un criterio che, pur non essendo molto raffi
nato, viene comunemente adottato nelle indagini su larga scala 
per la sua semplièità computazionale. 

Riprendendo quanto prima illustrato, il fattore correttivo del 
peso base, ottenuto dall'applicazione del criterio in oggetto, è 
dato da: 

n 
W=-

,n 

Pertanto il peso base corretto viene ottenuto come: 

Nn N 
.,K = K W = --=-

n,n ,n 

(1) 

(2) 

CAP. 7· FATTORI CORRETTM PER MANCATA RISPOSTA TOTALE 

Di conseguenza la stima campionaria diretta nel parametro 

N 

V = 1: VI' corretta per mancata risposta totale, è espressa 
i= 1 

da: 

,n 

~= 1: 
i= 1 

N ,n 
.K VI = --1: VI 

,n i= 1 
(3) 

Ri~rendiamo quanto illustrato nel Capitolo 6 a proposito del 
~amplonam~nto. ad ~no stadi~ stratificato ed indichiamo con A 
Il numero di unità nspondentl nel generico strato h (eventual
mente comprensivo delle sostituzioni). 

Si possono verificare i due seguenti casi: 

-,nh(nh 

Nel prosie~uo limiteremo la trattazione al secondo caso in 
quanto. nel primo non è necessaria l'introduzione di un fatt~re 
correttivo. 

Con riferimento al caso in cui ,nh ( nh si possono presentare 
le due seguenti situazioni: 

,nh> o 
,nh = o 

~saminiamo dapprima il caso in cui A > o. In tale circostan
za, Il fattore correttivo per mancata risposta totale relativo allo 
strato h è dato da: 

(4) 

P~rtanto il peso base corretto per mancata risposta totale è 
definito da: 

(5) 
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Di conseguenza la stima diretta del totale Y il fornita 
dall' espressione: 

H ,nh 

1:1: 
h= t i= t 

Passiamo ora ad esaminare il caso in cui .nh = o, ossia la 
situazione in cui non sia stata effettuata la rilevazione sulle unità 
campionarie appartenenti allo strato h. _ 

Il criterio che viene comunemente adottato è quello di far 
rappresentare la popolazione dello strato h dalle unità rispon
denti di un altro strato. Tale criterio consiste, sostanzialmente, 
nell'aggregare i due strati in questione in un solo strato e nel 
definire un fattore correttivo del peso base dello strato in cui il 
stata effettuata la rilevazione. 

Per illustrare il criterio in questione indichiamo u lo strato in 
cui non il stata effettuata la rilevazione (,nu = o)e con v lo strato 
al quale si il deciso di aggregare lo strato u (ovviamente sarà 
,ny > o). 

Indichiamo inoltre con 9 lo strato formato dall'unione degli 
strati u e v, e con G il numero di strati risultante dopo l'opera
zione di aggregazione degli strati. 

Per determinare il peso base corretto per mancata risposta 
totale occorre calcolare i due seguenti fattori correttivi: 

nv 
W y =-.ny 

(6) 

(7) 

che consentono di definire un fattore complessivo espresso 
da: 

(8) 

Conseguentemente il peso base corretto per mancata rispo
sta con riferimento allo strato 9 il dato da: 

(9) 

CAP. 7 - FATTORI COIIfIETTlVI PER MANCATA RISPOSTA TOTALE 

Pertanto la stima diretta del totale Y il data da: 

<f'= (10) 
i.t 

AI fine di chiarire il significato della relazione (10) ricordiamo 
che l'indice 9 può indicare alternativamente uno strato elemen
tare oppure uno strato risultante dall'unione di due strati ele
mentari. 

In un disegno a due stadi si presentano le due seguenti situa
zioni di mancata risposta: 

- in una o più unità primarie non viene effettuata la rileva
zione. In tale circostanza si perdono, ovviamente, tutte le 
informazioni sulle caratteristiche oggetto di studio relative 
alle unità finali che dovevano essere rilevate nell'ambito di 
tali unità primarie. Indichiamo tale situazione con il termi
ne di mancata risposta di unità primaria. 

- in una o più unità primarie non viene effettuata la rileva
zione per alcune delle unità secondarie incluse nel cam
pione. Denominiamo tale situazione con mancata risposta 
di unità secondaria. 

Esaminiamo dapprima la mancata risposta di unità primaria 
ed indichiamo con .nh il numero di unità primarie rispondenti 
(comprensivo anche delle sostituzioni) nel generico strato h 
(h = 1,2, ... ,H). 

Si possono presentare le due situazioni: 

Nel primo caso il fattore correttivo, per mancata risposta, 
per il generico strato h il dato da: 

(11 ) 

Nel secondo caso in cui .nh = O, non il stata effettuata la rile
vazione sulle unità campionarie dello strato h. Come già illustra
to precedentemente il criterio che viene comunemente adottato 
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è quello di far rappresentare la popolazione dello strato h dalle 
unità rispondenti di un altro strato. Tale criterio consistenell'ag
gragare i due strati in questione in un solo strato e nel definire 
un fattore corrattivo del peso base dello strato in cui è stata 
effettuata la rilevazione. 

Per descrivere il criterio in esame. indichiamo con u lo strato 
in cui non è stata eseguita la rilevazione e con v lo strato al qua
le si è deciso di aggregare lo strato u (owiamente sarà ,n" > O). 
Indichiamo. inoltre. con g lo strato formato dall'unione degli 
strati u e v. e con G il numero di strati che si ottiene dopo l'ope
razione di aggragazione degli strati mancanti. 

Per determinare il peso base corretto per mancata risposta 
totale occorre calcolare due fattori correttivi. 

Il primo fattore è dato da: 

W -~ y-
,ny 

(12) 

Il secondo fattore correttivo è espresso da uno dei due 
seguenti rapporti: 

- Wg= 

Nu + Nv 
Nv 

(13) 

(14) 

dove il primo rappono si riferisce al caso in cui le unità primarie 
sono estratte con probabilità uguale. mentre il secondo si riferi
sce al caso in cui le unità primarie sono estratte con probabilità 
proporzionale alla dimensione. Riteniamo opponuno ricordare 
che Nu ed Au indicano. con riferimento allo strato u. rispettiva
mente il numero di unità primarie ed il totale della variabile «a. 
che rappresenta la dimensione del medesimo strato; analogo 
significato hanno Nv e Av· 

Esaminiamo ora il problema della mancata risposta di unità 
secondaria ed indichiamo con ,rnhl il numero di unità secondarie 
rispondenti nell'unità primaria i dello strato h. In tale circostanza 
si calcola un fattore correttivo definito da (Russo. 1984b; Rus
so. 1988a,: 

(15) 

CAP. 7· FATTORI CORRETTIVI PER MANCATA RISPOSTA TOTALE 

In base a quanto sopra illustrato segue che il peso base cor
retto per mancata risposta è uguale a: 

(16) 

oppure a: 

(17) 

che si riferiscono rispettivamente al primo e al secondo caso di 
mancata risposta di unità primaria. 

Nella (16' i fattori W h e W hi sono espressi rispettivamente 
dalla (11' e (15'. mentre il peso Khi è definito dali' espressione 
(18) del Capitolo 6. Nella (17) i fattori Wye W; sono definiti dal
le formule (12). (13' 0(14); W vI e KvI sono espressi da relazioni 
analoghe alla (15) ed alla (18) dal Capitolo precedente. salvo la 
sostituzione dell'indice h con indice v. 

In definitiva. tenendo presente la (16) e la (17). la stima del 
totale Y è data da: 

H ,oh ,m... 

"9'= l: l: l: .Khi YIIi) (18) 
h=1 i= 1 j= 1 

oppure da: 

G t ~ "9'= l: .Kgi Ygij (19) 
g=1 i= 1 j= 1 

Allo scopo di chiarire le precedenti relazioni sottolineamo 
che la (18) è la formula da usare nel caso in cui in ciascuno stra
to h (h = 1 •...• H) si sia verificato ,nh > o. mentre la (19) è la 
formula da utilizzare nel caso in cui in qualcuno degli H strati si 
sia verificato ,nh = o. Penanto nella (19) !"indice 9 di strato può 
indicare alternativamente uno strato elementare oppure uno 
strato risultante dall'unione di due strati elementari. 
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CAPITOLO 8 - METODI DI STIMA INDIRETTI: GU STIMA
TORI DEL RAPPORTO 

Generalmente. nella fase preparatoria di un'indagine campio- Introduzione 
naria si dispone di informazioni riguardanti uno o più caratteri. 

Tali informazioni. note sotto il nome di informazioni ausiliarie, 
possono essere usate nel processo di stratificazione, nell'attri
buzione delle probabilità di selezione e nei metodi di stima delle 
caratteristiche della popolazione oggetto d·indagine. 

Dell'utilizzazione delle informazioni ausiliarie ai fini della stati
ficazione e delle probabilità di selezione ci siamo già occupati 
nei precedenti capitoli 2 e 3; in questo e nel successivo Capitolo 
9. invece. parleremo di alcuni metodi di stima fondati appunto 
sull' uso delle suddette informazioni. 

L'opportunità di ricorrere all'impiego di tali metodi - denomi
nati metodi di stima indiretti - sta nella maggiore precisione 
che in generale si consegue. a parità di ogni altra condizione, 
rispetto a quella ottenibile mediante i metodi di stima diretti 
descritti nel Capitolo 6 (De Cristofaro. 1979). 

Attualmente i procedimenti di stima indiretti in uso sono due: 
quello fondato sul metodo della regressione e quella basato sul 
metodo del rapporto (con e senza post-stratificazione). 

Nel presente volume ci occuperemo del secondo metodo del 
quale illustreremo la struttura fondamentale e le caratteristiche 
essenziali limitatamente - come abbiamo più volte detto - al 
campionamento casuale semplice. ad uno stadio stratificato e a 
due stadi con stratificazione delle unità primarie. 

Questo metodo. da tempo noto e frequentemente applicato 
sia all'lstat sia presso i più grossi centri di informazione statisti
ca a livello internazionale, è da preferire al metodo fondato sulla 
regressione. in quanto quest'ultimo è di più difficile realizzazione 
pratica soprattutto nelle indagini condotte su larga scala. 

In parecchie circostanze si osserva che il rapporto di due Campionamento 
grandezze presenta una variabilità minore di quella delle singole casuale 
grandezze: su questa semplice osservazione è fondato il meto- semplice 
do del rapporto (Cochran. 1977). 

Il principio alla base del metodo è il seguente: consideriamo 
una popolazione finita di N elementi. cui siano associatè le N 
coppie di valori dei due caratteri y (oggetto d'indagine) ed x (au
siliario): 

(V l' X 1), •••••••••••• (Vi' XJ •..............• (V N. XN) 
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in cui i simboli YI ed >Ct (i = 1, .... , N) esprimono i valori assunti 
rispettivamente da V ed x sull'unità i, che nel seguito si riterran
no tutti positivi. 

Siano poi: 

N 

Y= 1: YI (1) 
i-l 

e 

N 

X= 1: >Ct (2) 
i.l 

i corrispondenti valori complessivi. 
Consideriamo ora un campione costituito da n elementi, 

estratti senza reimmissione e con probabilità uguali dalle N unità 
costituenti la popolazione; esso presenta, in questo caso, come 
risultati n coppie: 

(YI, XI) •...........• (YI• XJ ................ (Yn• XJ 

Ciò posto. supponiamo di voler stimare il totale del carattere 
V, definito dalla (1). 

Si può sempre ignorare il carattere x e prendere come stima 
del totale Y la quantità: 

N n 

«'=- 1: YI 
n i= 1 

(3) 

che definisce la stima diretta di Y. • 
In altemativa alla (3) consideriamo invece la stima «' definita 

dali' espressione: 

(4) 

CAP. 8 - METODI DI STIMA INDIFIETT1: GlI STlMATORI DEl RAPPORTO 

in cui: 

n 
N 1: ~=- XI (5) 
n i= 1 

rappresenta la stima diretta del totale del carattere x. espresso 
dalla (2). 

La (4) definisce la stima del totale Y ottenuta con il metodo 
del rapporto cosl denominato in quanto si basa sul rapporto di 
due stime. ~ evidente. inoltre, che per utilizzare la (4) occorre 
che sia noto il totale del carattere x nella popolazione, che costi
tuisce l'informazione ausiliaria esterna. 

La (4) può anche riscriversi in una forma molto interessante 
ai fini pratici del calcolo delle stime. 

In primo luogo, la (4) può porsi nella forma: 

N n n 

n 1: YI 1: K YI 

'9-= i= 1 X= i= 1 X 
~ ~ 

(6) 

in cui: 

N 
K= (7) 

n 

indica il peso base. 

Posto inoltre: 

X 
B= 

~ 
(8) 

la (6) può scriversi: 

n n 

'9-= 1: K B YI = 1: ~ YI (9) 
i= 1 i= 1 

in cui: 

~ = KB (10) 
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rappresenta il peso finale da attribuire a ciascuna delle n unità 
incluse nel campione. 

Introducendo nella (10) la (5) e la (7), il peso i< assume la 
forma abbastanza semplice; 

x '-= --- (11 ) 

La teoria del metodo del rapporto si basa su dimostrazioni 
algebricamente abbastanza complesse; non si può, nè si inten
de, fare qui dettagliata ed esauriente esposizione teorica del 
metodo in esame, per la qual cosa il lettore desideroso di più 
ampi ragguagli potrà consultare la letteratura in materia (Vama
ne, 1967). 

Riteniamo tuttavia utile illustrarne le principali proprietà. 
In primo luogo alcune semplici considerazioni di ordine geo

metrico che consentiranno di chiarire meglio il discorso. 
In un sistema di riferimento ortogonale dei punti del piano si 

individuino i punti di coordinate (VI' XJ; il campione si rappre
senta allora come una nuvola di punti (VI' XJ, i = ', ... ,n. La figu
ra sotto riportata, nella quale abbiamo posto PI = (Xi' VJ, illustra 
tale situazione. 

y 

YII------

v~--------------~~----~~~--

o • 

CAP. 8 - METODI DI STIMA INDIRETTI: GlI STlMATORI DEL RAPPORTO 

Consideriamo ora la retta passante per l'origine O ed il bari
centro della nuvola G rx, v); l'equazione di tale retta è: 

v 
y=~ x 

X 

in cui: 

e 
~ 1 
X=

n 

(12) 

n 

l: (13) 

che rappresentano rispettivamente le stime corrette di Y = V IN 
e x: = X/N. . 

Osserviamo intanto che quando x assume Il valore X, totale 
del carattere ausiliario x, l'ordinata corrispondente. fornita dalla 
(12), coincide con 9, definito attraverso la (4). 

Infatti, la (4) può scriversi nella forma equivalente: 

. V 
?=-.- X 

x: 
(14) 

che coincide con la (12), quando in quest'ultima si pone x = X. 
Ora, come vedremo meglio in seguito (Capitoli 10 e 11), la 

stima della varianza della stima diretta ? è fornita dalla espres
sione: 

N-n 

n (n - 1) 

e la sti~a della varianza della stima rapporto 9- da: 

n ~ 

• N-n ~ V 
\J (?) = N . ~ (VI - ~ XJ2 

n (n - l) i= 1 X 

Dalla figura si osserva che la differenza . 
(VI - V) 

(15) 

(16) 

(17) 

119 



120 TECNIOE DI CAMPIONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

è rappresentata dal segmento p. H., e la differenza: 

V 
(V. --r- XJ . X 

(18) 

dal segmento p. MI. Ciò mostra che la varianza <) r9J è pitl piccola 
della varianza <) (~) quando la nuvola dei punti (X., V J, i = 1, ••. , n, 
si dispone pitl attorno la retta passante per i punti O e G che alla 
retta passante per G e parallela all'asse delle ascisse: cioè, 
quando le variabili x ed y sono fonemente correlate. 

~ possibile mostrare (Zanella, 1974) che la maggiore effi
cienza della stima 9' rispetto alla stima 9' è assicurata quando, 
sotto la solita condizione n > 30 + 40, risulta: 

S. 
1 X 1 coefficiente di variazione di x 

P > T--S;-= 2 coefficiente di variazione di y 
(19) 

Y 

dove p indica il coefficiente di correlazione fra le componenti 
della variabile doppia (x, V), essendo inoltre: 

SZ= x 

N N 

_1_ ~ (X. _ X)Z; S:= ~ ~ (V.- y)Z 
N i=1 i=1 

(20) 

La condizione (19) mostra come la maggiore efficienza della 
stima 9' rispetto alla stima ~ possa essere assicurata da una 
notevole correlazione fra i due caratteri x ed y e/o dall'essere il 
coefficiente di variazione di x piccolo rispetto a quello di y: ciò 
che si verifica, in altre parole, quando la variabilità dei valori di x, 
riferiti al proprio ordine di grandezza, è poco rilevante rispetto 
alla variabilità dei valori di y. A 

Una seconda propriatà della stima ~ è legata al fatto che è 
possibile dimostrare (Sukhatme e Sukhatme, 1970) le due se
guenti relazioni: 

A A .N-n1 [s: Sxy] 
B (9) = E (9) - V = --- ---m---==-. N n X XV 

(21) 

CAP. 8 - METODI DI S11MA INDIRETTI: GLI STlMATOfI DEl RAPPORTO 

B(~=E(~)-V=O (22) 

in cui nella (21) S: è definita dalla prima espressione delle (20) e 
Sxy è espressa da: 

S",= 

N 
1 ~ _ _ 

-- ~ (X. - X) (V. - V) 
N - 1 i.1 

Si dice, allora, che la ~ fornisce una stima corretta, nel senso 
che, per la (22), il valore medio di·tutte le stime che si possono 
ottenere con un campione di determinata ampie~a coincide con 
il valore V oggetto di stima, mentre la stima ~ introduce una 
distorsione pari alla (21). Inoltre, mentre la (22) è una espressio
ne esatta, la (21) è approssimata a meno di termini di grado non 
inferiore a 1/nZ. 

Osservazioni non prive di qualche interesse si possono fare 
sulla distorsione che il matodo del rappono compona e sulla 
bontà dell'approssimazione raggiunta con la (21). 

In primo luogo, dalla (21) si deduce che la distorsione della 
stima t decresce al crescere della dimensione del campione, 
annullandosi per n = N. A 

Dalla (21) si deduce anche che la distorsione di ~ decresce in 
valore assoluto col ridursi della differenza assoluta tra i termini 
compresi tra le parentesi quadre e si annulla quando: 

S: 1 Sxy 1 ---=---- _____ = O 
n XZ n XV 

(23) 

che può riscriversi nella forma: 

S'" y 
---sa-: = X 

x 

(24) 

La relazione (24) consente penanto di concludere che la 
distorsione di t è nulla quando la retta di regressione di y rispet
to ad x passa per l'origine del sistema di riferimento; la figura 
seguente illustra tale situazione. 

In definitlva, possiamo concludere che la distorsione di t 
': tende a diminuire sia all'aumentare della dimensione n del cam

pione, sia quando la funzione di regressione di y rispetto ad x è 
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• 

press'La..poco,lineare con coefficiente di regressione pari al rap
p~no V I~. o. In a~tre ~arole. quando tra y e x esiste un rappono 
diretto di proporzlonahtà quasi costante, 

SUlla,base delle precedenti considerazioni teoriche, sviluppa
te:' con rI~eri,:"ento alla varianza e alla distorsione della stima 9, 
SI può giustificare la regola pratica secondo la quale il metodo 
del rappono si presenta raccomandabile per valori della dimen
sione del campione sufficientemente grandi (in letteratura è indi
c~ta la ~olita, c~ndizione n > 30 + 40) in presenza di un coeffi
ciente d~ vanazlone della x inferiore a quello della y e di valori 
(XI' VI)' I = 1, "" n, che tendono ad essere allineati lungo una 
retta passante per l'origine, A 

Ta~i c~ndizioni possono, infatti, far ritenere la stima ~ ap
prossimativamente corretta e più efficiente della stima ~. 

le precedenti considerazioni si possono facilmente illustrare 
con l'esempio seguente. 

Consideriamo una popolazione costituita da N = 3 contri
buenti; siano: 

V, = 1, Vz =3. V3 = 15 

le imposte sul reddito pagate dai tre contribuenti e: 

X, = 10. Xz = 25. X3 = 100 

i rispettivi redditi individuali. 

CAP. 8 - METODI DI STIMA INDIRETTI: GLI STlMATORI DEL RAPPORTO 

Immaginiamo di conoscere a priori il reddito totale dellà po
polazione (X = 135) e supponiamo di voler stimare, per mezzo 
di un campione di ampiezza n = 2, l'ammontare totale di impo
sta sul reddito corrisposto dai tre contribuenti. 

Estratto il campione, siano: 

le coppie di valori dei due caratteri (imposta e reddito) associate 
ai due contribuenti inclusi nel campione. 

la stima dell'imposta totale, mediante la procedura basata 
sul metodo del rappono. è data da: 

3 
T(3 + 15) 

135 = 19,44 
3 

T(25 + 100) 

mentre l'imposta totale (incognita) è pari a V = V I + V z + V 3 = 
19. 

la stima diretta di V sarebbe risultata uguale a: 

YA = 3 3 5 T( + 1 ) = 27 

Passando dal campionamento casuale semplice a quello ad 
uno stadio stratificato si presentano, come possibili, due diversi 
modi di applicare il metodo del rappono. 

Consideriamo la prima alternativa. 
Innanzi tutto. immaginiamo che la popolazione di N unità. 

considerata nel caso del campionamento semplice. sia ripanita 
in H strati. 

Fermo restando tutto quanto è stato precisato sulla struttura 
e sulle- caratteristiche della popolazione potremo, in maniera 
affatto analoga. individuare strutture e caratteristiche della pane 
di popolazione racchiusa in ciascuno strato con gli stessi simbo
li, salvo l'aggiunta di un indice distintivo di strato. 

Perciò, con riferimento allo strato generico h (h = 1 ...... H) 
indichiamo con Nh il numero di elementi contenuti in detto strato 
e con: 

(Vhl • Xhl ) ...... (Vii' XJ ...... (VhNt,. X~ 

le coppie dei due caratteri y ed x. 
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Siano inoltre: 

(25) 

(26) 

rispettivamente I totaH del carattere y relativi al generico strato 
h e alla popolazione. 

Analoghe quantità possono definirsi per il carattere x, aven
dosi: 

(27) 

(28) 

Supponiamo ora che da ogni strato vengano estratti '" ele
menti senza reimmissione e probabilità uguali; siano: 

(Vh" x..,), ... , (VIII' ><...l, ••• (V .... ' XmJ 
le ~ coppie di valori dei due caratteri y ed x osservati sulle unità 
estratte dallo strato h. 

Assumendo noti (a priori) i totali X" .••• , x.., .... , x.. si vuole 
stimare, al solito, il totale del carattere y, espresso dalla (26). 

La stima di V, mediante il metodo del rapporto, li data da: 

N 
A ~ ~h 
.~ = ~-o-x.. 

h-1 Att 

(29) 

CAP. 8 - METQOI DI STIMA /IIDfIETTI: GLI STlMATOII DEL RAPPORTO 

in cui: 

(30) 

(31) 

(32) 

essendo Kt. il peso base relativo allo strato h. 

Posto: 

(33) 

la (29), tenendo presente la (30), può scriversi nella forma equi
valente: 

H "" 
'J= 1: 1: Kt.B..VIII (34) 

h-1 1-1 

che può riscriversi: 

H "" J= 1: 1: tKt. VIII (35) 
h .. 1 j .. 1 

in cui: 

tKt. = Kt. B.. = __ x.. __ (36) 
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è il peso finale da attribuire a ciascuna delle nh unità campione 
dello strato h. 

Esaminiamo ora il secondo modo. Esso consiste nel conside
rare le due stime dirette di V e X, ossia: 

H 

'9'= 1: '9'h (37) 
h .. l 

H 

>"<= 1: >"<h (38) 
h=l 

e nell'ottenere la stima di V mediante l'espressione: 

A '9' 
.'9' = TX (39) 

Posto: 

B'= X 
T (4O) 

ed introducendo nella (39) la (37) si ha: 

H H "h H "h 
J = 1: B' '9'h = 1: L B' Kh Vii = L L tK'h Vii (41) 

h=l h=l i= 1 h=l i= 1 

in cui: 

tK'h = B' Kh (42) 

è il peso finale da attribuire a ciascuna delle nh unità campione 
dello strato h. 

. Do~o ~ver ~escritto la struttura fondamentale dei due meto-
di, noti rispettivamente con il nome di metodo del rapporto 
separa~o e metodo del rappo'!o combinato, riteniamo opportu-
no anahuarne alcune caratteristiche differenziali sI da fornire al 
lettore utili criteri di scelta. ' 

CAP. 8 - METODI DI STIMA INDIRETTI: GU STlMATOfI.DElRAPPORTO 

La pit) importante di esse è rappresentata dalla precisione di 
un metodo rispetto all'altro. 

A tale scopo dovremmo fare approfondita analisi delle ri
spettive varianze campionarie, le cui espressioni saranno illu
strate in modo dettagliato nel Capitolo 11. 

Se il numero nh delle unità che si prelevano da ciascuno stra
to è sufficientemente grande (diciamo n > 30 + 40), dal con
fronto tra le due varianze campionarie si deduce che se i rappor
ti '9' h/>"<h sono costanti nei singoli strati i due metodi forniscono 
uguale precisione, mentre se i rapporti '9' h/>"<h sono variabili da 
strato a strato, il metodo del rapporto separato risulta pip preci
s?; i~ altre p~role, la varianza catflpionaria della stima .'9' risulta 
Plt) piccola di quella della stima .'9'. 

Per analizzare pit) compiutamente le caratteristiche differen
ziali dei due metodi di stima è opportuno fare anche qualche 
considerazione sulla distorsione insita· nelle stime .9 e .9. 

Si dimostra (Sukhatme e Sukhatme, 1970), utiliuando lo svi
luppo in serie di Taylor limitato Aai termini di ordine quadratico, 
che la distorsione delle. stime .'9' e .'9' è rispettivamente fornita 
dalle espressioni approssimate: 

H 

B(.~=V 1: Nh-nh (~ )2_1 ( S!h S"" Syh) 
Nh N nh X2 - Pt. X Y (44) 

h .. 1 

in cui: 

Nh 
S2 -xh - Nh - 1 ~( - )2 Xli - Xh (45) 

1 
Nh 

S~h= ~( - )2 
Nh - 1 

VIII - Vh (46) 
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essendo lJh il coefficiente di correlazione (Lati, 1983) tra le com-
ponenti della variabile doppia (x.., V..). 0_ •• 

Per studiare il comportamento delle distorsioni B 1.'9) e B le '9) 
al variare della dimensione del campione è opportuno scrivere in 
una forma pill semplice le espressioni (43) e (44). 

A tal fine la (43), trascurando il fattore di correzione finito e 
ponendo: 

n _ 
nh = - = n = costo 

H 
(47) 

X~ 
= q= cost.; = C~ = cost.; lJh = P = costo (48) 

può riscriversi nella forma: 

• Y 
B (.'9) = -=- (C~ - p C. C,) 

n . 
(49) 

dalle quale si deduce che J fornisce una stima soddisfacen
te di Y se la dimensione del campione di ciascuno strato è suffi
cientemente grande. 

In modo analogo, la (44), trascurando il fattore di correzione 
finito e ponendo: 

nh · n --= -- = costo 
Nh N 

(50) 

'" C~'" cost.; = C~ = cost.; lJh '" P = costo (51) 

può porsi nella forma: 

(52) 

dalla quale segue che, anche quando la dimensione ~ dei singoli 
strati è piccole, c ~ fornisce una stima soddisfacente di Y se la 
dimensione campionaria complessiva n è sufficientemente gran
de. 
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Dalla (43), inoltre, si deduce che la distorsione di .'9- si annulla 
quando, per ciascuno degli H strati, risulta soddisfatta la relazio
ne: 

(53) 

ossia quando: 

(54) 

in cui si è posto: 

(55) 

. con: 

Nt. 
~ (XIj - X..) (YIj - V..) (56) 
i.1 

Il risultato espresso dalla (54) consente pertanto di conclu
dere che la distorsione di • i' è nulla se ciascuna delle H rette di 
regressione passa per l'cmgin.! con coefficiente di regressione 
S"",I 52 .... pari al rapporto Y h I Xh• • 

Analogamente, dalla (44) segue che la distorsione di c ~ si 
annulla quando, per ciascuno degli H strati, risulta soddisfatta la 
relazione: 

S.... S"" S", 
X2 -1Jh-X V =0 

ossia se: 

S"", V 
~h '" X 

(57) 

(58) 

dalla quale si .deduce che la distorsione di c'9- si annulla se le H 
,.. .,.r,ette di regressione passano tutte J!8r l'origine con coefficiente 

""'-"'~i'ai regressione pari al rapporto V I X. 

129 



130 TECNlCHE!);ì CAMPIONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

Le precedenti considerazioni teoriche sul livello di precisione 
e sulla distorsione delle stime. '9' e .'9' possono essere cosI sinte
tizzate: 

se i rapporti Yh I Xh sono molto variabili da strato a strato 
il metodo del rapporto separato conduce a stime più pre
cise di quelle ottenibili con il metodo del rapporto combi
nato; 
se il numero di strati H è elevato e le dimensioni campio
narie nh di alcuni strati sono piccole (diciamo, nh < 30) la. 
distorsione complessiva B (,'9') potrebbe essere influenza
ta da una forte distorsione in detti strati e risultare quindi 
più corretto il metodo del rapporto combinato. 

Concludendo, tali risultati conducono a forl!!.ula!:!! la seguente 
regola di scelta fra i due metodi: se i rapporti Y h I Xh sono poco 
variabili da strato a strato, conviene usare il metodo del rappor
to combinato in quanto fornisce stime caratterizzate da una 
distorsione trascurabile e da una precisione presso a poco 
uguale a quella del metodo del rapporto separato. 

~ stata, altresl, suggerita (Desabie, 1959) una regola pratica 
in base alla quale il metodo del rapporto separato è da preferire 
al metodo del rapporto combinato qualora per ogni strato risul
ta: 

\ r:-:H a (XJ O 2 
VM X <, 

h 
(59) 

in cui a (XJ indica l'errore di campionamento della stima diretta 
Xh• A 

In caso contrario, la distorsione complessiva della stima ."9-
rischia di non essere trascurabile; in tale circostanza conviene
usare il metodo combinato. 

Riteniamo, infine, utile suggerire una regola di decisione, di 
carattere generale, per scegliere fra diversi stimatori (corretti 
elo distorti) dello stesso parametro; essa può essere stabilita 
attraverso lo studio dell'errore quadratico medio (EQM), definito 
dall'espressione (Kish, 1965): 

EQM (è) = E (è - 8)2 = V (è) + B2 (è) (60) 

in cui è indica lo stimatore del parametro 8. 
Questa espressione è composta da due quantità: la varianza 

dello stimatore e il quadrato della sua distorsione. Naturalmente. 
se è è non distorto, allora l'errore quadratico medio coinciderà 
con la varianza. 
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La (60), oltre a mettere in evidenza il ruolo della distorsione 
nella misura della rappresentatività di uno stimatore, fornisce 
una re9Qla ~r la scelta fra stimatori diversi. Infatti, dati gli sti
matori è, e è 2 del parametro 8. si sceglierà quello per cui la 
(60) è più piccola. Quanto detto ci porta a definire l'efficienza 
relativa fra due stimatori. Più precisamente: dati due stimatori 
è , e è 2 di 8, si chiama efficienza relativa la quantità: 

E è è _ EQM (è~ 
( ,/ ~ - EQM (è,) 

(61) 

In tal modo si sceglierà è , se la (61) è maggiore di uno, si 
sceglierà è z se è minore di uno; altrimenti la scelta è indetermi
nata, cioè nessuno dei due stimatori è preferibile. 

La (61) dunque ci fornisce un altro strumento per poter sce
gliere fra i metodi del rapporto separato e combinato; natural
mente.I'analisi differenziale. volutamente limitata ai due suddet
ti metodi. poteva essere estesa, cosI come abbiamo fatto nel 
caso del disegno casuale semplice, anche allo stimatore diret
to: 

H 

'9' = 1: (62) 
h=1 

descritto nel precedente Capitolo 6 e che presenta la proprietà 
di fornire stime corrette. 

A questo riguardo osserviamo che se nel definire formalmen
te la stima di un parametro si cerca sempre di fare in modo che 
essa risulti corretta. però, l'eventuale distorsione che talvolta 
non si riesce ad eliminare non costituisce necessariamente un 
attributo peggiorativo della stima. 

In altri termini, una stima corretta non è sicuramente migliore 
di una stima distorta, in quanto è l'errore quadratico medio che 
concorre a misurare la bontà di una stima. nel senso che dovrà 
ritenersi-migliore quella stima che comporti più piccolo EOM. 

Nelle pagine che seguono ci proponiamo di illustrare il meto
do del rapporto con riferimento al caso di indagini basate su 
disegni a due stadi con stratificazione delle unità di primo sta
dio. 

Innanzi tutto, è opportuno richiamare alcune caratteristiche 
della popolazione sulla quale si effettua l'operazione di campio
namento. 

Campionamento 
• due stadi con 
atnItifIcazione 
delle uniti 
primarie 
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Si dispone di H strati. ciascuno dei quali contenente Nh unità 
primarie; sia M ... il numero di unità secondarie appartenenti alla 
generica unità primaria i (i: 1 •....• N.J dello strato h (h=: 1 ..... H). 

Indichiamo con V il generico carattere oggetto d'indagine e 
con )( lin secondo carattere. in relazione con V. e del quale si 
posseggono. a priori. informazioni ausiliarie necessarie per la 
stima del totale V del carattere V. 

Alle M ... unità sono associate le coppie: 

(V ... ,. ><...,) •...• (VhIJ. X~ ..... (VhlMt.l' XhlMt.) 

in cui Y hIJ e XhIJ esprimono. ri~petti~amente. i ~al?ri a~su!"ti d~i 
due caratteri V e x sulla generica unità secondaria J dell unità Pri
maria i dello strato h. 

Introduciamo. poi. le quantità: 

H Nt. M". H 

V= 1: 1: 1: YhIJ= 1: Yh (63) 

h-1 i_1 j-1 h=1 

H Nt. M". H 

X= 1: 1: 1: XhIJ= 1: Xh (64) 
hm 1 i .. 1 j .. 1 h=1 

che definiscono rispettivamente il totale del carattere V e il tota
le del carattere )c. avendo indicato con: 

~ M". 
Yh= 1: 1: VhIJ (65) 

i ... 1 j-1 

~ M". 
Xh= 1: 1: XhIJ (66) 

i .. 1 j= 1 

i corrispondenti totali relativi allo s~o h. . . 
Passando ali' estrazione del campIOne. la scelta di pnmo sta

dio consiste nell·estrarre. senza reimmissione. un numero pre
fissato di ~ unità primarie dallo strato h (h=1 ...... H); la scelta di 
secondo stadio consiste nell·estrarre. senza reimmissione. da 
ciascuna delle ~ unità prescelte. un numero di unità prefissate 
secondo un determinato criterio: cioè alla generica unità prima
ria i dello strato h è associato a priori il numero m ... (m ... < M...) 
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~elle unit~ da e~trarre nel secondo stadio. qualora l'unità prima
na medesima sia estratta nel primo stadio. 

Per l'impiego del metodo del rapporto si richiede una con
temporanea rilevazione sia del carattere V che del carattere x 
sulle m ... unità secondarie. avendosi le coppie: • 

(V 1111. XliiI) .... (V hIJ. X~ ...... (V '*"hl' X,.",) 

per i= 1 ...... nh e j= 1 ...... mlll' 

C~ò ,Posto. osserviamo che anche questa volta vi sono due 
modi di procedere. . 

La prima alternativa. nota con il nome di procedimento di sti
ma secondo il metodo .del rappono separato conduce al-
l' espressione (Cochran. 1977): • 

H 

1: 
h=1 

(67) 

dove J indica appunto la stima del totale V. 
. Nella. (67) ~ h e ~h rappresentano rispettivamente le stime 

dirette di V h e Xh; tenendo presente quanto già illustrato nel pre
cedente Capitolo 6. le suddette stime sono espresse da: 

"" "'hl 
~h = 1: 1: K ... VhIJ 

i= 1 j = 1 
(68) 

(69) 

in cui: 

1 
K ... = ------_ 

"'" TI, ... TI2hI 
(70) 

è il peso base relativo a ciascuna delle mlll unità. 

Posto: 

(71) 
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la (67) può scriversi nella forma: 

H "h m .. 

.9= l: l: l: K .. a.. VhIj (72) 

ha1 i-' j .. , 

che può porsi nella forma: 

"h m .. 

l: l:,K .. VhIj (73) 

i= 1 i= 1 

in cui: 

(74) 

è il peso finale da attribuire a ciascuna delle m .. unità. ., 
Come si vede dalla (67). per utilizzare il procedi":Je~to. di stl~ 

ma testè descritto. occorre che siano noti. a priOri. I ~~ta.h 
Xl •....• Xh •....• XH• che costituiscono l'informazIone ausi/lana 
esterna. , .. . 

Il secondo metodo di stima si basa sull utilizzazione della 
seguente formula (Hansen. Hurwitz e Madow. 1953): 

A 9 
.9=. --rX (75) 

che fornisce la stima J del totale V. nota in letteratura con il 
nome di stima de/ rapporto combinato. .. 

Nella (75) i simboli 9 e ){ indicano le stime corrette rispetti
vamente di V e X; esse sono definite da: 

H "h 
mhj 

9= l: l: l: 
h=1 i= 1 i= 1 

H "h mhj 
){= l: l: l: 

h=1 i .. 1 j=1 

Posto: 

X 
B'=-X-

Khj VIij (76) 

K .. XhIj (17) 

(78) 
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la (75) si può scrivere nella forma: 

H "h m .. 

.9= l: ~ ~ K.. B' Y hij (79) 
h=1 i=1 j=1 

che può riscriversi: 

H "h m", 

.9= l: l: l: ,K'hjYhIj (80) 
h=1 i=1 j=1 

in cui: 

(81) 

è il peso finale relativo a ciascuna delle m.. unità appartenenti 
all'unità primaria i dello strato h. 

A conclusione delle precedenti considerazioni sul metodo del 
rapporto. nel contesto del campionamento a due stadi. sarebbe 
opportu'l0 svolgere anche un confronto sistematico fra gli sti
matori .9 e .9. definiti dalla (67) e (75). e lo stimatore diretto. 
definito dalla (22) del capitolo 6. 

Tale confronto. da condurre in termini di varianza. distorsio
ne ed errore quadratico medio. avrebbe lo scopo di far meglio 
risaltare le proprietà di ciascuno dei suddetti stimatori e di ana
lizzarne compiutamente le caratteristiche differenziali. in modo 
da fornire criteri validi di scelta . 

. Iuttayia. poichè le espressioni dell'errore quadratico medio 
di • Y e .9 sono algebricamente abbastanza complesse. non rite
niamo opportuno fare qui un'esauriente esposizione teorica. 

Vogliamo però sottolineare il fatto che gli stimatori .9 e .9 
sono rispettivamente affetti da una distorsione di ordine 1/nh e 
1 In. in cui nh e n indicano il numero di unità primarie nello stra
to h. e i~ numer~ complessivo delle stesse. Da ciò segue che: .9 
fornisce una stima soddisfacente del totale y se nh è sufficiente
mente grande in ciascuno degli H strati; c 9 fornisce una stima 
soddisfacente del totale Y se n è sufficientemente grande. 

In base a tali osservazioni si può giustificare la regola pratica 
secondo la quale. se il numero di strati H è elevato e le dimen
sioni campionarie nh di alcuni l!trati sono piccole. si presenta 
raccomandabile lo stimatore Ac9. In tale situazione. infatti. la 
distorsione èomplessiva di .9 potrebbe essere influenzata da 
una forte distorsione derivante dagli strati in cui nh è piccolo. 
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CAPITOLO 9 - METODI DI STIMA INDIRETTI: GU STI
MATORI DEL RAPPORTO POST-STRA
TIFICATI 

Nel precedente capitolo sono stati illustrati gli stimatori basa- IntraduzIone 
ti sul metodo del rapporto, che consentono di ottenere stime 
pia precise rispetto a quelle ottenibili mediante l'uso di stimatori 
diretti, a parità di condizioni (numerosità campionaria, stratifica-
zione, probabilità di selezione, ecc.'. 

Un ulteriore miglioramento del livello di precisione delle stime 
può ottenersi attraverso l'adozione di stimatori noti in letteratu
ra con il nome di stimatori del rapporto post-stratificsti. 

A questo riguardo, già nel Capitolo 3, abbiamo introdotto il 
concetto di post-stratificazione, nel contesto del campionamen
to casuale semplice, con riferimento sia allo stimatore diretto 
che a q!Jello del rapporto. 

I problemi fondamentali della post-stratificazione sono la 
scelta delle variabili e la ·':ormazione dei sottogruppi di popola
zione da utilizzare come post-strati. 

Le variabili scelte, fra quelle disponibili, devono presentare 
un livello elevato di correlazione con le variabili oggetto di inda
gine; tale condizione consente la formazione di post-strati omo
genei. Due variabili che frequentemente vengono utilizzate a tal 
fine sono il sesso e l'età; in una indagine sulle forze di lavoro 
una post-stratificazione basata su tali caratteri consente di crea
re gruppi omogenei rispetto alle .variabili di interesse (ad esem
pio le sotto-popolazioni individuate dalla combinazione congiun
ta delle modalità del sesso e dell'età - espresse generalmente in 
classi - risultano pia omogenee rispetto alla variabile oggetto 
di indagine condizione professionale) 

In questo capitolo approfondiremo i concetti già dati, esten
dendo la trattazione agli altri due disagni di campionamento pre
si in considerazione in questo volume. 

Consideriamo un campione costlluito da n elementi, estratti c.mpianamento 
senzareimmissione e probabilità uguali, da una popolazione di N -le ...... pllce 
elementi; supponiamo inoltre di voler stimare il totale del carat-
tere y. 

Nel Capitolo 8 abbiamo esaminato come stimare detto totale 
mediante lo stimatore del rapporto, basato sull'utilizzazione di 
una variabile x correlata con la variabile oggetto di studio y; ora 
illustreremo l'utilizzazione dello stimatore del rapporto post-stra
tificato. 

Consideriamo una variabile ausiliaria z, correlata con il carat-

i 
j , 

l 
I 

I 
l 
l 
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tere y, e suddividiamola in modo da formare a sotto-gruppi 
(a ..... 1, ... , A) nei quali classificare le N unità della popolazione e 
le n unità campione (dopo aver effettuato l'indagine). Indicando 
con )ti ed ,!I le dimensioni deDa sub-popoIazione e del campione 
relative al post-strato a, valgono le relazioni: 

N =- IN + ... + )ti + ... AN 

n =- In + ... + .n + ... An 

Su ciascuna unità campione i, appartenente al post-strato a, 
vengono osservate le coppie di valori (. VI' .XJ dei due caratteri 
y ..,.. oggetto di indagine - ed x - ausiliario. 

Definiamo per ogni post-strato i totali dei due caratteri me
diante le espressioni seguenti: 

(1) 

le cui stime dirette, e corrette, sono fomite rispettivamente da: 

N n 

.'9= - 1: .VI 
n i= 1 

N n 
,/).=-1: ~ 

n 1=1 
(2) 

~ da notare che le sommatorie figuranti. nelle espressioni (1) 
e (2) potrebbero essere limitate ad )ti e ,!I, che esprimono 
rispettivamente l'ammontare della popolazione e del campione 
nel sub-strato a; abbiamo invece esteso tali sommatorie al com
plesso delle unità (N ed n), considerando che le variabili .VI ed 
.~I assumono valore zero quando l'unità selezionata non appar
tiene al post-strato a, per il quale vogliamo ottenere l'informa
zione. 

Utilizzando le espressioni (1) e (2) costruiamo lo stimatore 
del rapporto post-stratificato: 

A 
Ò ~ .'9 

pT = ~ ---o- J( 
8-1 ~ 

(3) 

Dalla (3) si deduce la necessità della conoscenza a priori del 
totale J(, che rappresenta /'informazione ausiliaria, desumibile 
generalmente da registri, liste anagrafiche, ecc •• 
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L'espressione (3) può essere riscritta in una forma pii) con
veniente ai fini pratici del calcolo delle stime; a tale scopo intro
duciamo il peso base: 

N 
K= (4) 

n 

inoltre esprimiamo, per ciascun post-strato, il rapporto fra il 
totale J( e la corrispondente stima .jt nel modo seguente: 

(5) 

Possiamo cosl costruire .K, il peso finale da attribuire a cia
scuna delle,!l unità del C4Jmpione: 

.K=K .• B (6) 

Utilizzando quest'ultima relazione, possiamo riscrivere la (3) 
nel modo seguente: 

A n 

p~ = 1: 1:.K .VI 

8= 1 1= 1 

Supponiamo che la popolazione di N unità, utilizzata nel cam
pionamento casuale semplice, sia suddivisa in H strati, da cia
scuno dei. quali vengono estratti n.. elemanti, .senza reimmissio
ne e probabilità uguali. 

L'obiettivo è sempre stimare il totale del carattere V median
te lo stimatore del rapporto post-stratificato. Come è stato già 
descritto nel Capitolo 8, nel campionamento ad uno stadio stra
tificato si presentano due modi diversi di utilizzare lo stimatore 
del rapporto; prendiamo in esame la prima alternativa, che con
siste nel costruire una stima del rapporto per il totale di ogni 
strato ed addizionare tali totali (stimatore del rappono separa
to). 

Consideriamo la variabile ausiliaria z, correlata con il caratte
re V, in base alla quale definiamo a sottogruppi (a = 1, ... , A) nei 
quali classificare, dopo aver effettuato l'indagine, sia le N., unità 
della popolazione che le nh unità campione. 

A ciascuna unità i dello strato h, appartenente al post-strato 
a, v.,ngono associate le coppie ai valori (. V hl' )Y. Siano inol
tre: 

Campionamento 
aduno ........ 
"adficatD 



'\40 

(8' 

i totali dei caratteri x ed y relativi alla popolazione dello stato h, 
appartanti al post-strato a. Assumendo noti (a.prionl i to,tali A, 
possiamo stimare Il totale del carattere Y medIante lo stimatore 
del rapporto post-stratificato separato (,. ~ espresso da: 

A H 
.(jtl 

.. -9 = 1: 1: A Jt.. •• 1 h.1 
(9' 

in cui: 

Nt. 
"ti 

(jtl= -- 1: .YN 
• ntl i .. 1 

(10' 

"ti 

Jt..= ~ 1: .>et. 
ntl i-1 

(11' 

sono le stime dirette rispettivamente del totale del carattere y e 
del totale del carattere x. .. . . 

Per rlscrivere la (9' in una forma pII) conveniente per Il calco
lo delle stime, poniamo: 

(12' 

che definiamo peso base; e 

(13' 

il rapporto fra il totale del carattere x, noto a pri?ri, e I~ sti~a 
diretta di questo totale ottenuta dalle O8!IervaZlonl ~amplC?nane, 
per ciascuno strato h e sottogruppo a; In tal caso Il comspon
dente peso finale Il definito da: 

(14' 
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Tenendo presente quest'ultima espressione, possiamo riseri
vere la (9' nella fonna equivalente: 

A H "ti 

.. -9= 1: 1: 1: .ktl .YN 
.... 1 h .. 1 1.1 

(15' 

Esaminiamo ora la seconda alternativa nota come stimatore 
del rsppono combinato, tale metodo non richiede la conoscen
za (a priori, dei totali A ma solamente di J<, cioè dell'informa
zione per l'intero sottogruppo a; la stima di Y si ottiene median
te l'espressione: 

(16' 

nella quale compaiono le stime dirette dei totali Y ed X fomite 
rispettivamente da: 

.(j = (17' 

Jt= (18' 

posto 

s, J< 
. =7 (19' 

il rapporto fra il totale del carattere x e la sua stima per il sotto
gruppo a, definiamo il peso finale .K'tI da attribuire a ciascuna 
delle .ntl unità campione dello strato h, post-stratificate nel grup
po a: 

(20' 
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Tenendo conto della (17) e della (20) si ha: 

A H "" 
pcf(= L L L.K·h.Yhj (21) 

.-1 h .. 1 i=1 

In tale disegno campionario. la popolazione su cui si conduce 
!'indagine è divisa in H strati. ognuno dei quali contiene Nh unità 
primarie; sia inoltre Mhj il numero di unità secondarie apparte
nenti alla generica unità primaria i (i=: 1 •...• N.J dello strato h (h = 
1 .... H). 

Supponiamo di estrarre. senza reimmissione. un numero pre
fissato di nh unità primarie da ciascuno strato h e che da ognuna 
delle nhi unità selezionate vengano estratte mhj unità di secondo 
stadio. . 

Consideriamo ora la variabile z. correlata con il carattere y. 
del quale vogliamo stimare il totale. e definiamo a post-strati (a 
= 1 ..... A). nei quali classificare le Mh unità della popolazione 
(Mh = I. Mhj ·per i = 1 ..... N.J; indicando con .Mh la sub-popolazio
ne dello strato h. appartenente al post-strato a. possiamo defi
nire le due espressioni: 

Nh Mhj 

.Xh = L L .Xhij (22) 
i= 1 j= 1 

che rappresentano rispettivamente i totali del carattere y ed x 
relativi alla sub-popolazione costituita dalle .Mh unità. a ciascunl;t 
delle quali vengono associate le coppie di valori I. Y "'i' .X.,.). 

In modo analogo possiamo classificare le mh unita campione 
dello strato h nei post-strati a. 

Assumendo noti (a priori) i totali .Xh• possiamo ,!Jtilizzare lo 
stimatore del rapporto post-stratificato separato (.,."Y) espresso 
da: 

(23) 

L'espressione (23) ha la stessa struttura formale della (9). 
ma nel campionamento a due stadi. con stratificazione delle uni-

CAP. 9 - METODI DI STIMA INDIREm: GLI STIMATORI DEL RAPPORTO POST-sTRATIFICATI 

tà primarie. le stime dirette dei totali dei due caratteri I. f( h. jy 
tengono conto della complessità del disegno e sono espresse 
da: 

Oh mhi 

L L Khi.YIVj (24) 
i=1 j=1 

Oh mhl 

L L KhI.x1Vj (25) 
j ... 1 j= 1 

in cui il peso base Khj è espresso da (vedi capitolo 6): 

KhI = 
1 

---n;- = (26) 

Se inoltre poniamo: 

(27) 

è possibile definire il peso finale I.KJ da attribuire a ciascuna 
unità secondaria mhlj. selezionata nell'unità primaria i dello strato 
h. appartenente al post-strato a: 

(28) 

Tenendo presente la (28). riscriviamo l'espressione dello stima
tore pa f in forma piCi conveniente ai fini pratici del calcolo delle 
stime: 

(29) 

Passiamo ora ad illustrare la seconda alternativa nota come 
metodo del rapporto combinato. Come è stato già detto in tal 
caso non è necessario conoscere il totale I.X.J del carattere 
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ausiliario separatamente per ciascuno strato, ma utilizziamo l'in
formazione ausiliaria (.X) per l'intero sottogruppo 8, definiamo 
quindi l'espressione: 

A 
.'9 X pc~= 1: ~. 

a-1 • 
(30) . 

in cui: 

H H "" mhl 

.'9 = ~ .'9h = 1: 1: ~ KhI .V1i4 

h .. 1 h=1 i= 1 j= 1 
(31) 

H H "" ~ 

Jt= ~ .'9h = ~ ~ 1: KhI.~ 
h-1 h=1 1=1 j=1 

rappresentano le stime dirette dei totali dei due caratteri ottenuti 
utilizzando il peso base ~ espresso dalla (28). 

Ponendo il rapporto fra il totale del carattere x e la sua stima 
nel post-strato 8, pari a: 

8' .x · =--:r 
possiamo costruire il peso finale 

(32) 

(33) 

necessario per riscrivere l'espressione (30) nella seguente for~ 
ma equivalente: 

A H "" ~ 

pc~ = ~ 1: 1: ~ .K'hI.VIi4 

a .. 1 h .. 1 i.1 j= 1 

CAPITOLO 10 - VARIANZA DEGLI STIMATORI DIRETTI 

Una volta ottenute le stime oggetto di indagine è opportuno Introduzione 
determinare, per ciascuna di esse, una statistica mediante la 
quale è possibile valutarne l'affidabilità. 

Tale statistica, nota con il nome di varianza totale, è costitui
ta dalla somma di due componenti: la prima, denominata varian
za di campionamento, è dovuta alla natura parziale della rileva
zione; la seconda, derivante da numerosi e spesso incontrollabili 
fattori di disturbo, è nota con il nome di varianza di risposta. 

In particolare la varianza di campionamento, che consente di 
valutare il livello di precisione di una stima campionaria, viene 
utilizzata anche per il calcolo dell'errore di campionamento, as
soluto e relativo, e dell'intervallo di confidenza, che costituisco
no ulteriori elementi di giudizio del livello di precisione dei risul
tati forniti da un'indagine campionaria. 

Si ritiene utile sottolineare, inoltre, che la varianza di campio
namento riveste un ruolo di grande importanza anche nell'ambi
to dei complessi problemi della stratificazione e della determina
zione della numerosità campionaria. 

Nel seguito illustreremo il calcolo della varianza della distribu
zione campionaria della stima del totale e della stima di tale 
varianza, con riferimento ai criteri di selezione delle unità pii:! uti
lizzati nelle indagini concrete su larga scala. 

Affrontiamo, in primo luogo, il problema della determinazio
ne della varianza nel contesto del campionamento casuale sem
plice in cui le unità si suppongono estratte senza reimmissione e 
probabilità uguali. A tale scopo introduciamo le seguenti espres
sioni: 

N 

V= ~ VI (1) 

i= 1 

N _ 1 

l: VI V= -N i= 1 

(2) 

Campionamento 
casuale 
semplice 



146 TECNICHE DI CAi\i;?IONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

1 

N=1 (3) 

che definiscono rispettivamente il totale, la media e la varianza 
del carattere V nella popolazione. . 

Una stima corretta di V è fornita dall'espressione: 

n 

'Y= 
N L VI n (4) 

~ I?ossibi~e dimostrare (Cochran, 1977; Vamane, 1967) che 
la vananza di 'Y è espressa dalla relazione: 

N - n S2 

N n (5) 

Se la varianza della popolazione non è nota occorre stimarla 
attraverso il campione; una stima corretta di S2 è data da: 

n 

S2= n:1 L (VI - y)2 (6) 
i= 1 

dove: 

n 

V = L Vi (7) n io., 1 

è una stima corretta di Y. 
Pertanto una stima corretta di V('Y) è data dall'espressione: 

N-n 

N n (8) 

Allo s~opo di chiarire quanto sopra illustrato consideriamo, 
ad esempio, una popolazione costituita da N = 3 unità sulle quali 

CAP. lO - VARIANZA DEGLI STlMATORI DIRETTI 

il carattere V oggetto di indagine assume i valori V, = 6, V 2 = 5 e 
V3 = 10. . ., 

Supponiamo, inoltre, di voler estrarre senza relmmls~lone ~ 
probabilità uguali un campione di numerosità n = 2 per stlmar~ Il 
totale V; siano V, = 6 e V 3 = 10 i valori osservati sulle due Unità 
estratte. 

Il valore della varianza della popolazione è uguale a: 

S2 = -}- [ (6 - 7)2 + (5 - 7)2 + (10 - 7)2 ] 

La stima del totale risulta pari a: 

'Y = ~ (6 + 10) = 24 

e la corrispondente varianza di campionamento: 

3 - 2 7 
V ('Y) = 32 ---= 15,7 

2 2 

= ~=7 
2 

Nelle situazioni concrete, in cui non si conoscono i valori di V 
nella popolazione, è possibile determinare soltanto una stima di 
V('Y). Con riferimento al caso esemplificato si ha: 

S2 = (6 - 8)2 + (10 - 8)2 = 8 

e 

V ('9') = 32 3-2 ~= 18 
2 2 

Illustreremo ora il calcolo della varianza della distribuzione 
campionaria della stima del totale, e dell~ stima. di que.sta ,!a
rianza, nel caso di un campione a uno stadiO stratlficato, In CUI le 
unità si suppongono estratte senza reimmissione e probabilità 
uguali da ogni strato. 

Tenendo presente, le notazioni simboliche introdotte nel Ca
pitolo 4, ricordiamo che V hi rappresenta il valore del carattere V 
oggetto di studio relativo alla generica unità i appartenente allo 
strato h. 
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Siano inoltre: 

(9) 

(10) 

(11) 

il totale. la media e la varianza relativi al generico strato h. 

Dato il meccanismo probabilistico di selezione delle unità 
appena descritto e tenuto conto anche di quanto illustrato a 
proposito del campionamento casuale semplice. segue imme
diatamente (Cochran. 1977; Kish. 1965; Castellano ed Herzel. 
1981) che la varianza di campionamento della stima Y h è fornita 
dalla relazione: 

essendo Yh definita dall'espressione: 

Tenuto conto. poi. che la stima del totale 

H 

V = l: Vh 

h.1 

(12) 

(13) 

(14) 

CAP, 10 - VARIANZA DEGLI STlMATORI DIRETTI 

è data da: 

H 

Y = l: Yh (15) 
h.1 

e che le estrazioni dei campioni dagli strati 1. 2, ...• H sono indi
pendenti. si ricava che la varianza della (15) è espressa dalla 
relazione: 

H 

= 1: V (V.,) (16) 
h=1 

In base alla (12) la (16) può riscriversi nella forma: 

H 

V(Y)= l: N~ (17) 
h=1 

Se la varianza della popolazione nello strato h (h= 1 ..... H) non 
è nota. occorre stimarla attraverso il campione; poiché per il 
generico strato h valgono le considerazioni svolte per il campio
namento casuale semplice segue che una stima corretta di S: è 
data da (Russo. 1982): . 

"" s~ = l: (VIII - V.,)2 
nh - 1 

i= 1 

(18) 

in cui: 

"h 

Vh = _1_'l: VIII 
~i,:~~;" nh i= 1 

(19) 
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Pertanto una stima corretta di V ('V') è data dall'espressione: 

(20) 

Riteniamo utile ricordare, intanto, che il campionamento in 
oggetto si basa su un processo che consiste nella selezione da 
ciascuno strato di un prefissato numero di unità primarie, dalle 
quali vengono successivamente estratti i campioni di unità se
condarie. 

Tale processo comporta che la varianza di una data stima 
campionaria risulta costituita, come vedremo meglio nel segui
to, da due componenti: la prima, dovuta alla variabilità tra le uni
tà primarie; la seconda, alla variabilità tra le unità secondarie. 

Nelle pagine che seguono verranno illustrate le espressioni 
della varianza di campionamento della stima di un totale, con 
riferimento ai due seguenti casi fondamentali: 

le unità primarie e quelle secondarie sono estratte senza 
reimmissione e probabilità uguali; 

- le unità primarie sono estratte senza reimmissione con 
probabilità variabile e le unità secondarie senza reimmis
sione con probabilità uguali. 

Esaminiamo, ora, il primo caso. 
A tale scopo riteniamo utile riscrivere le seguenti quantità già 

definite nei Capitoli 4 e 6: 

Mt.. 
Yhj = L Yhfj 

j .. 1 
(21) 

che indica il totale del carattere y relativo all'unità primaria i del
lo strato h 

Nh 

Yh = L Yhj (22) 
i .. 1 

Nh 
Rh 

Mhj 
mhi 

Nh 
Rh 

'V'h L L Ybij= L 'V'hj = nh 
io" 1 

mhj j .. 1 nh i= 1 

(23) 

CAP. 10 - VARIANZA DEGli STlMATORI DIRETTI 

che rappresentano rispettivamente il totale del carattere y nello 
strato h e la corrispondente stima. 

La varianza di primo stadio è definita dall'espressione (Han
sen, Hurwitz e Madow, 1953): 

(24) 

in cui: 

5: = (25) 
i= 1 

AI secondo stadio, viene selezionato un campione casuale 
semplice di mhj unità secondarie, nell'ambito di ciascuna delle nh 
unità primarie estratte al primo stadio. Si ha allora che la varian
za della stima del totale nella generica unità primaria i, è data 
da: 

M:1 
Mhj - mhj 5:1 

Mhj mhj 
(26) 

in cui: 

Mhj 
( Yhj )2 5:1 = 1: Yhfj-~ Mhj - 1 

j= 1 
(27) 

ì: possibile dimostrare (Hansen, Hurwitz e Madow, 1953) 
che la varianza di secondo stadio nel generico strato h è data 
dall' espressione: 

(28) 
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Pertamo la varianza dalla stima del totale si ottiene somma.,., 
do la (24' e la (28', ossia in formula: 

(29' 

Nel caso in cui le varianza S~ e S~ non sono note occorre 
stimarle in base al campione; le stime corrette di queste varia.,., 
ze sono date rispettivamente da: 

S2 -h -

in cui: 

1 

~ 

1 

è una stima corretta di: 

e da: 

s~ = 1 

m..- 1 

in cui: 

1 
"'hl 

VhI = l: YhIJ m.. j-' 

è una stima corretta di V hl. 

(30' 

(31' 

(32) 

(33) 

(34' 

CAP. 10 - VARIANzA DEGLI STlMATORI DIRETTI 

Sostituendo la (30) e (33', rispettivamame nella (24' e nella 
(28' si ottiene una stima corretta di vt<1' J, data da: 

(35' 

dove: 

(38' 

è una stima corretta di VI t<1'J, e: 

(37' 

è una stima corretta di V. (~J. 

Poiché l'astrazione in ciascuno strato è indiP..Bndame dalle 
estrazioni negli altri strati, la varianza della stima ~ è data da: 

H 

V ~ = V ( l: ~h) = 
h-' 

(38' 

Una stima corretta di V ~ è invece fomita dall'esprassio-
ne: 

OH 

(39' 9 ~ = l: (9.t~J + 9. t<1'J ) 
h.' 

Esaminiamo adesso il caso in cui le unità primarie vengono 
estratte senza reimmissione e probabilità variabile e quelle sa-
condarie senZa reimmissione e probabilità uguale.. .. 

~ possibile dimostrare (Cochran, 1977' ~he la va!l8n~a di pn-, 
mo stadio nel generico strato h, è data dali espressione. 
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(40) 

~n cui. ricordiamo ~he D'hi e D'hi' rappresentano le probabilità di 
Inclu~lo~e delle unità primarie i ed i' appartenenti allo strato h e 
~'hii' Indica la probabilità di inclusione congiunta delle unità i e 
I. 

L'estrazione al secondo stadio avviene esattamente come 
nel caso precedente; perciò, la varianza della stima del totale 
n~IIa liIenerica unità primaria i li uguale alla (28). Inoltre li possi
bile dlm~str~re. che quando le unità primarie vengono estratte 
senz~ relmmlSSlone e probabilità variabili, la varianza di secondo 
stadio ha la seguente espressione: 

Mhi (Mhi - mJ 
mhi D'hi 

(41) 

Pertanto la varianza della stima del totale nello strato h è 
data daDa somma della (45) con la (46), e cioé da: 

Una stima corretta della V. ('V.,) li data da: 

"h 

Vu l'V.,) == 1: 
j,,, 1 

M hi (Mhi - mJ 
mhi D'hi 

(42) 

(43) 

~~~e s~ è data dalla (33), e una stima corretta di VI ('V J è data 

"h "h 

vd'9'J= L L 
i= 1 i> i' 

(D,hl D,Ili' - D'hii') 

D'hii' 
(44) 

CAP. 10 - vARIANZA DEGLI STJMATORI DIRETT1 

Sostituendo la (43) insieme alla (44) nella (42) si ottiene una 
stima corretta di V ('9'.,), data da: 

(45) 

L'espressione della varianza della stima del totale è pertan
to: 

H 

V ('V) = 1: ( V.I'V,,) + V. ('V.,) ) 
h= 1 

(46) 

e una sua stima è: 

H 

V ('V) = 1: (V.I'V,,) + Vul'VJ ) 
h=1 

(47) 
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A conclusione di questo capitolo riteniamo utile soffermarci La tecnica del 
su un problema che ricorre spesso con riferimento ad indagini c:oIIuAmento 
basate su disegni campionari stratificati che prevedono la sele- cleglllItndi 
zione di una sola unità da ogni strato. 

In tal caso, infatti, la varianza di campionamento nello strato 
non può essere stimata e le formule precedentemente conside-
rate non sono più valide. . 

È possibile, tuttavia, applicare una tecnica nota in letteratura 
come metodo degli strati collassati (collapsed strata in lingua 
inglese) che consiste nell'accoppiamento degli H strati originari, 
creando un'insieme di H/2 nuovi strati detti superstrati. 

Nel seguito ci riferiremo ad un disegno di campionamento ad 
uno sta'dio stratificato, tuttavia le formule ottenute possono 
essere adattate facilmente sia a disegni più complessi, quali il 
disegno a due stadi con stratificazione delle unità primarie nel 
caso in cui venga estratta una sola unità primaria da ciascuno 
strato, che ad altri tipi di stimatori. 

Supponiamo di aver effettuato l'accoppiamento degli H strati 
originari e indichiamo con t, (t = 1, ... , H/2) il generico sUP6r
strato costituito dall'unione di due strati originari, che denotia
mo conu e w; indichiamo inoltre con Y tu. e Y \w. i valori della 
variabile y relativi all'unità selezionata nello strato u e a quella 
selezionata dallo strato w. 
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Una stima approssimata della (17) è fomita dall'espressio
ne: 

H/2 2 

O~)= L (9 .. -9 .. ) 
t- 1 

(48) 

dove 

(49) 

Infatti, dall'identità: 

segue che: 

dove Y .. e Y .. indicano i totali del carattere y relativi agli strati u 
e w appartenenti al generico superstrato t (t = 1, ... , H/2). 

Tenendo presente la (51), si ha poi: 

H/2 H/2 

E [ L ~ .. - 9..)2 ] = L E~ .. - 9..)2 = 
t- 1 t .. 1 

H H/2 

= 1: Nh ~- 1) S:+ 1: (Y .. - y .. )2 = 
h.1 t= 1 

H/2 

= V~)+ L (Y .. - Ytw)2 (52) 
t- 1 

CAP. 10 - VARIANZA DEGLI STlMATORI DIlETTI 

Tale relazione dimostra che l'espressione compresa fra le 
parentesi quadre rappresenta in media la varianza pill una com
ponente distorsiva espressa dal secondo addendo della (62). 
Inoltre, si deduce che l'entità della distorsione dipende, sostan
zialmente, da come vengono accoppiati gli strati originari; l'in
sieme degli H/2 superstrati dovrebbe essere formato in modo 
tale che la somma delle differenze al quadrato tra i totali Y .. e 
Y .. per (t=1 , .•. ,H/2) sia minima. 

157 

l. 



CAPITOLO 11 - VARIANZA DEGLI STIMATORI RAPPORTO 

In questo capitolo illustreremo le espressioni delle varianze Introduzione 
delle stime indirette, basate sul metodo del rapporto, esaminate 
nel Capitolo 8. 

La trattazione sarà sviluppata nell' ottica della teoria cosid
detta del primo ordine, in base alla quale la varianza di una stima 
rapporto viene derivata come varianza di una sua forma lineariz
zata, ottenuta mediante lo sviluppo in serie di Taylor limitato ai 
termini di ordine lineare. Espressioni meno approssimate delle 
varianze sono state determinate nell'ambito della teoria del se
condo ordine, che tuttavia non riteniamo opportuno inserire in 
questa sede; per ulteriori approfondimenti si rinvia alla letteratu
ra specializzata (Sukhatme e Sukhatme, 1970). 

Il contenuto di questo capitolo è strettamente legato a quello 
del Capitolo 10; infatti, come vedremo nel seguito, le espressio
ni delle stime rapporto coinvolgono nella loro struttura quelle già 
descritte per le stime dirette. 

Prima di affrontare il problema con riferimento al campiona
mento casuale semplice é utile sottolineare che, nel corso di 
questi ultimi anni, allo scopo di snellire i procedimenti di calcolo, 
sono stati studiati alcuni metodi approssimati per il calcolo della 
varianza che hanno la caratteristica di non tenere conto del dise
gno di campionamento. Tali metodi sono noti in letteratura (Co
chran 1977; Kishe Frankel, 1974) come: 

- metodo dello sviluppo in serie di Taylor; 
- metodo Jack-Knife; 
- metodo delle replicazioni ripetute bilanciate (B.R.R.). 

Consideriamo una popolazione di N elementi sulla quale os- Campionamento 
serviamo due caratteri y ed x ed indichiamo con (VI' XJ le cop- ca_le 
pie di valori dei due caratteri rilevati sulla generica unità i della semplice 
popolazione; siano poi: 

(1) 

N 
- 1 ~ 
V=-.LJv. 

N i= 1 I 

(2) 

i 
i 
ì 

~ 



'\60 TEctICHE 0\ CANI'IOMAMENTO: TEORIA E PRATlCA 

il totale e la madia del carattere y nella popolazione; 

N 

x= ~ X. 
1.1 

_ 1 
x=N 

M 

~X. 
j- 1 

(3) 

(4) 

il totale e la madia del carattere x nella popolazion~. .. 
Consideriamo ora un campione casuale semplice costItUito 

da n elementi estratti senza reimmissione e con probabilità 
uguali dalle N unità che costituiscono la popolazione. 

La stima del totale del carattere y mediame il metodo del 
rapporto la data da: 

(5) 

in cui: 

(6) 

(7) 

rappresentano rispettivamente le stime dirette dei totali Y ed 

X. Come la noto per applicare la (5) dobbiamo conos~ere il tot.a
le del carattere x nella popolazione che rappresenta I informazIo
ne ausiliaria esterna. 

CAP. 11 - VARIANZA DEGU STlMATOAI RAPPORTO 

~ possibile dimostrare (Cochran, 1977; Yamane, 1967) che 
la varianza di ~ la espressa dalla relazione:. 

(N-n) S2 
Nn r 

in cui si la posto: 

S2 = S2 + R2 S2 - 2RS r y • yx 

Nella (9) abbiamo posto: 

Y 
R=

X 

S2= 
Y 

S2= • 

1 
N-1 

1 
N-1 

N 

~ (YI- Y)2 
j .. 1 

N 

~ (X. - X)2 
i= 1 

N 

S2 -y. - -N=-=-----:"1-l: (YI - Y) (X. - X) 
j .. 1 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Si fa, tuttavia, presente che, nella generalità dei casi concre
ti, non disponendo dei valori della popolazione si ha la sola pos
sibilità di determinare una stima campionaria di detta varianza. 
A tale scopo traduciamo in termini campionari gli elementi che 
figurano nell' espressione (9). 

Una stima corretta di S~ è data da: 

s~= 
l' 

(14) 
n - 1 
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in cui: 

1 (15) 
n 

è una stima corretta di Y. 
Analogamente per il carattere )( si ottiene: 

n 

s~ = l: (~- X)2 
1 .. 1 n - 1 

(16) 

n 

n l:~ 
i= 1 

(17) 

Conseguentemente una stima corretta della covarianza Syx è 
definita dall' espressione 

n 

l: (VI - Y)(XI - f<) (18) 
i.1 

Infine una stima di R è data dal rapporto 

(19) 

in cui '9' ed :X: sono le stime dirette dei totali delle due variabili, 
espresse rispettivamente dalla (6~ e dall~ ~7). . . 

Possiamo ora riscrivere la (9) In terminI campIonari 

s~ = s~ + A2S~ - 2ASyx (20) 

pertanto una stima della V (i) è data dall' espressione: 

CAP. 11 - VARIANZA DEGLI STIMA TOII RAPPORTO 

(21) 

L'uso dello stimatore '9 conduce in generale a stime più pre
cise di quelle ottenibili mediante lo stimatore diretto '9'. Infatt~ 
per campioni di grandi dimensioni, confrontando le varianze di '9' 
e di '9' si ottiene la relazione (Capitolo 8): . 

s. 
X 

p> 

dove p è il coefficiente di correlazione fra le due variabili y ed 
x. 

Nel caso in cui S./X !:O< Sy/Y la precedente relazione diventa 
p > %; da ciò si deduce che ogni qual volta I, correlazione fra i 
due caratteri è superiore a 0,5, lo stimatore '9' conduce a stime 
con varianza minore rispetto a quella dello stimatore '9'. 

Infine riteniamo opportuno sottolineare che nell'espressione 
(21) è presente una distorsione di ordine 1/n, che ovviamente 
per campioni sufficientemente numerosi (n> 30 unità) diventa 
trascurabile (Rao, 1968). 

Allo scopo di chiarire quanto sopra illustrato, consideriamo, 
ad esempio, una popolazione costituita da N = 3 contribuenti; 
siano: 

VI = 1, V2 = 3, 

le imposte sul reddito pagate da ogni contribuente e: 

X2 = 25, 

i rispettivi redditi individuali. 
Estratto un campione di n = 2 contribuenti, siano 

le coppie osservate di valori. 
La stima .dell'imposta totale, mediante la procedura basata 

sul metodo del rapporto, è data da: 

'9 = 19,44 
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TECNICHE DI CAMPIONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

La stima deDa varianza di campionamento di ~ si ottiene 
attraverso il calcolo delle seguenti quantità: 

27 
--=0.144 
187.5 

~=62+62=72 

s~ = 37.52 + 37.52 = 2812.5 

By. _ 6·37.5 + 6·37.5 = 450 

sf = 72 + (0.144)2 2812.5 - 2 (0.144) 450 = 0,72 

Pertanto. dalla relazione (21). si ottiene 

9 ~=32. + 0.72= 1.08 

Nel precedente Capitolo 8 abbiamo Ulustrato. con riferimento 
al campionamento ad uno stadio stratificato. i procedimenti di 
stima indiretti basati sul metodo del rapporto separato e combi
nato. Per agevolare la comprensione degli sviluppi successivi 
riscriviamo alcune relazioni utili ai fini della determinazione delle 
varianze relative ai suddetti metodi di stima. 

Indichiamo !=on V .. ed x.. la coppia di valori dei due caratteri 
rilevati sulla unità i appartenente al generico strato h (h= 
1 •.•..• H); siano inoltre: 

Nr. 
Vh = 1: V .. (22) 

1.1 

e 

H 

V= 1: Vh (23) 
h-1 

rispettivamente i totali del carattere y relativi al generico strato 
h ed alla popolazione. 

CAP. 11 • VARIANZA DEGUSTIMATORI RAPPORTO 

Analogamente per il carattere x abbiamo: 

(24) 

(25) 

Supponiamo inoltre che da ogni strato vengano estratti nh ele
menti senza reimmissione e con probabilità uguali. 

Come già descritto nel Capitolo 8. con riferimento al disegno 
ad uno stadio stratificato. possiamo ottenere la stima del totale 
del carattere y applicando il metodo del rapporto in due modi 
diversi. Esaminiamo in primo luogo lo stimatore del rapporto 
separato. 

Assumendo noti a priori i tOtali Xl ..•• Xh •...• XH si stima il tota
le del carattere y mediante l'espressione: 

H 

1: (26) 
h .. 1 

in cui 

"" <i'h = N., 1: V .. (27) 
nh i .. 1 

e 

N., "" .c. ,.,,#~ 8h = 1: x.. (28) 

"" i= 1 
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166 TECNICHE DI CAMPIONAMENTO: TtORIA E PRATICA 

Per il calcolo della varianza della stima J poiché l'estrazione 
delle nh unità in ciascuno strato il indipendente dall'estrazione 
negli altri strati, vale la relazione (Cochran, 1977). 

H H 

V (.~) = l: V(9.,)= l: Nt. Nh ~ ~ .S~ 
h-t hat 

(29) 

in cui si il posto 

.S~ = S~h + R~ S~h - 2~ Spii 
(30' 

dove: 

~= 

S~ = (32) 

(33) 

8"...= (34' 

Una stima di V (.9) si ottiene traducendo in termini campio
nari .S~ definita dalla (30) 

H 

9(.~)= l: Nh (3~) 

CAP. 11 - VARIANZA DEGLI STlMATORI RAPPORTO 

nella quale la varianza ~, il espressa da: 

.sI = ~ + A~ S=h - 2~ s"... 

in cui: 

~= 

"" l: (V ... - V.,) (x... - X.,) 
i-t 

A= 

(36) 

(37) 

(38) 

(39' 

(40) 

(41) 

(42) 

La formula" della varianza V(. ~), definita dalla (29), è valida 
solo se la numerosità del campione in ciascuno strato il abba-
stanza grande. Infatti, quando gli nh sono piccoli ed il numero 
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168 TECNICHE DI CN*IONAMENTo: TEOIIA E PRATICA 

degli stati H ,. grande, la distorsione della stima .t non ,. pW 
trascurabile rispetto al suo errora di campionamemo. 

Passiamo ora a descrivere l'espressione della varianza dello 
stimatora del rapporto combinato. A tale scopo richiamiamo 
alcune relazione fondamantali giè illustrate nel Capitolo 8. Consi
deriamo le stime dirette di Vedi X, cioé: 

H 

9'= ~ 9'h (43) 
h.1 

H 

St= ~ St" (44) 

h.1 

La stima del rapporto combinato del totale V é definita da: 

(45) 

la (45) non richiede la conoscenza di ~ (ammontare del caratte-' 
ra x in ogni strato h), ma solo del totale X nella popolazione; 
inoltra, essa" molto meno soggetta al rischio di distorsione 
rispetto a quella. ottenuta con il metodo del rapporto separato. 

Se l'ampiezza totale del campione n ,. grande, poiché l'estre
zione delle"" unitè in ciascuno strato" indipendeme dalle estra
zioni pegli altri strati, si può dimostrare che lavarianza della sti
ma et ,. data da (Cochran, 1971): 

H 

Vlo~ = ~ N., 

in cui: 

R-
V 

--X 

(46) 

(47) 

(48t 

CAP. 11 - VAIIANZA DEGU STlMATOfI RAPPORTO 

Le espressioni (47) e (30) hanno la stesse struttura con la 
differenza. che nella (30) compare ~ e nella (47) R. ' 

Una stima della varianza V ta~ ,. data da: 

H 

91o~= ~ N" 
h=1 

in cui: 

082 = s~ + A2 S~h - 2A s."., 

essendo inoltre: 

A= 

(49) 

(50) 

(51) 

una ~ima di R, in cui St ed 9' sono le stime dirette dei totali X e 
V del due caratteri espresse rispettivameme dalla (43) e dalla 
(44);~, s~ e Sy"., sono le stime corrette di ~, S~ e s.,... fomite 
dalle formule (37), (39) e (41'. 

Si può facilmeme dimostrare (Vamane, 1967) cha la varianza 
~elle stime ottenute c?" il metodo del rapporto separato" infe
nore a quella delle stime ottenute con il metodo del rapporto 
combinato se i rapporti ~ sono molto variabili da strato a stra
to, e se le numerositè "" sono sufficientameme elevlite. 

In tutti gli altri casi, in basa alle considerazioni esposte prece
~entememe relative alla distorsione della stima .t,ottenuta con 

. Il metodo del rapporto separato, si preferisce la stima del rap
porto combinato (Hansen, Hurwitz, Madow, 1953). 

In questo tipo di campionamento la popolazione oggetto di 
indagine è divisa in H strati, ognuno dei quali comenente N., uni
tè primarie, ciascuna delle quali comprendeme M", unitè secon
darie. 

Sia V", il valora del generico carattere oggetto di studio 
osservato sulla unitè secondaria j appartenente an'unitè primaria 
i dello strato h, e sia ~ il corrispondeme valore relativo alla 
variabile ausiliaria x. 

Imroduciamo, poi le quantità: 

H H. ~ ~ 

·."t~:'i.V = ~ Vh = ~ ~ ~ V", (52) 
h=1 h=1 io.1 j-1 
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170 TEOIICHE DI CAMPIONAMENTO: TEORIA E PRATICA 

(53) 

che definiscono rispettivamente il totale del carattere y ed il 
totale dà! carattere x nella popolazione. _ 

Supponiamo di estrarre, da ciascuno strato, "" unità primarie 
senza reimmissione e probabilità uguali; da ciascuna delle n.. uni
tà selazionate, vengono estratte m... unità di secondo stadio 
senza reimmissione e con probabilità uguali. . 

Sappiamo che possiamo ottenere _ le stime del totale del 
carattere y àpplicando il metodo del rapponQ in due modi diver
si (Vedi Capitolo 8). 

Assumendo noti a priori i totali X1, ... ,Xh, ... ,XH, utilizzando Iq 
stimatore del rappono separato si stima il totale del carattere y 
mediante l'espressione: 

H 

1: (54' 
h.1 

in cui '9' h ed jt" rappresentano le stime corrette di Y h ed -X. 
espresse rispettivamente da:' 

"" """ '9'h = 1: 1: K ... YhIj (55' 
1-1 j_1 

"" """ jt,,= 1: 1: K...~ (56) 
1-1 j.1 

dove 

K .. = ~ M .. ----n.. m .. 
(51) 

rappresenta il peso base. 

CAP. 11 - VARIANZA DEGLI STlMATORI RAPPORTO 

Poiché l'estrazione delle nh unità in ciascuno strato è indipen
dente da queUa negli altri strati, la varianza del totale .i' è data 
da (Cochran, 1911): -

La precedente espressione risulta composta da due parti, 
ciascuna delle quali esprime una dNersa variabilità: il primo 
addendo esprime la varianza di primo stadio e, poiché dipende 
da .S~, che rappresenta la variabilità fra i totali delle unità prima
rie nello strato h, può essere molto elevato se la variabilità tra le 
dimensioni delle unità pri:....arie è fone. 

Il secondo addendo rappresenta la varianza di secondo sta~ 
dio; esso dipende dai parametri .S~ che indicano la variabilità 
interna in ciascuna unità primaria. 

In panicolare la varianza di primo stadio è fornita da: 

.S~ = S~h + R~ S~h - 2A" Spii 

in cui: 

(59) 

(60) 

è la varianza del carattere y nella popolazione appanenente allo 
strato h; analogamente, per il carattere x si ha: 

(61) 

L'espressione: 

(62) 

'71 



172 TECIiICtE DI CAM'IONAMENTQ: TEORIA E PRATICA 

è la covarianza fra i due caratteri nello strato h; nalle formule .. 
appena descritte i simboli V H' x... V h e Xh sono definiti dalla . 
relazioni seguenti: 

(63) 
Mt. .... 

VH = 1: V ... Vh = 1: VH 

j-1 io.1 

Mt. .... 
Xt.= 1: x... x., = 1:Xt. (64; 

j_1 i=1 

ad R.. reppresenta il rappono fra i due totali V h e x.,. 
Per quanto riguarda la varianza di secondo stadio si ha:' 

··l 

(65) 

Ricordando che '1 H ad ><t. sono le madie aritmetiche dai due . 
caratteri in ciascuna uniti primaria i, le varianze e la covarianza 
che figurano nell'espressione (65) sono date da: 

(66; 

(67) . 

Mt. 
s.,..,.... M... ~ 1 ~ (Y ... - '1.,.) (x... - x.J 

1'.' 
(68) 

Una stima della varianza di J si ottiene traducendo in terrninÌ .. 
campionari .SI e .SIi, cioè: 

CAP. 11 - VARIANZA DEGLI STlMATDllIIAPPORTO 

Nella (69) .s~ rappresenta una stima della varianza di primo 
stadio ed è espressa da: 

.s~ = s~ + A" slt, - 2A.. s."... (70) 

i cui addendi sono fomiti dalle seguenti espressioni: 

(71) 

dove: 

(72) 

(73) 

in cui: 

(74) 

è una stima corretta di x.. = X.JNh; 

ay,.= 
. 1 "" . 
-~ 1: (~H- V.J (~- X.J 
~-1 1=1 

(75) 
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Infine: 

(76) 

in cui '9' h ed ~h sono espresse rispettivamente dalla (55) e 
dalla (56). 

Una stima della varianza di secondo stadio .St è data dall'ul
timo termine della (69) .st che può esplicitarsi come segue: 

.st = ~III + A~ S~ti - 2Ah &.,.ti (77) 

i cui addendi sono descritti dalle espressioni seguenti: 

s~ = (78) 

s~ = (79) 

&.,.ti = (80) 

dove: 

(81) 

(82) 

sono rispettivamente le stime corrette di Y ti ed ~. 

CAP. 11 - v ARIANZA DEGU STNATOII RAPPORTO 

Consideriamo ora il caso in cui la stima del totale V sia otte
nuta mediante lo stimatore combinato definito da (Vedi Capitolo 
8): 

A '9' 
0'9' = T X (83) 

Nella (83) '9' ed ~ rappresentano le stime corrette di Y ed X, 
che sono definite rispettivamente da: 

H "h l11tIi 

'9' = l: l: l: KIII YIIIj (84) 
h .. 1 i.1 j.1 

H ~ lIIt.i 

~= l: l: l: K .. ><..t (85) 
h ... 1 i.1 i-1 

La varianza della stima J è data da: 

H . ~ 

V (J)= l: [Nh N.. -n.. eSl+ Nh l: MIII M..- m... eSt] (86) 
h-l ~ ~ i.1 m.. 

in cui la varianza di primo stadio cSl è definita da: 

eSl = S~ + R2S~ - 2RSyoh 

e la varianza di secondo stadio eSt è espressa da: 

eSt =.~" + R2S~ - 2Rs.,... 

(87) 

(88) 

Le due espressioni (87) ed (88), hanno la stessa struttura 
rispettivamente della (59) e della (65) con la differenza ch~ nelle 
espressioni relative allo stimatore del rapporto combinato com
pere il termine R = Y IX anziché ~ = Y J~. 

Una stima della varianza è fornita da: 
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dove: 

cs~ = ~h + Az S~h - 2A s.,.,. (90. 

in cui A = '9'1<;' è una stima di R e: 

slh' S~h e s.,.,. sono fornite rispettivamente dalle relazioni (71). 
(13) e (75); infine 

(91) 

i cui addendi sono definiti dalle espressioni (78). (79) ed 
(80). 

Esaminiamo ora il caso in cui le unità di primo stadio vengo
no estratte senza reimmissione e probabilità variabili. general
mente proporzionali alle dimensioni delle unità stesse. 

Indichiamo con "'N la probabilità di inclusione dell'unità pri
maria i appartenente allo strato h e con ll,lII' la probabilità che n 
unità primarie i ed i'. entrambe appartenenti allo strato h. entri
no nel campione. 

Supponiamo che da ciascuna delle ~ unità primarie venga 
selezionato un numero di unità di secondo stadio mhi senza 
reimmissione e con probabilità uguali. 

In tale situazione. la stima del totale Y utilizzando lo stimato
re del rapporto separato è fornita dalle espressioni (54) (55) e 
(56) nelle quali tuttavia il peso Khi assume la forma: 

(92) 

La varianza di detta stima è (Cochran. 1977): 

H N" N" 

V (. ~ = 1: [1: 1: (llll11 ll'hi· - "'III·) .Si + 
h= 1 j .. 1 j ... 1 

i =!= j" 

(93) 

.st ] 

CAP. 11 - VAIIANZA DEGLI STIMA TORI RAPPORTO 

Si osservi che il primo addendo della (93) è la variabilità 
dovuta al campionamento di primo stadio, in cui .~ è data da 
da: 

.S~ = S~h + Ai S~h - 2~ Syxh 

dove si è indicato con: 

(i =!= i') 

(94) 

(95) 

la varianza dei totali del carattere y fra le unità primarie dello 
strato h; analogamente. per il carattere x: 

(i=!=n (96) 

Infine: 

rappresenta la covarianza fra i totali dei due caratteri nello strato 
h. 

Il secondo addendo della (93) è la variabilità dovuta al cam
pionamento di secondo stadio; poiché le unità di secondo sta
dio vengono selezionate senza reimmissione e probabilità ugua
li, .S~I è espressa dalla formula (65). 

Se le varianze .S~ ed .S~ non sono note. occorre stimarle in 
base al campione; per quanto riguarda la varianza .S~, una stima 
consistente è data da: 

.s~=~+~s~-2Aayxh (98) 

in cui: 

= (i =!= i') (99) 
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dove i' ... ed i' ... , sono le stime dirette del totale del carattere V 
relativo alle unitA primarie i ed i' dello strato h, fomite da 
un'epresaione del tipo: 

(d = i, i') (100) 

Analogamente, per il carattere x si ha: 

(101) 

dove ~ ed ~, ~ stime fomite da espresaioni analoghe allI!! 
(100), salvo oVViamente la sostituzione di Y ... con X.... . 

Infine, nall'uhimo termine della (98) il presente una stima dal
Ia covarianza, Sy. espressa da: 

Un stima consistente di.Si il fomita dalla (77), in quanto le 
unitA di secondo stadio sono selezionate sempre senza rei"': 
misaione e con probabilitA uguali. • 

Conseguentemente una stima della V f.. i), definita dalla (93), 
è data da: ., 

H "h "h 

9 fa ~ = .; [~ i; ( D, ... D;,: D, .. ) .s~ + 

i''';' i 

(103) 

CAP. 11 - VARIANZA DEGLI STlMATORI RAPPORTO 

Consideriamo infine il caso in cui le unitA di primo stadio 
sono estratte senza reimmisaione e probabilitA variabili e viene 
utilizzata la procedura dello stimatore del rappono combinato. 

Tenendo presente che In tale situazione la stima c~ è fornita 
dalle espressioni (83), (84) e (85), nelle quali è presente il peso 
KhI costruito in base alle probabilità di selezione variabili definito 
dalla (92). A 

La varianza della stima c 9 il data da: 

H N., N" 

V (c~ = ~ [~ ~ (D'hl D'hr - D'hl') .S~ + 
h.1 i=1 1'=1 

(104) 

(i+i') 

in cui: 

(105) 

esprime le varianza di primo stadio, che ha la stessa struttu
ra della (94) con la sola eccezione che quest'ultima comprende 
Rh mentre nella (105) appare R. . 

Inohre, poiché le unitA di secondo stadio sono estratte senza 
reimmissione e probabilità uguali, la varianza di secondo stadio 
il sempre definita dalla (88). A 

Quindi una stima della varianza V (., i) il fornita da: 

H "h ~ 

9 le ~ = ~ [:l; :l; ( D'hl Dii' - D, .. ) cs~ + 
h=1 1=1 i'=1 , .. 

(106) 

(i+i') 
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,:',,',iCAPITOLO 12 - VARIANZA DEGLI STIMATORI 
'~h}' RAPPORTO POST -STRATIFICATI 

Nel Capitolo 9 abbiamo studiato g6 stimatori del rapporto IntnIduzIane 
(separato e combinato' post-stratificati che rivestono attual-
mente un ruolo di grande importanza, essando, alla base delle 
procedure di stima della maggior parte delle indagini effettuate 
dai piO importanti centri di informazione statistica a livello nazio-
nale ed internazionale (Bureau of Census, INSEE, Istat, ecc.'. 

In questo capitolo illustreremo le espressioni della varianza e 
della corrispondente stima degli stimatori in oggetto, che, in un 
certo senso, costituiscono una natura'- estensione degli stima-
tori rapporto descritti nel Capitolo 8. ' 

Tali stimatori, come abbiamo visto, sono caratterizzati da 
una struttura formale molto complessa che non consente la 
determinazione di una espressione corretta della loro varianza; 
tuttavia, nell' ottica di una filosofia del compromesso fra rigore 
formale e praticità empirica, sono stati studiati alcuni metodi 
mediante i quali è possibile pervenire all'ottenimento di espres
sioni che; nel caso di indagini effettive condotte su larga scala, 
consentono di determinare il valore della varianza con un eleva
to grado di approssimazione. 

Nel seguito, ai fini della derivazione delle suddette espressio
ni, faremo uso di un criterio fondato sull'utilizzazione dello svi
luppo in serie di Taylor di una funzione, limitato ai termini di 
ordine lineare; in questo modo, pertanto, trascureremo tutti i 
termini non lineari dello sviluppo in serie ,e ciò equivale a dire 
che approssimeremo gli stimatori del rapporto post-stratificati 
con le loro forme IInearizzate. 

Lo studio della varianza dello stimatore p 9, definito dalla (3' c.mpiaMmenID 
del Capitolo 9, verrà svolto generalizzando un criterio suggerito ........ 
da alcuni studiosi (Hansen, HurWtiz e Madow, 1953' per Ia'deri- .......... 
vazione della varianD dello stimatore rapporto, nelco,n:esto del 
campionamento casuale semplice. 

NeUe pagine che seguono daremo una traccia di tal! studio. 
A tale scopo riscriviamo l'espressione esplicita di P'9': 

A A '9' 
p'9' = 1: ·0 ,)< . 

a.1 ,.A 
(1' 

, .~ , 
j 
l 

, ., 
; ~ 
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dalla quale segue immediatamente che: 

A 

V (p 9) = ~ .XZ V ( ; ) + 

(2) 

con a:/: b. 
Esaminiamo, in primo luogo. l'espressione del primo adden

do della (2). Posto: 

.'9'-.v .. 
-~-=uv. e .v 

si ricavano le relazioni: 

.'9'=.v (1 +AvJ e 

~-.x .x =Ax. (3) 

.~=.x (1 +.1xJ (4) 

Indicando poi. per brevità. con W l il primo addendo della (2). 
per definizione di varianza possiamo scrivere: 

W , = 

A 

L.xZE [ ~-E (~)r= 
8=1 ~ .~ 

(5) 

A 

= L .Vz E [ 
8=1 

E ( 

dove l'ultimo passaggio consegue dall'impiego delle relazioni 
(3). 

CAP. 12· VARIANZA DEGlI STlMATORI RAPPORTO POST-5TRATIF1CAn 

Per calcolare il valore medio della (10) conviene porre: 

=1-l\x. (6) 

dove (1 - .!\xJ rappresenta lo sviluppo in serie di Tavlor limi
tato ai termini di ordine lineare (Ghizzetti. 1965). 

Introducendo la (6) nella (5) si ottiene: 

A 

W, = L . VZ E [AV. - .!\x. - AV • .!\x. + E (AV • .!\xJ] 2 

8=1 

(7) 

e trascurando i termini di ordine superiore al secondo si ha: 

in cui: 

V (.'9') = 
N (N - n) 

.S~ 
n 

(9) 

V (.~) = 
N (N-n) 

n 
.S~ (10) 

N (N - n) 
C (. '9', .~) = .Sxy n 

(11 ) 

.S~ (12) 
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(13) 

I~troducendo poi .Ia (9), (10) e (11) nella (8), W può riscri-
versi nella forma equivalente: I 

+ .Rz (.xl _ 1 
N 

nella quale si è posto: 

.R=~ 
.X 

Ponendo infine: 

.0, = .V, - .R.>C. 

(15) 

(16) 

(17) 

CAP. 12· VARIANZA DEGLI STlMATOII RAPI'ORTO PQST-srRA'rI=ICATI 

è possibile scrivere la (15) nella forma pi~ compatta espres
sa da: 

N N-n 
W I = -n- N -1 

N 
= n 

poiché: 

N 

N-n 
N-1 

1: .0.=0 
i.t 

(18) 

(19) 

A questo punto possiamo passare allo studio del secondo 
addendo della (2), che per brevità indicheremo con W z· 

Sulla base delle relazioni (3) si pu~ scrivere: 

A A 

'" .1: 1: .YbY 
Bet b= t 

E[ - E ( 

E{ 

1+~y. 

1+Ax. 

(20) 

)] . 

Introducendo poi la (6) e l'analoga relazione riferita al post
strato b, segue che: 
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A A 

W2 = l: l: IY bY E [AYI - &cl - Ayl&cI+E (Ayl&cJ]· 
8-1 b= 1 

(21) 

A A . 

= l: l:[C(.~'b~-( ~)C(.~,jt)+ 
8= 1 b .. 1 

c ( ~, ~)] 
• b 

Sostituendo netla (21) le forme esplicite delle covarianze, che 
possono ottenersi agevolmente mediante semplice adattamento 
formale della (11), segue che: 

N 
n 

N-n 
N-1 

A A N 

l: l: l: .Di bDi (a '+ b) (22' 
8=1 b=1 i=1 

Riunendo, infine, la (19' ~ la (22) segue che un'utile approssi
mazione della varianza V (.,'9) è definita dall'espressione: 

~ N N - n 
V(.,~)= --nN-1 

N 

l: 
i= 1 

A 

(l: .Dir 
8=1 

(23' 

La (23) è estremamente interessante dal punto di vista cal
colatorio in quanto, evitando il calcolo delle covarianze fra i 
diversi post-strati, consente in '!'odoabbastanza agevole la de
terminazione della varianza V (.,'9). 

Infine, è possibile dimostrare (Cochran, 1977) che una stima 
distorta benché consistente della (23) è fornita dall'espressio
ne: 

n A 
~ N N - n 

()(.,~)=---
n n - 1 l: (l: .Oir 

8=1 i= 1 

(24) 
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in cui: 

(25' 

.A= "! 
./\ 

(26' 

risultando, in analogia alla (19), anche: 

n 

l: .01=0 (27' 
i= 1 

Affrontiamo ora, nel contesto del disegno di campionamento 
ad uno stadio stratificato, la descrizione delle espressioni della 
varianza degli stimatori del rapporto (separato e combinato' 
post-stratificati, illustrati nel Capitolo 9. 

Si aprono al riguardo due possibilità. Da un lato, per il generi
co strato elementare h (h = 1, ... :, H' si può utilizzare un procedi
mento simile a quello finora svolto, sommando poi opportuna
mente le varianze degli strati semplici per ottenere la varianza 
del campione stratificato. 

Dall'altro si può seguire una via piò rapida fondata sul sem
plice adattamento formale delle espressioni appena illustrate. 

Riteniamo pertanto utile seguire quest'ultimo procedimento. 
Esaminiamo in primo luogo lo stimatore del rapporto separa

to post-stratificato, definito dalla (9' del Capitolo 9 e che ritenia
mo tuttavia opportuno riscrivere: 

(28' 

Ai fini della determinazione della varianza di pa ~ conviene 
anzitutto porre la (28' nella forma: 

(29' 

Campionamento 
ad uno atadio 
stratIfIcato 
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dalla quale si ottiene: 

H A ~ 

V~~= ~ V(~ :~.xh) (30) 

L' espressione fra parentesi tonde a secondo membro della 
(30). relativa al generico strato h. è formalmente e statistica
mente uguale alla (1) scritta a proposito del campionamento 
~e~plice; quindi per la varianza di tale espressione potremo rife
nrci alla (23) salvo raggiunta dell'indice h. 

Si ottiene penanto: 

H 'A A , 
V Ip. ~ = 1: Nh Nh - nh 1: (1: 1 ~ ~ )2 = 

h-1 nh ~-1 i .. 1 a.'.o .. -~~ ~.o.. 

(31) . 

in cui: 

.0 .. = .V .. - .x .. (32) 

(33) 

(34) 

In definitiva, una stima consistente anche se' distona della 
(31) è data, in analogia alla (24). dall'espressione: 

CAP. 12 - VARIANZA DEGLI STlMATORI RAPPORTO POST-sTRATlFlCATI 

H "" 
A 

1: Nh Nh ~ nh 1: ( 1: .0 .. r = nh - 1 
h ... 1 nh i.1 a .. 1 

(35) 

dove: 

."fh .x "" .0 .. = .V .. - 1: .0 .. = O X .. 
i= 1 

(3S) 

nh nh 
Nh 

• "fh = 1: Nh 
.V .. .:Rh = 1: .X .. 

i= 1 nh i= 1 nh 
(37) 

Le formule istituite per la varianza dello stimatore del rappor
to separato post-stratificato ,..9 possono ora adattarsi agevol
mente per lo stimatore combinato espresso da: 

(3B) 

in cui: 

H "" 
.:R = l: ~ 1: .x.. (39) 

h.' "" l.' 
rappresentano rispettivamente le stime dirette di: 

H I\Ih 

.V = 1: :l: .VIi 

H , 

.X = 1: 1:.x1i (40) 

h .. ' i=' h .. ' io., 
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Dalla (31) si ottiene immediatamente: 

H ~ A A Nh 

V(".,~= 1: :h~=~ 1: (1:.Oh,-~ 1: 1: .Oh,)2 (41) 
h .. l h h i=l a=l ha .. , i=l 

in cui: 

.Y 
.D~ = .YhI - X.XhI 

• 
(42) 

Osserviamo che, a differenza dei casi precedentemente esa
minati, risulta ora: 

In conclusione, una stima consistente della (40) è fornita da: 

H "" A Anh 

O ("., ~ = 1: :h Nt. = ~h 1: (1:.6ht -';-1: 1: .6ht) 2 (43) 
h=l h Nt. i=l a=l h a =1 i=l 

dove: 

Affrontiamo, infine, lo studio della varianza dello stimatore 
del rapporto (separato e combinato) post-stratificato, nel corue-i,: 
sto del campionamento a due stadi stratificato al livello 
unità primarie. 

Un modo di procedere immediato, che verrà adottato 
seguito, è quello di eseguire l'adattamento formale dellè .. " •• r .... _';, 

sioni ottenute precedentemente. 
Esaminiamo. in primo luogo, lo stimatore del rapporto sepa

rato post-stratificato definito da: 

CAP. 12· VARIANZA DEGlI STlMATORI RAPPORTO POST-sTRATlFlCAn 

in cui: 

"" """ .<th = 1: 1: KhI .YI4 (46) 
i=l j=1 

nh mhl 
.~h = 1: 1: KhI .X14 (47) 

1=1 j.l 

indicano rispettivamente le stime corrette dei totali: 

~ Mt.t 
.Xh = 1: 1: .~ (48) 

i=l j-l 

Ai fini degli sviluppi algebrici successivi è opportuno richia
mare anche le espressioni esplicite del peso Khi relative ai due 
schemi probabilistici di selezione delle unità di primo stadio esa
minati nei precedenti capitoli. 

In generale, possiamo scrivere: 

(49) 

in cui il primo fattore è il reciproco della probabilità di inclu
sione dell'unità primaria i appartenente al generico strato h ed il 
secondo fattore è il reciproco della probabilità di inclusione 
dell'unità secondaria j dentro l'unità primaria i. 

Il primo fattore assume la forma (Capitoli 5 e 6): 

K'hi= _1_= Nh o K'hI= _1_. =_1_ i: Ahi 
n'hl nh n'hl nh Ahi i= 1 

(50) 

a seconda che le nh siano estratte senza reimmissione e proba
bilità uguali oppure senza reimmissione e probabilità proporzio
nale alla dimensione. 

Per il secondo fattore si ha invece la sola fonna: 

1 MhI 
K2h1 =--=--n2hl mhl 

(51) 

PoicM dallà (50) si deduce che la prima delle due espressioni 
si può ottenere come caso particolare della seconda, nel seguito 
ci limiteremo allo studio della varianza limitatamente <lì! caso in 
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cui le unità primarie vengono selezionate con probabilità propor
zionale alla dimensione e senza reimmissione e le unità secon
darie con probabilità uguali e senza reimmissione. 

Panicolarizzando questa varianza si può facilmente ottenere 
l'espressione della varianza relativa al caso in cui le unità prima':' 
rie vangono estratte senza reimmissione e probabilità uguali. 

Ciii premesso, dalla (45' si ottiene: 

A H H A 

V (,.il=v ( 1: 1: .!h .x..)= 1: V (1: ~.x..) = 
.-1 h-1 eAh h=1 •• 1 eAh 

H A 

= 1: [1:.x: 
h-1 .-1 

con a + b. 
Introduciamo le relazioni: 

e 
1 

(53' 
.'9'h - .Vh 

V = A V .. 
• h 

Mediante un procedimento simile a quello che ha condottO' 
alla (8' e alla· (21) si ottiene che la (52' si può porre nella fOf'flllf 
(Russo, 1988 b): . 

A A 

-2 (~) C(.,'9'h'Jt..)] + 1: 1: [C(.,'9'Ii'b'9'J~· •• , b.' 

+ ~~c~.,i,J] } 

CAP, 12 - VAflANZA DEGLI STlMATORI RAPPORTO POST..sTRATlfICATI 

in cui ad esempio, con i' > i, si ha: 

Nt. Nh 

V (.,'9' J = 1: 1: (ll'1II 0,111' - D'hII" 
i-1 r>1 

( .VIII .VIiI')2 ----- + 
0,111 0,111' 

(55' 

( .xiii .xhl') + 1: M~ 
0'111 - D,hI' D,· III rn .. i ... 1 ..... 

(1-~:).S. (56' 

(57' 

Le espressioni di V W e delle rimanenti covarianze com
prese nella (54' possono ottenersi attraverso un semplice adat
tamento formale della (55' e della (56', 

Introducendo tali espressioni nella (54) e ponendo: 

(59' 
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la (54) può riscriversi nella forma (Russo, 1988): 

Infine, una stima consistente della (60) è fornita dall'espres
sione: 

( nlh1 n 1h1· _ 1 ). 
n 1h11• 

(61) 

in cui si è fatto uso dello stimatore di Vates e Grundy (1953), 
avendo inoltre posto: 

e (62) 

essendo: 

, 
e (63) 

CAP. 12· VARIANZA DEGlI STIMATORI RAPPORTO POST-STRATIFICATI 

le stime dirette rispettivamente di: 

e (64) 

Per quanto riguarda poi la varianza dello stimatore del rap
porto combinato post-stratificato definito dall' espressione (Ca
pitoI09): 

A 

pc~= L e; eX 
8=1 e 

(65) 

si può seguire un procedimento analogo a quello adottato 
per la derivazione della varianza dello stimatore ... ~. 
. Si ottiene un'espressione con struttura uguale alla (60), salvo 
1/ fatto che in luogo delle (59) figurano le quantità: 

, .V , .V 
.DhI = .VhI - V .XhI e .DhIj = .VhIj - -- .XhIj (66) 

a" .X 

A.nche per la stima della varianza di pc '9 possiamo riferirci alla 
(61) Introducendo al posto delle (62) le espressioni: 

.O~ = .'9h1 - .; .~hI e .O~ = .VhIj - .'9;x.hIj (67) . .~ 

Fino ad ora apbiamAo descritto le espressioni della varianza 
degli stimatori ... '9 e· pc '9 nel caso in cui le unità di primo stadio 
vengono selezionate con probabilità proporzionale alla dimen
sione. 

Sebbene tale meccanismo probabi/istico di selezione sia 
quello di uso più frequente nell' ambito delle indagini a due o più 
stadi di campionamento, ci sembra tuttavia utile descrivere an
che le espressioni della varianza nel caso in cui le unità primarie 
siano selezionate con probabilità uguali. 

In tal caso sappiamo che le probabilità di inclusione sono 
espresse da: 

e (68) 
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in base alle quali la (60) può riscriversi nella forma: 

H Nh Nh A A 

v 1p.9) .. l: [( 1- ~I'h~~) 1: 1: (1: Au -1:.Di.)2 + 
h=1 l'h . Nt. i .. 1 j' > i 8= 1 8= 1 

Ricordiamo ora la ben nota relazione: 

(70) 

in cui 2A2R indica il quadrato della differenza quadratica media 
con ripetizione e (12 la varianza. 

Tenedo presente la (70) e la doppia sommatoria del primo 
membro della (69) possiamo scrivere: 

(71) 

In virtù della (71) la (60) diviene: 

Seguendo un procedimento simile a quello che ha condotto 
alLa (72) si possono poi pttenere te espressioni della varianza çlj, 
PC'9' e delle stime di V ( .. '9'1 e V 1pc'9'l. 

CAP. 12 - VARIANZA DEGU STlMATORI RAPPORTO POST-sTRATlFlCATI 197 

A conclusione di questo capitolo illustreremo alcune espres
sioni alternative della stima della varianza, che sono di un certo 
interesse in quanto da un lato si presentano in una fama più 
adatta ai fini del calcolo mediante elaboratori elettronici e dall'al
tra si riferiscono a disegni campionari molto diffusi nell'ambito 
delle indagini condotte su larga scala. A 

La trattazione sarà limitata allo stimatore pc '9' nel contesto del 
campionamento ad uno stadio stratificato, ma le considerazioni 
che svolgeremo possono facilmente essere estese agli altri tipi 
di campionamento considerati nel presente volume e allo stima
tore .. '9'. 

Consideriamo in primo luogo l'espressione (43). Sviluppando 
il quadrato si ottiene: 

(73) 

Fanne att.Mtive 
e cui partIooIarI 
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nella quale si è posto: 

(74) 

Un'ulteriore espressione alternativa della (43', oltre la (73'; 
può ricavarsi mediante alcuni semplici passaggi. Infatti dalla (73) 
segue che: 

H l'Itt 

QI"c~" ~ ~ Nh-1'Itt 
[~ (O~)2 _ 

li; "h- 1 
hz1 

H 
"h ~-"h ~ "h 

~ [~ (O~t -Nh ",,-1 nA h=1 

avendo moltiplicato e diviso per Nh/nh. 

La (75) può inoltre riscriversi come: 

"" 
"h 

( ~ (o~t] = i= 1 
(75) 

"h 
1 ( ~ (O~)2] 
"h i= 1 

(76) 

CAP. 12 - VARIANZA DEGlI STlMATORI RAPPORTO POST-5TRATIFICATI 

Se le frazioni di campionamento nh/Nh (h = 1, ... ,H) sono mol
to piccole la (76) può porsi nella forma: 

Inoltre, nel caso in cui le dimensioni campionarie nh sono ele
vate, dalla (77) si ricava l'espressione dalla forma abbastanza 
semplice: 

(78) 

Riteniamo, ancora, utile descrivere una forma piacevolmente 
simmetrica e semplificata che si ottiene quando il campione è 
formato soltanto da due unità. 

In tal caso, dalla (74) si ha: 

H 

'\J (pc '9) = ~ ~ (Nh - 2) [ (0;'1)2 + (0i,z)2 + 
h=1 

La (79) può anche riscriversi come segue: 

H 

.~ (o. "t"' Nh - 2 Nh [O' O' ]2 _ 
V pc TI = ~ 2 T hl - h2 -

hz1 

H 

=1: h=1 
Nh - 2 [K O' K 0']2 Nh h hl - h h2 

(79) 

(80) 

199 
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che nel caso N.,» 1 diviene: 

H 

9 (,c il = 1: [Kh 0., - Kh ~12 (81) 

h.' 
Prima di concludere osserviamo che le espressioni delle va

rianze qui descritte possono anche derivarsi con altro ragiona
mento basato su una variante dal procedimento seguito da Han
sen. Hurwitz e Madow e da noi adottato. Detta variante. che 
illustreremo con riferimento allo stimatore p ~ e al campionamen
to semplice. può esprimersi come segue: sviluppiamo. in primo 
luogo. in serie di Taylor di punto iniziale: 

(,Y. ,X ...... Y • .x ..... "Y. "X) 

la stima p 9, interpretata come funzione delle stime: 

(1'9', ,x:, ... ,.'9', .X: .... ,,,'9', "X:) 

Posto: 

A 

p9 = f (,'9', ,X: .... ,.'9', .}(, ... ,,, '9'. "X:) = l: .: IX 
a= 1 • 

si ottiene: 

f (,'9', ,x:, ... ,. '9' • .}(, ... ,,, '9', "X:) == 

= f h Y, ,X, ... ,.Y, .x, ... ,,,y, "X) + 
A 

+ l; [~(.'9'-.Y)+~<.X: -.x)] 
a=1 a.'9' a.}( 

(82) 

(83) 

in cui le derivate parziali si inntendono calcolate nel punto ini-' 
ziale. 

Dalla (83) si ricava immediatamente che: 

A A 

p9 = 1:.y + 1: (.'9'- L.x:) 
a .. 1 a-1 .x (84) 

. 
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dalla quale segue: 

A 

V"'~=V [l; (.'9'- • .xY .}(»)] 
a .. 1 

(85) 

in quanto il primo addendo a secondo membro è costante. 
Tenendo poi presente che: 

n n 

• '9' = 1: K .Y. e 
i .. 1 

.)( = l: K .X • 
i= 1 

la (85) può riscriversi nella forma: 

n A 

= V [ l: K l: (.YI - ~.~)] = 
i= 1 a-1 

n A n 

=V[l:Kl:.Di] =V [l; K Dt] 
i= 1 a= 1 i= 1 

nella quale si è tenuto conto dalia (17) e si è posto 

A 

D.= 1: .DI 
a.' 

In definitiva si ha: 

N (N-n) ~ 
n 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 
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in cui: 

in quanto risulta: 

N N A 

_'_1: DI =_1_1: 1: (.VI - .x.V .XI ) = O (91) 
N-1 i=1 N-1 i=1 8=1 

Pertanto la formula (89) si può scrivere: 

N N A 

N (N-n) 1: Df _ N (N-n) 1: ( 1: aDI) 2 (92) 
n(N-1) i=l n(N-1) i=l 8=1 

che coincide con la (23). 

PARTE 3 

TECNICHE DI FORMAZIONE DEL CAMPIONE 

il 
11 

\,1···'····.· 

1 ~ 

L 
~~ j 

l'Il d 
'l 
Il 
Il 
lì 

I 
i 
'! 
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CAPITOLO 13 - LA STRATIFICAZIONE 

La precisione di uno stimatore espressa dal suo errore qua- IntnMIuzIone 
dratico medio è misurata da: 

EOM (8) = 1: d (s) {8 (s) - E [8 (s)) }2 
seU 

c 

(1) 

Nel caso di uno stimatore corretto, essendo E [8 (s)) = e, la 
(1' si può scrivere: 

V (8) = 1: d (s, (8 (s) - e]Z 
seU 

c 

(2) 

La (2), come si vede, dipende da due elementi (al variare di 
sI: d (s) e 9(s). Il primo indica il disegno campionario, il secondo 
la stima di e dato il campione s. 

Vediamo. ora come modificando l'universo campiolUlrio Uc 
ed il disegno d (s) è possibile aumentare la precisione di e. 

Un modo per·realizzare ciò consiste nell'applicare delle tecni
che note in letteratura con il nome tecniche di strBtiticazione. 

Tali tecniche si basano sulla suddivisione della popolazione 
oggetto di indagine in H gruppi (o strati' di numerositè N1, Nz, .•. 
NH' tali che 

(3) 

Da ciascuno strato viene estratto un campione di rIJt unitè 
sotto il vincolo 

(4) 

Affinché si massimizii l'azione esercitata dalla stratificazione, 
gli strati dovranno contenere unitè il piil possibile simili rispetto 
al carattere oggetto di indagine y. 

;: 

I, 

! 
l 
" 

1·ll' 

I 
'1,'·1,:. 
. ") 

, 
~. 

~l 

~ 
~ 
Il 
i 

"i 
'1 

! 

! 
I 

I 
I 
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Vediamo ora come, in termini più espliciti, la varianza dello 
stimatore si riduce in presenza di un disegno stratificato. Una 
formulazione generale della varianza di una stima '9' (Vates e 
Grundy, 1953), con riferimento ad un disegno casuale semplice, 
è la seguente: 

N N 

V ('9') :: ~ ~ j~ (1\ nJ - ~ ( ri - ~ r (~j) (5) 

Utilizziamo la (5) per un disegno stratificato ed indichiamo le 
probabilità di inclusione con n'I' n'l e n'Il' Tutte quelle coppie di 
unità (i, jl che appartengono a strati diversi hanno probab!lità di 
inclusione IIt. :: 1\ 1\: questo perché esse vengono seleZionate 
indipendentemente I una dall'altra. In altre parole la selezione 
dell'unità i nello strato h non influisce, come è facilmente verifi
cabile, sulla probabilità di selezione dell'unità j a.~partenente all~ 
strato h' con h :j: h'. Per il teorema delle probablhtà composte SI 
ha che la probabilità n', è pari.a n'I n'J che .. sostituita. nella (5) 
rende nullo il contributo alla vananza della stima '9' relatiVO a tut
te le coppie (i, j) appartenenti a strati diversi. 

Questo fatto, insieme alla proprietà di un buon processo di 
stratificazione che a coppie (i, j) di unità appartenenti a strati 
diversi fa corrispondere valori massimi della differenza 

( ri - ~ ) (6) 

i quali, a loro volta, si associano a valori nulli del fattore: 

conduce ad una riduzione di V ('9'). 
Il problema che ora si presenta allo statistico è quello di ~ag

gruppare in strati omogenei le unità di ~: Se fc;>ssero conosciute 
le modalità che il carattere oggetto di Indagine y assume per 
ciascuna unità il problema sarebbe risolto in quanto basterebbe .. 
applicare un qualsiasi algoritn:eo di classificazione per ottenere 
strati il più possibile omogenei. . 

Nelle situazioni reali in cui le modalità di y sono sconOSCiute, 
bisogna ricercare qualche altro caratt-:re (o insi~me ~i caratteri) 
le cui modalità siano conosciute per ctelscuna Unità di U. Questo 
(o questi) viene chiamato carattere di stratificazione. 
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~ ovvio che tra il carattere di stratificazione e quello oggetto 
di indagine debba esistere un qualche legame sulla base del 
quale raggruppando le unità in strati omogenei rispetto al carat
tere di stratificazione (indichiamolo con x) risulti allo stesso 
modo omogenea la classificazione rispetto al carattere y. Allora, 
quanto più stretto è il legame tra y ed x tanto maggiore risulterà 
l'effetto della stratificazione in termini di riduzione della varlanza 
di '9'. 

Nelle pagine che seguono vengono affrontati, in primo luogo, 
due fondamentali aspetti di un processo di stratificazione: deter
minazione del numero di strati e delimitazione degli stessi. Se
guiranno poi alcune considerazioni relative ai disegni a due stadi 
e alle indagini multiscopo; alcuni cenni riguardanti la stima 
dell'effetto della stratificazione concluderanno il capitolo. 

Come già accennato, la procedura di stratificazione consiste 
nel raggruppare le N unità della popolazione oggetto di indagine 
in H gruppi (strati) il più possibile omogenei rispetto alla variabile 
(od alle variabili) di interesse. A tal fine si ricorre in genere 
all'uso di un carattere non oggetto di indagine, le cui modalità 
siano conosciute per ciascuna unità della popolazione, che sia 
legato (correlato) con il carattere di interesse (Grosbras, 1987). 

Nella pratica la prima operazione consiste nel reperire tali 
informazioni, solitamente disponibili da fonti amministrative (ad 
esempio, le anagrafi dei comuni o delle camere di commercio) o 
da precedenti indagini statistiche (Censimenti). 

La seconda operazione consiste nella scelta, tra quelle dispo
nibili, delle variabili da utilizzare nella formazione degli strati; 
questo argomento verrà affrontato nel seguito. 

Il problema successivo che si presenta allo statistico che 
progetta un'indagine campionaria è quello di determinare il nu
mero di strati in cui suddividere la popolazione. Tale problema è 
di facile soluzione se la variabile di stratificazione è di tipo quali
tativo in quanto, se le modalità che questa pub assumere non 
sono in numero eccessivo (come avviene ad esempio, se i 
caratteri di stratificazione sono il sesso o la ripartizione geografe
ca), gli strati risultano automaticamente determinati dalle diver
se modalità del carattere stesso. 

~ molto frequente però il caso in cui la variabile di stratifica
zione è di tipo quantitativo, per cui la determinazione del nume
ro di strati' non è cosI immediata. ~ stato ampiamente dimostra
to (Cochran, 1977; Fabbris, 1989) che all'aumentare del nume
ro degli strati il contributo aggiuntivo alla diminuzione della va
rianza campibnaria risulta decrescente; oltre un certo limite, per-

.' .. tanto, il guadagno in efficienza non giustifica la moia di calcoli 
'necessari per una stratificazione più fine. 
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Vediamo ora come determinare il numero di strati da adotta
re in una indagine campionaria. Tenendo presente che ciascuno 
strato deve contenere almeno un'unità campione e che la deter
minazione della numerosità campionaria dipende, tramite la va
rianza, dalla stessa stratificazione, si vede che il problema è di 
difficile soluzione se non si dispone di informazioni relative alla 
variabilità del carattere oggetto di indagine. . 

In letteratura, infatti, non esiste una metodologia diretta alla 
determinazione del numero ottimale di strati da adottare in un 
disegno stratificato, ma vengono date indicazioni derivanti in 
larga pane da esperienze empiriche (Kish, 1965; Hansen, Hur
witz e Madow, 1953). 

In panicolare può essere utilizzata una formula che consente 
di valutare l'incremento di efficienza all'aumentare del numero di 
strati. Indicando con p la correlazione lineare tra la variabile di 
stratificazione e guella oggetto d'indagine, con H il numero di 
strati e con '9 e Y ca' rispettivamente, le stime dirette relative al 
campionamento stratificato e a quello casuale semplice. si di
mostra (Cochran, 1977) che: 

(8) 

. Poiché il rappono V ('9)/V('9..), per un dato valore di p, è fun
zione del reciproco di HZ si ha che l'incremento di efficienza 
dovuto alla stratificazione diminuisce velocemente all'aumentare 
di H e tende ad (1-pZ) per H che tende ad infinito. 

Se invece p = 1 (che si verifica quando esiste un legame line
are tra variabile di stratificazione e variabile oggetto d'indagine) 
p!3r H che as~ume valori molto elevati, il rappono in questione 
dlv~nta prossimo allo zero; per contro, se p = O il rappono assu
me Il valore 1 qualunque sia H. 

In quest'ultimo caso, penanto, la stratificazione non influisce 
sull' efficienza della stima '9. 

Ai fini della scelta del numero di strati, alle considerazioni 
appena svolte, occorre aggiungere che all'aumentare di H au
l'!l~ntano generalmente sia i costi di elaborazione che quelli rela
tiVI alla raccolta delle informazioni. 

In definitiva, combinando i diversi aspetti illustrati, la soluzio
ne deve essere cercata determinando quel valore W tale che per 
H>H· l'aumento di efficienza, in un'analisi costi-benefici risulta 
improduttivo. • 

Per determinare. sulla base della relazione (8). il numero di 
strati in cui suddividere la popolazione. occorre aver definito i 
limiti degli strati. ossia i relativi estremi inferiori e superiori. 

CAP.13-LASTRATF~ 

Esistono diversi metodi per risolvere tale problema. 
Una prima soluzione è stata data da Dalenius (1957). attra

verso ipotesi sulla distribuzione teorica del carattere oggetto di 
indagine nella popolazione. 

Indicando con H il numero di strati (per il momento. fissato in 
modo arbitrario). i limiti degli stessi vengono trovati minimizzan
do la quantità: 

H 

1: Wh St. (9) 
h .. 1 

in cui Wh = Nh/N e Sh indica la radice quadrata della varianza 
della variabile di stratificazione definita da: 

(10) 

A.tal fine, utilizzando una metodologia ampiamente descritta 
in letteratura, gli strati vengono definiti in modo che la radice 
quadrata della cumulata della distribuzione della variabile di stra
tificazione risulti suddivisa in intervalli di ampiezza costante . 

Indicando con F(X~ la cumulata della distribuzione delle fre
quenze relative della variabile x, il criterio può essere descritto 
attraverso il seguente grafico, in cui H = 3. 

x 
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I tre punti, individuati sull'asse delle ordinate, che soddisfano 
la condizione: 

= y'F(XJ - O = costante 

consentono la determinazione dei punti X" X2 e X3 sulla base 
dei quali risultano definiti i seguenti limiti: 

(O -t X,), (X, -t X~ e (X2 -t XJ 

~ possibile dimostrare che tale criterio ha come conseguenza 
la formazione di strati caratterizzati dall'avere un numero di unità 
decrescente al crescere del valore medio del carattere x nello 
strato. 

Un criterio alternativo, che consente di minimizzare la (9); è 
quello di determinare il limite degli strati, avendo ordinato le uni
tà di U secondo valori crescenti della variabile x, in modo da 
avere: 

(11) 

ossia, in altri termini, imponendo che il totale del carattere di 
stratificazione risulti approssimativamente costante negli H stra
ti. 

L'ampiezza degli strati può essere determinata attraverso il 
rapporto: 

(12) 

PUÒ accadere che, per alcune unità di U, si verifichi che X; ;> li· 
tali unità costituiranno allora strati a sé e saranno pertanto inclu: 
se nel campione con certezza. In letteratura queste sono definite 
"unità auto-rappresentative", 

Il criterio di stratiflC8zione appena illustrato porta general
mente ad attribuire una probabilità di selezione, al variare di H, 
crescente al crescere del carattere di stratificazione; è appunto 
tale proprietà che consente di minimizzare la (9). 
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Infatti, esistendo nella maggior parte dei casi un legame 
diretto tra la variabile di stratificazione e quella oggetto d'indagi
ne e risultando in genere negli strati la variabirrtè di quest'ultima 
crescente al crescere delle modalità della variabile di stratifica
zione, dalla (5) si deduce come la suddetta proprietà consente la 
minimizzazione della (9). 

Infine, riteniamo utile sottolineare che se tra il carattere di 
stratificazione e quello oggetto di indagine dovesse esistere una 
relazione inversa, questo criterio di stratificazione dovrebbe es
sere modificato facendo in modo da selezionare, con probabilità 
maggiore, quelle unità che assumono valori piO piccoli del carat
tere di stratiflcazione: 

Le considerazioni sopra svolte, sotto l'ipotesi di H arbitrario, 
ci forniscono indicazioni sul modo ottimale di formare i limiti 
degli strati. 

Tali indicazioni sono di estrema importanza in quanto con
sentono di definire l'utilizzazione della relazione(S) ai fini della 
effettiva determinazione del numero e dei limiti degli strati stes-
si. . 

Infatti, stabilito un criterio di formazione dei limiti, con riferi
mento ad un numero iniziale di strati HO' e suddividendo la 
popolazione in base a tale criterio si ha la possibilità di calcolare 
la varianza V (~ che compare nelle (S). 

Successivamente, il processo viene iterato per valori di H > Ho 
fino alla determinazione del valore W già precedentemente trat
tato. 

Come abbiamo già sottolineato, nei disegni a due stadi esi
stono due differenti popolaZioni: quella costituita dall'insieme 
delle unità di primo stadio e quella delle unità di secondo stadio. 
è evidente che in tal caso la procedura di stratificazione può 
riguar'diue una dellit due oppure entrambe le popolazioni. 

Si possono avere cost i seguenti casi: 
a) stratificazione delle sole unità di primo stadio; 
b) stratificazione delle sole unità di secondo stadio; 
c) stratiflCazione sia delle unità di primo stadio che di quelle 

di secondo stadio; 
d) stratificazione delle unità di secondo stadio solo in alcune 

unità di primo stadio. 
Owiamente la scelta di una delle tipologie elencate deve 

rispondere a delle particolari situazioni accertate dallo statistico 
che programma l'indagine. 

Nel primo caso, ossia quando la stratificazione riguarda solo 
le unità primarie, i motivi che pOssono giustificare tale scelta 

:.,' sono essenzialmente due: non si dispone di una variabile di stra
. tificazione le cui modalità siano note a livello di unità secondarie; 
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scarsa variabilità del carattere oggetto di indagine all'interno di 
ciascuna unità primaria. . 

Il primo motivo è abbastanza frequente nelle situazioni con~ 
crete; infatti, pur esistendo generalmente informazioni aggrega
te a livello di unità primarie (U.S.L., Comuni, ecc.), spesso risulta 
difficile se non impossibile disporre di informazioni utilizzabili a 
livello di unità secondarie. Per quanto riguarda la seconda moti
vazione è da osservare che talvolta la natura della variabile 
oggetto di indagine è tale che essa tende ad assumere, con rife
rimento alle unità appanenenti alla stessa unità primaria, modali
tà pressoché simili; questo fenomeno compona una scarsa va
riabilità dentro ciascuna unità primaria. In tal caso, la stratifica
zione delle unità secondarie darebbe luogo ad un contributo irri
levante alla riduzione della varianza complessiva dello stimatore, 
risultando, penanto, improduttiva. 

Il fenomeno appana descritto, spesso riscontrabile nelle in
dagini di natura socio-economica, è valuta bile mediante il coeffi
ciente di correlazione intra-classi, rho, già introdotto nel capitolo 
2. 

. Esaminiamo ora il caso, più raro ma pur sempre possibile, in 
CUI conviene adottare la stratificazione delle sole unità seconda
rie. Questo disegno può essere adottato quando la variabilità 
del carattere oggetto di indagine è elevata all'interno delle unità 
primarie e conseguentemente bassa fra le stesse; in tal caso è 
~vidente aUora che una stratificazione delle unità primarie n~n 
risulterebbe efficace ai fini della riduzione della varianza dello sti
matore. 

T aie contributo può scaturire invece dalla stnitificazione delle 
unità secondarie all'interno di ciascuna unità primaria. 

Il fenomeno appena descritto può essere misurato mediante 
il coefficiente di correlazione intra-classi che, nella situazione 
descritta, assume valori negativi. 

Indicando con Va: e V ca la varianza dello stimatore, rispettiva
~ente con riferimento ad un disegno casuale complesso e ad un 
disegno casuale semplice, sulla base della nota relazione: 

Va: = V .. [1 + (ii - 1) rho] (13) 

si ha Vcc.c Vca' Que~~o i'!'plica che d~II'adozione di un disegno a 
due stadi con stratiflcazlone delle unità secondarie si ha il dupli
ce effetto, in termini di riduzione della varianza dello stimatore, 
dovuto sia al processo di stratificazione dentro le unità primarie 
e sia alla stadificazione. 

I casi descritti finora sono delle situazioni estreme' di solito 
invece, si hanno delle situazioni in cui esiste sia unac~na varia: 
bilità del carattere a livello di unità primarie, sia, condizionalmen
te a ciascuna di esse, a livello di unità secondarie. In questo 
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caso, se si dispone delle informazioni necessarie, è consigliabile 
utilizzare la procedura di stratificazione in entrambi gli stadi. ~ da 
sottolineare comunque che non esistono metodi analitici rigoro
si per decidere quale disegno adottare. 

Sùlla base della scomposizione della varianza complessiva 
dello stimatore Vca in termini di varianza di primo stldio VI e di 
secondo stadio V. essendo: 

Vcc=VI+Vu (14) 

si possono tuttavia suggerire alcune soluzioni di larga massima: 
- se VI è approssimativamente uguale a V. allora è opponu

no stratificare sia le unità primarie che quelle secondarie; 
- se, invece, VI è relativamente più elevata di V. conviene 

adottare un disegno che preveda la stratificazione solo per le 
unità primarie e, viceversa, nel caso contrario. 

Per quanto riguarda il caso di, esso può interessare disegni 
che prevedano o meno la stratificazione delle unità primarie. 
Questa tipologia di disegno è consigliabile quando solo dentro 
ad alcune unità primarie esiste una fone variabilità del carattere 
oggetto d'indagine. ~ ovvio, quindi, che soltanto in queste unità 
la stratificazione può risultare vantaggiosa, mentre scarsi guada
gni sono da attendersi per le altre unità primarie. In conclusione, 
si può affermare che il disegno a due (o più) stadi, data la sua 
elevata flessibilità, risulta uno dei disegni maggiormente utilizza
bili nella pratica del campionamento. 

Vediamo ora come determinare il numero ed i limiti degli 
strati in un disegno a due stadi con stratificazione delle unità di 
primo stadio nel caso in cui viene imposto il vincolo di un nume
ro minimo di rilevazioni da effettuare in ciascuna unità primaria 
campione. Lo scopo di tale vincolo è quello di assicurare, ai rile
vatori che si recano presso le unità di primo stadio campionate, 
un congruo numero di rilevazioni e, di conseguenza, un consi
stente compenso che possa fungere da incentivo ad effettuare 
le rilevazioni stesse. Un ulteriore motivo, che giustifica l'imposi
zione di un numero minimo di interviste, è quello di ridurre i 
costi di spostamento dei rilevatori. 

Infatti, se il numero complessivo di rilevazioni è fissato, l'im
posizione del vincolo compona, negli strati in cui le unità prima
rie sono di piccole dimensioni, una diminuzione del numero di 
unità di primo stadio campione. Questo vincolo, inoltre, rende 
facilmente risolvi bile il problema della individuazione del numero 
e dei limiti degli strati in cui suddividere la popolazione delle uni
tà di primo stadio. 

Indicando con s l'insieme delle unità di primo stadio campio
ne e con mi il numero di unità di secondo stadio campione da 
rilevare nella unità di primo stadio i, l'imposizione del vincolo del 
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numero minimo di unità può essere formalizzata nel seguente 
modo: 

m- = min {mJ 
iss (15) 

~ da aggiungere che considerare il disegno che prevede la 
stratificazione delle sole unità di primo stadio non comporta 
alcuna perdita in generalità per il metodo che verrà esposto in 
seguito; tale metodo infatti rimane valido anche se la stratifica
zione è prevista per le unità di entrambi gli stadi. 

Supponiamo che, come variabile di stratificazione venga con
siderato il numero di unità di secondo stadio universo all'intemo 
delle unità di primo stadio. 

Indichiamo inoltre con: 

N 

M= l: MI 
i-1 

(16t 

n 

m= l: mi 
1-1 

rispettivamente l'insieme delle unità di secondo stadio universo 
e campione. Utilizzando la (15) e la (16) viene determinata una 
soglia (che indichiamo con S) che delimita l'ampiezza degli stra~ 
ti, rispettO alla variabile di stratificazione. Tale soglia risulta data' 
da: 

S= 
m 

(17); 

Rimane ora da individuare quali e quante unità primarie van
no a formare i vari strati. A tale fine le N unità, che costituisco
no la popolazine di primo stadio, vengono poste in ordine de-, 
crescente delle modalità MI O = 1, .. ,N) deHa variabile di stratifica
zione. Il primo degli H strati risulta formato da quelle unità per le' 
quali si ha: 

. (18) 

con 
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Per il secondo strato (h = 2) si avra: 

N2 

l:MI>S 
i=N,+1 

e cosI via per gli altri strati. 
In generale, tenendo presente la (17), si può scrivere: 

m-M 
m 

(19) 

(20) 

in cui Mh indica il totale del carattere di stratificazione nel generi
co strato h. 

Dalla (20) si ottiene: 

(21) 

da cui segue che: 

m m-
-->--

M Mh 
(22) 

Ossia l'ampiezza degli strati risulta approssimativamente co
st!lnte con oscillazioni À Mh che verificano la seguente disugua
glianza: 

(23) 

che, owiamente, diminuisce man mano che gli strati compren
dono unità primarie di ampiezza minore (ossia all'aumentare di 
H). 

Tale approssimazione risulta inferiore a quella ottenibile sen
za l'introduzione del vincolo (15) in quanto in tal caso, per il 
generico strato h, questa sarebbe pari a: 

À~ < -.!..[ ~aXMI] 2 IB(h+ 1) (24) 
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j; opportuno inoltre aggiungere che nelle situazioni concrete 
accade in genere che alcune unità primarie hanno un' ampiezza 
MI superiore alla soglia S; ciascuna di tali unità (denominate 
«unità auto-rappresentative») forma strato a sé e quindi viene 
inclusa nel campione con probabilità 1. 

Si dimostra ora che il principio generale di costruire strati di 
uguale ampiezza, in termini di ammontare del carattere di strati
fi~azione. nei quali è costante il numero di unità primarie cam
pione rappresenta, sotto opportune ipotesi, una proprietà otti
male del disegno stratificato (Hansen. Hurwitz e Madow 
1953). • 

.Assumiamo, a tal fine, di avere H strati suddivisi in G gruppi 
all'Interno dei quali la varianza relativa di una stima '9' è costan
te. 

Ind.ichiamo con Zgn la probabilità di inclusione alla prima 
estraZIone associata alla unità primaria i dello strato h apparte
nente al gruppo g (g = 1 •...• G); supponiamo poi che all'interno di 
ogni unità primaria campione siano rilevate tutte le unità secon
darie. 

Sia inoltre Y gIIi il totale dal carattere oggetto d'indagine 
nell'unità primaria i dello strato h incluso nel gruppo g. Una sti
ma del totale del carattere V nella popolazione è data da: 

Y"hl 
Z"hl 

(25) 

in cui ilg indica il numero di unità primarie campione in ciascuno 
degli strati del gruppo g. 

La varianza della stima '9' gh è data da: 

G H 

V ('9'.-,) = l: ~ t Y~h B~h 
9=1 nD h=1 

(26) 

in cui: 

(27) 

B~ = 
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Poiché, per ogni gruppo g, la varianza relativa B~h risulta 
costante, il valor~ di Y"h che minimizza la (26) sarà quel valore 
che minimizza la quantità: 

H 

tY~B~ 
h=1 

sotto il vincolo: 

H 

tYgh=YD 

h .. 1 

(2B) 

(29) 

Applicando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si ha: 

F= (30) 

il minimo della (28), sotto il vincolo (29), si ottiene come solu
zione del sistema: 

aF 

{ 
=0 a Y"h 

aF 
a À. = O 

(31) 

che fornisce Y"h proporzionale a l/B~h; essendo B~h costante 
per ipotesi si deduce che Yah è costante. . 

Poiché la variabile di stratificazione x e quella oggetto di 
indagine V risultano generalmente correlate. pos~ian:'C! a~ermare 
che il criterio di stratificazione che cpnsente di minimizzare la 
(26), sotto le ipotesi sopra elencate, è quello di costruire strati 
di ampiezza approssimativamente costante in termini di ammon
tare del carattere di stratificazione. 
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Supponiamo ora di essere in grado di suddividere la popola
zione oggetto di indagine, sulla base della variabile V (oggetto di 
indagine), in due gruppi: il primo contenente tutte quelle unità 
che presentano valori elevati del carattere (grandi unità); il se
condo comprendente le rimanenti (piccole unità). Nel primo vie
ne effettuata una indagine totale, nel secondo una indagine 
campionaria. 

Poiché la variabile V esprime la dimensione delle unità, l'inclu
sione nel campione delle unità grandi (con probabilità uno) assi
cura la rilevazione di una larga parte dell'ammontare totale del 
carattere oggetto di indagine con un numero relativamente limi
tato di unità campione. 

Il primo problema da affrontare è quello di scegliere una 
modalità Vo del carattere V in base alla quale tutte le unità che 
presentano modalità di V minore di Vo vengono considerate 
«piccole unità». Indichiamo a tal fine, con N il numero di unità 
della popolazione, con n il numero complessivo delle unità cam
pione e con n, il numero delle unità del primo gruppo (grandi 
unità). Il parametro V, totale del carattere V nella popolazione, 
può essere scritto come: 

N 

L VI 

La stima diretta della (32) risulta quindi data da: 

", 
9'= L VI + 

n-n, 
N - n, ~ 

~ Vj=Y, + 9'2 
n - n, i= 1 i= 1 

La varianza della (33) risulta: 

V (9') = 

in cui: 

(N - n,) (N - n) 

n - n, 

N 

S2 
2 

1 L (VI - Y212 
N - n, - 1 

i=", + 1 

(32) 

(33) 

(34) 

(35' 
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(36) 

Dalla (34), ricordando che 82 = V (9')/9'2, segue la relazione: 

(N-n,) (N-n) S2 
2 (37) 

n - n, 

Dalla (37), inoltre, si ricava: 

n(n,) = n, + 
(N - n,)2 S~ 

(38) 

Premesso quanto sopra determiniamo ora il valore V 00 
A tale scopo viene utilizzato un criterio finalizzato alla indivi

duazione di un insieme s = I i : VI < Vo ; i = 1'000 ,N } in modo che, 
fissato un certo livello di precisione della stima, l'ampiezza glo
bale del campione (che qui indichiamo come funzione di n,) 
n (n,) = n2 + n, sia minima. 

Come è noto il minimo si ha quando: 

n (n, - 1) ::::!: n (n,) 

n (n, + 1) ;;:: n (n,) 

(39) 

(40) 

Nella (39), (n, - 1) rappresenta l'ampiezza del gruppo delle 
unità di grandi dimensioni dal quale manca una unità che è stata· 
invece classificata come «piccola»; viceversa per la quantità 
(n, + 1) della (40). Per consentire una maggiore flessibilità 
all'ampiezza campionaria n(n,) viene introdotta, nella (39) e nella 
(40), la quantità (b-1) con b reale arbitrario; avendosi cosi: 

n (n, - 1)- b + 1 > n (n,) 

n (n, + 1) - b - 1 > n (n,) 

(41) 

(42) 

Per procddere al calcolo del valore Vo ottimale, bisogna ordi
,nare le unità della popolazione in senso decrescente di VO Deter
minare allora il valore di V che delimita i due gruppi (in modo tale 
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che la (38' sia minima',. significa individuare una regola di arre
sto ottimale nella costruzione dell'insieme s. 

A questo scopo definiamo le seguenti relazioni (Hidiroglou, 
1979': 

{ Sl ••• - ... Si. + 11.. (9 •• - .... r 
S~, _ , = 0:., sa, - p~, (~n, + , - J.I.n,,2 

dove: 

N 

S2 - ~ (Yi - J.I.n,,2 n,-
N - n,- 1 i";n, + 1 

N 

J.I.n, = ~ Yi 
N - n, i-n,+ 1 

N - n, 
n-n, 

~n, = ~ . Yi 
n - n, i= 1 

0.= N - n, - 1 
p= N - n, 

N - n, N - n, + 1 

0.'= N - n, - 1 
P'= 

N-n, 

N - n, - 2 N - n, - 1 

(43' 

(44' 

(45' 

(46) 

(47) 

(48) 

Sostituendo le (43' e (44' nella (39' ed utilizzando le (4;' e 
(42' si perviene al seguente sistema di disequazioni: 

[ (bN - n - n, b - n,' (N - n,' 
(n - n,) (N - n - b + 1) 

(bN - n - n, b - n,) 

(n - n,' (N - n + b - l' 

. '] +-N-- SI - n, 
(49) 

1 '] +-N-- SI - n, 
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Una soluzione della (49' risulta data da: 

y _ {b(N-n,-1' (b-1' (N-n,' (b-1' (N-n,-2' 
o -1In, + (n-n,' + 2[N-n,-b+1] + 2[N-n+b-1] + 

(50' 
1 b (b - 1) [ N - ", N - ", - 2 ]}% 

+"2 (" - n,) N - ", - b + 1 - N - " + b - 1 

Questa può però non essere unica, per cui possono presen
tarsi problemi di scelta tra soluzioni diverse (Glassar, 1962'. 

La formula (50', come si vede facilmente, non risulta molto 
agevole nei casi concreti; una approssimazione può essere otte
nuta utilizzando i parametri S2, Il, 6 ed Yriferiti all'intera popola
zione invece che alla sub-popolazione delle N - n, unità del 
gruppo s. In questo caso la regola di arresto ottimale, nella for
mazione del gruppo s, prevede che l'inclusione delle unità della 
popolazione oggetto di indagine in s avrà termine quando verrà 
esaminata quella unità con modalità Yo tale che: 

~ stato fin qui ipotizzato che i due gruppi siano stati indivi
duati tramite la stessa variabile oggetto di indagine V ; è eviden
te che in una indagine reale questo non è possibile, per cui il 
limite dei due gruppi dovrà essere determinato sulla base di una 
variabile ausiliaria x, strettamente correlata con queHa oggetto 
di indagine, le cui modalità sono conosciute per tutte le N unità 
della popolazione. Ad esempio, in una indagine sulle aziende 
agricole in cui l'obiettivo dell'indagine è quello di rilevare dati 
sulla produzione in complesso, come variabile ausiliaria' (se di
sponibile' può essere considerata la superficie agricola utilizzata 
di ciascuna azienda. ~ evidente che includendo con probabilità 
uno le aziende di grandi dimensioni (in termini di superficie agri
cola utilizzata) si ha l'eliminazione di una grossa componente di 
variabilità nello stimatore: attraverso la metodologia esposta è 
possibile massimizzare tale riduzione di variabilità. Un ulteriore 
campo di applicazione della metodologia esposta è quello dei 
disegni e due stadi per le indagine sulla popolazione. In tal caso 
la variabile ausiliaria dovrebbe essere la dimensione demografi-

. , ca dei comuni e la metodologia dovrà essere applicata alle unità 
di primo stadio (comuni). 
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Può accadere che le «informazioni disponibililt per stratificare 
una popolazione siano in numero elevato: ossia, la variabile di 
stratificazione x sia una variabile multidimensionale: 

(52) 

Si pone, cosI, il problema di suddividere la popolazione in 
gruppi omogenei utilizzando la (52) in modo ottimale (Cochran, 
1971; Zannella, 1987). . 

A tale fine bisogna sottolineare che i problemi che sorgono 
sono di duplice natura: problemi di calcolo e problemi di nume
rosità campionaria. I due problemi sono legati poiché il· numero 
di streti cresce, a parità del numero di classi (o di modalità), al 
crescere del numero di variabili di stratificazione. 

Il numero di strati H Il ricavabile dalla seguente relazione: 

K 

H= nF. 
1-1 

(53) 

in cui F. indica il numero di classi (o modalità' della i-esima 
variabile di stratificazione. 

La numerosità campionaria minima, che si ottiene nella situa;. 
zione di una sola unità campione per strato, Il owiamente pari 
ad H' nel caso in cui si voglia ottenere una stima corretta della 
varia~za, che comporta la selezione di almeno due unità per 
strato la dimensione camionaria minima Il pari a 2H. 

UtiiizzandO un numero. consistente di variabili di stratificaziq.: 
ne può accadere che la numerosità teorica, determinata sulla 
base di un prefissato livello atteso di. precisi~ ~lIe ~tim~ 
debba essere successivamente aumentata per " verificarsi delle 
due seguenti situazioni:iJ 

_ l'allOcazione d~i.campione complessivo negli strati può co~ 
portare che. in alcuni di questi, il numero di unità da campiÒii 
nare sia inferiore ad uno, mentre per la determinazione del!, 
stime Il necessariò avere almeno un'unità campione per st .... 
to; .. ....) 

_ l'allocazione del campione complessivo negli.strati può co~ 
portare che, in alcuni di questi, il numero di unità dacamplCt 
nare sia inferiore a due, mentre l'esigenza di avere una stim. 
corretta detla varianza richiede che, in ogni strato, le uniti 
selezionate siano alnieno due. 

Il presentarsi dell'una o dell'altra circostanza comporta cher~ 
numerosità effettiva supera quella teorica. L'incremento Il tanto 
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maggiore quanto pia elevato Il il numero di strati. Questo è, in 
genere, tanto piO elevato quanto maggiore è il numero dalle 
variabili di stratlficazione e quanto pii) elevato è il numero di 
modalità delle stesse. 

D'altra parte un numero di strati elevato, come si evince dal
Ia relazione (8), non porta alcun contributo aggiuntivo apprezza-
bile alla diminuzione della varianza campionaria. . 

Un metodo che Il possibile adottare in tal caso Il quello di 
scegliere come variabili di stratificazione solo quelle maggior
mente correlate con le variabiO oggetto d'indagine. 

Alcuni studiosi (Kish e Anderson, 1978), in determinate si
tuazioni, suggeriscono un metodo basato sulla determinazione 
di nuove variabili (da utilizzare poi per la stratificazione' espresse 
come combinazioni lineari delle variabili di stratiflCazione origina
rie. 

Ai fini della costruzione degli strati, tra queste nuove variabi
li, denominate «componenti principalilt, si scelgono quelle che 
rappresentano una quota elevata della variabilità dei caratteri di 
stratificazione stessi. 

Un altro caso, molto frequenta nell'ambito delle indagini 
campionarie su larga scala, Il quello dell'indagine cmultiscopolt, 
che ha la finalità di fornire informazioni su un numero elevato di 
variabili. 

Per tali indagini, le variabili di stratificazione possono risultare 
efficaci per alcuni caratteri e non esserlo (od essere addirittura 
dannose' per altri. La scelta delle variabili di stratificazione, 
anche in questo caso, deve essere effettuata in modo che esse 
risultino correlate con la maggior parte dei caratteri oggetto di 
indagine od almeno con quelli pia importanti rispetto agli obietti
vi dell'indagine stessa. 

L'obiettivo fondamentale del disegno di campionamento 
stratificato come abbiamo pia volte sottolineato, Il quello di 
aumentare, a parità di tutte le altre condizioni~ l'efficienza dello 
stimatore. Non sempre, comunque, per motivi di diversa natura, 
tale disegno raggiunge pienamente il suo scopo; da qui la ne
cessità di valUtare, volta· per volta, rispetto ad una determianta 
stratificàziorie, l'effetto che essa ha avuto sulla varianza. 

Una misura di tale effetto è data dal rapporto tre la· varianza 
del campionè stratificato (utilizzato per l'indagine effettiva) e 
quella di un Opotetico' simile campione senza stratiflCazione. 

Indicando con V. e VI rispettivamente la varianza della stima 
del disegno stratificato e quella del disegno non stratificato, una 
misura dell'effetto della stratificazione è data da: 

(54) 
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I problemi sorgono quando si procede al calcolo di una stima 
della (54) in conseguenza del fatto che V cl viene stimata utiliz
zando i dati campionari provenienti dal disegno stratificato e 
non, come sarebbe invece corretto, i dati derivanti da un cam
pione casuale semplice di pari numerosità. 

La strada più semplice per ottenere una stima di V cl è quella 
basata sull'utilizzazione delle informazioni disponibili trascurando 
che le stesse derivano da un disegno stratificato. 

In termini analitici nel caso particolare di un disegno ad uno 
stadio stratificato ciò comporta l'uso della formula (8) del capi
tolo 10, mediante la quale si perviene però ad una stima distor
ta di V,. 

Una soluzione, statisticamente valida, che consente di otte
nere una stima corretta di V, è fornita dall'espressione (Co
chran, 1977): 

H H 

9. = N(N-n)[~Nh~ ] 
(N 1) ~ ~ y2hi - '9'. + 9. 

n - h= 1 nh i= 1 
(55) 

in cui '9'. indica la stima direttI} ottenuta con il campionamento 
ad uno stadio stratificato e V. la corrispondente stima della 
varianza campionaria, espressa dalla (20) del capitolo 10. 

Svolgiamo ora qualche considerazione sul calcolo dell' effetto 
della stratificazione nei disegni a due stadi. 

Come si è avuto modo di accennare in precedenza, nei dise
gni a due stadi, la procedura di stratificazione può riguardare 
entrambe oppure una sola delle due. popolazioni (di primo 8 
secondo stadio).che sono oggetto di campionamento. ~ eviden
te C~8 .Ie considerazioni sulle metodologie di costruzione degli 
strati nmangono valide e possono essere indipendentemente 
applicate sia sulle sole unità di primo o di secondo stadio che Su 
entrambe. . 

Quello che risulta invece modificato è il procedimento di sti
~a dell'effetto della stratificazione sulla varianza degli stimato
rI. 

Quando la procedura di stratificazione riguarda solo il secon
do stadio, l'effetto della stratificazione può essere calcolato, per 
ciascuna unità di primo stadio campione, allo stesso modo di un 
disegno a~ uno stadio stratificato utilizzando le (55). Per quanto 
concerne Il caso del disegno a due stadi, in cui la costruzione 
degli strati sia prevista per le sole unità di primo stadio, il calco
lo dell'effetto della stratificazione viene effettuato utilizzando 
formule diverse rispetto a· quelle di un disegno ad uno stadio, 
stratificato .. Ricordiamo che il problema del calcolo (e quindi del-
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la stima) dell'effetto della litratificazione risiede nel calcolo della 
varianza dello stimatore relativo ali' analogo disegno senza stra
tificazione utilizzando i dati campionari relativi al disegno stratifi
cato. 

Con E: viene indicato l'effetto della stratificazione, con V: la 
varianza complessiva, in presenza di un disegno a due stadi con 
stratificazione delle unità di primo stadio, e con V; la varianza in 
un analogo disegno senza stratificazione. 

Si ha: 

(56) 

ovviamente una stima della (56) si ottiene sostituendovi la stima 
di V: e V;. Per quanto riguarda V: viene utilizzata la formula già 
indicata nel capitolo 10 del presente volume; per V; questa può 
essere calcolata attraverso la seguente formula (Russo, 1985; 
Russo, 1986 b): 

(57) 

Si può dimostrare che una stima corretta della (57) risulta data 
da (Russo, 1986 b): 

H ~ H ~ 
~. 1 [~ Vh ~ y~ ~ ~] 
V. = - ~ -- (nh - 1) + ~ --- y2 + V (58) 

n h=1 Ph h-1 Ph 

Infine, una stima dell'effetto stratificazione risulta espressa dal 
rapportp: 

9: 
~: = 9; 
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CAPITOLO 14 - DETERM.INAZIONE DELLA DIMENSIONE 
DEL CAMPIONE 

Nei precedenti Capitoli10,,11.e 12 abbiamo definito le Introduzione 
espressionidellavarianza campionaria. necessarie sia.per valuta-
re probabilisticamenteilJivello di,precisione delle varie stime 
considerate nei CapitOli 6, 8 .e 9, sia per !om:'lulare.in maniera 
razionale i piani di campionamento considerati nel presente vo-
lume. ........ ....... ... . 

L'iUust"azione dellastl}lttura.formale cfi)aliespressioni ha 
messo in luce che la varianza di una stima dipende anche dalla 
dimensione. campionada'pompleSsiVa.(nelcaso di .campiona
mento casuale semplice) e dalle dimensioni dei campioni dei sin
golistrati (nel caso dicampionistratificatt). 

In tutte le considerszionisvolte era tacita l'ipotesi che le sud
d~ttedimenSioni campionarie fossero quantità arbitrarie, anche 
se di .. entità .inferioria~u~IIedeliecorrispondenti . popolazioni. 

Nel Capitolo 3 abbiamo, altresl.sottollneato che, una volta 
calcolata la varianza, àpossibilàdeterminare l'errore di campio
namento (assoluto e relativo) e l'intervallo di confidenza, che 
costituiscono ulteriori elementi obiettivi di giudizio circa l'atten
dibilità delle stime fornite da un'indagine campionaria. • 

Ora. nel. caso di indagini . concrete. non~infrequente che tale 
giudizio· sia/negativo~nelsens0che.gli.intervelli,di. confidenza 
sono.eccessi"amentegrandi. e cHele . stime ottenute .. ' risultano 
molto imprecise; in tal caso •• s.i sàrebbero spesi tempo e danaro 
per ottenere risultati di . scarsa attendibilità .e quindi inutilizzabili 
ai fini pratipi:., . .... . ....•.•.. ,' '.' ." ...... .<' 

Per, cautelar.si ,con1roitriscHio drottenere~l!Id. indàgine effet, 
tuata,lJn'lImpi~zza trop~ grande degli intervalli. di. confidenza . à 
riecessariofissare in anticipo)'erroremassimq di. ~amJ)Ìonamen
toche' sià,disposti a,tolleraràe' determinare. conseguentemente 
unadimànsione.del,.~mpionesUfficienteme"t.elevata . perché 
detto errorè non venga superato. A tale scopo, come vedremo 
in dettaglio nel prosieguo. è l'Iecessariori,:o.rrer.all'.impiegodel~ 
la varianzacamr>iona~a,corrisporidentealdisegno ... di campiona
mento (àd unostadiostratificato, a due stadi, ecc.) e al procèdi
mentodi.stil1la(metOc:lOdirett.O,metodo del ... rapporto, ecc.) che 
si. voglionC).a~ott~per J.arealizz/izionedell'indaginè· e. per. la 
. determi~azionàdellestime delle caratteristiche della popolaZio-
ne oggetto di studio. .' .. ,'.', ..•..... ' •. ', i, .....•...•.......•....• '. . .' 

Nei paragrafi ··.che.seguono, limitatamente ai .disegni di cam-
pionamento .considerìrti,jllu,str~mo.i. criteri .comunement~ se
guiti .• perJa'deterOlinllz'one .... ,della .•.. dimeflsione complessiva .. del 

<R'l •• ,.campionè e per la ripartiiione di tàle .dimensione nei singOli stra-
P'ti. . . 
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L'illustrazione, per maggiore semplicità, sarà svolta con rife
rimento al caso fondamentale della stima diretta del totale V d,I 
carattere y oggetto d'indagine; tuttavia, i risultati e le dimostra
zioni relativi a tale tipo di stima sono pi~ che sufficienti per com
prendere lo spirito e le tecniche di determinezione della dimen
sione del campione sia negli altri casi particolari di stima prece
dentemente trattati, sia . per affrontare e risolvere gli altri casi di 
cui non ci siamo occupati. 

Immaginiamo di aver estratto, sanza reimmissione e con pro
babilità uguali, un campione di ampiezza n da una popolazione 
c()stituita da N unità. 

Supponiamo ancora di voler stimare il totale V del generico 
carattere y oggetto d'indagine, definito da: 

N 

V= 1: VI (1) 
i=1 

in cui VI indica il valore del carattere y relativo all'unità i. 
La stima diretta del totale V è fornita dall'espressione: 

N n 

~=-1: VI 
n i.1 

(2) 

che verifica la relazione: 

(3) 

cioè: il valore medio, nell'universo dei campioni, di tutta le pos
sibili stime del totale V, ottenibili per mezzo di un campione di 
determinata ampiezza n, coincide con il totale V. 

Inoltre, la varianza della stima ~ è espressa da: 

N-n S2. 
V(~)=N2 ---

N n 

in cui: 

1 N 

S2= --1: (VI - \,)2 
N - 1 i- 1 

(4) 

(5) 

':.' 

:.'",.'. 
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(6) 

Dalla (4) si ricavano poi l'errore campionario assoluto e l'er
rore campionario relativo definiti, rispettivamente, dalle relazio
ni: 

a(~)= ~ (7) 

e 
a (~) 

8(~)= -
V 

(8) 

L'errore a (~), come è stato già illustrato, misura la variabili
tà, rispetto alla propria media V = E (~), della distribuzione delle 
stime ~ l' ~ 2' .. "' ~ k' ... ottenibili da tutti i possibili campioni di 
ampiezza n estraibili dalla popolazione di dimensione N (Gro
sbras, 1987). 

L'importanza dell'errore a (~ sta soprattutto nella constata
zione che, sotto ipotesi assai generali e abbastanza verosimili 
nella maggior parte delle indagini concrete, si può affermare che 
su 1.000 stime, relative pertanto a 1.000 campioni fatti tutti 
nelle stesse condizioni, circa 683 danno lu0.9o a una stima il cui 
errore, in valore assoluto, non supera a (Y), circa 954 danno 
luoio ad una stima il cui errore, in valore assoluto, non supera 2 
a (Y), ed, infine, 997 danno luogo ad una stima il cui errore, in 
valore assoluto, non supera 3 a (~). 

In partiCOlare, oltn~ il 95% delle stime campionarie ~k cade in 
un intervallo, intorno al parametro oggetto di stima V, definito 
da: . 

[V - 2 a ~, V + 2 a (9')] (9) 

In àltri termini, 2 a (~ delimita un intervallo, noto con il 
nome di "intervallo di fiducia", nel quale, nella maggior parte dei 
casi concreti, cade con probabilità non inferiore a 0,95 la stima 
campionaria 9'; ossia, 2 a (~) segna un limite massimo, in senso 
assoluto, all'errore di stima, che è da ritenere non superato nel 
95% dei casi (Singh e Chaudhary, 1986). 

Ma l'espressione (4) può vedersi anche sotto altro aspetto 
molto interessante in pratica. Dalla (4), infatti, si evince una rela
zione inversa tra la varianza V (~) e la dimensione del campione: 
in altri termini, per una data popolazione, la varianza V (~) è tan
to pill piccola quanto pill grande è la dimensione del campione, 
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fino ad annullarsi per n = N. Quest'ultimo fatto è molto impor
tante perché, quando si può scegliere a piacere la dimensione 
campionaria, conviene senz' altro scegliere n in modo che il mar
gine di errore e quindi la varianza campionaria risultino il pii) 
possibile piccoli. 

In questo secondo caso, ossia quando si è liberi di far variare 
n, si usa parlare di "errore ammesso" e lo si indica con il sim
bolo 28: esso rappresenta, pertanto, l'errore massimo in senso 
assoluto che si è disposti a tollerare nel 95% dei casi. 

Dall'essere: 

segue: 

0 2 ('9') s ez 

e quindi, tenendo presente la (4), la (11) diviene: 

N-n 

N 

S2 
--sez 

n 

(10) 

( 11) 

(12) 

Risolvendo quest'ultima relazione rispetto ad n si ottiene la dis&
guaglianza: 

N2 S2 
n~ 

(13) 

a cui deve soddisfare la numerosità n del campione in base 
all'errore ammesSO 2 8. 

Circa poi il modo di fissare l'errore massimo 28 si usa com
misurare tale errore ad una percentuale in relazione al livello di 
precisione che si assegna alla stima; in altre~ parole, se commi
suriamo l'errore 28 ad una percentuale 2 8 (Y) del parametro da 
stimare Y, ossia (De Lucia. 1958): 

28=28('9')Y 

si ha: 

ez = 82 ('9') y2 

Introducendo la (15) nella (13) segue quindi: 

N2 S2 
n~ ----~---~-82 ('9') y2 + N S2 

(14) 

(15) 

(16) 
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Come può osservarsi dalla (16), la richiesta dimensione cam
~ionaria: che g~r.antisce un errore non superiore ad 2 8 ('9') al 
livello di probabilità P = 95%, può essere determinata purché si 
conoscano la varianza S2 ed il totale Y. 

Il problema viene generalmente risolto utilizzando una stima 
di S2 e di Y ottenuta da una precedente indagine. 

In mancanza di tali informazioni è necessario ricorrere ad 
un'indagine pilota su un campione preliminare relativamente pic
colo, al solo scopo di ricavare una stima di 52 e Y. 

Supponiamo ora, tanto per svolgere un esempio, che si vo
glia effettuare un'indagine campionaria per stimare il reddito 
totale Y di una popolazione di 10.000 unità, in modo che l'erro
re ammesso, allivello di probabilità P = 95%, sia pari al 5% del 
reddito totale della popolazione in oggetto, cioè: 

28=0,05 Y (17) 

Supponiamo inoltre di conoscere, da una indagine preceden
te, una stima di Y, uguale a 10.000.000 di lire e una stima di S2, 
uguale a 900.000 lire. 

Dalla (17), tenendo presente la (15), segue che 8 ('9') = 
0,05/2 = 0,025; applicando poi la (16) si ricava: 

10.00Q2 • 900.000 
n ~ = 1.440 (18) 

0,0252 • 10.000.00Q2 + 10.000 • 900.000 

Nel precedente Capitolo 10 abbiamo illustrato l'espressione 
della varianza campionaria della stima '9' del totale Y, che ritenia
mo tuttavia utile riscrivere: 

H 

V ('9') = l: N2 Nh - nh S2 __ h_ (19) h Nh h=1 nh 

in cui: 

H· "" '9'= l: Nh l: YIII (20) 
h=1 

nh i= 1 
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rappresenta una stima corretta di: 

H Nh 

Y = L L Ytj (21) 

h.' i=' 

. Ricordiamo ancora che la (19) si riferisce al caso in cui le nh 
u~ltà vengono estratte con probabilità uguale e senza r&immis
slone. 

Ciò ~remesso, ~alla relazione (19) discende che per una data 
popolazione la vananza V (V) varia sia in funzione della dimen
sion~ c~mples:»iva del campione n e sia, per un assegnato valo
re di n, In ~~nzlone delle numerosità nl, .... , nh, .... , nH, vincolate 
d~lIa condizione ~he la loro somma risulti uguale ad n. Sotto tale 
~Incolo, le quantità n1, •••• , nh, .... , nH, possono prendersi in mol
ti modi differenti a cui corrispondono valori diversi di V (V). 

~ra questi vari modi di fissare le dimensioni campionarie 
degli H strati, due sono i più comunemente usati (Pompilj 
195~. ' 

Il primo è basato sul criterio di prelevare da ciascuno strato 
la stessa percentuale di elementi, sicché il numero di elementi 
sc~lti .risulta proporzionale alla numerosità Nh di ciascuno strato 
(cnt~rlO proporzionale); l'altro è basato sul criterio di prelevare 
da ciascuno strato una percentuale variabile di elementi in modo 
da otten~re il minimo valore di V(V) (criterio di Neyman). 

illustriamo, in primo luogo, il criterio proporzionale (De Lucia 
1958). ' 

Supponiamo per un momento che la dimensione campionaria 
complessiva n sia assegnata. 

Secondo questo criterio il numero complessivo n, con. cui 
formare. il campione stratificato, viene ripartito tra i vari strati in 
p~oporzlone alla numerosità di ciascuno strato; deve risultare 
Cioè: 

n1 nh nH 
~= .......... =~= .......... =~ 

dalla quale segue che: 

Nh 
nh = --N- n (h = 1, ..... ,H) 

(22) 

(23) 

CAP. 104· DETERMINAZIONE DEllA DIMENSIONE DEl CAMPIONE 

con: 

ed (24) 

In tal modo si viene a dare maggiore importanza agli strati 
aventi dimensione più elevata, prescindendo pertanto dalla va
riabilità di ciascuno strato. 

Inserendo la relazione (23) nella (19) e nella (20) si ottiene: 

H 

V (V) = ~ (1 - ~) L Nh S~ 
n N h=' 

(25) 

(26) 

da cui si vede che, al crescere di n, la varianza V(V) descre
sce annullandosi per n = N. 

Tutto ciò, per l'ipotesi sopra introdotta, presuppone la cono
scenza della numerosità totale del campione n. 

Supponiamo ora di voler ottenere una stima del totale Y 
definito dalla (21), mediante una rilevazione campionaria basat~ 
su un disegno ad uno stadio stratificato e sul metodo diretto di 
stima, espresso dalla (20). 

Supponiamo, inoltre, di voler determinare la dimensione 
complessiva del campione, avendo stabilito di procedere alla 
formazione del campione secondo il criterio proporzionale. 

Utilizzando la relazione (25) e fissato l'errore massimo 2 8 
(al livello di probabilità P = 95%) che si è disposti a tollerare nel
la stima di Y, si ha: 

(27) 

da cui segue: 

(28) 
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che per la (25) può scriversi nella forma equivalente: 

H 

L Nh S~::: 92 
h=1 

N n 
-(1--) 

n N 
(29) 

da cui si ricava che la dimensione complessiva del campione 
stratificato deve soddisfare alla disuguaglianza: 

H 

N LNhS~ 
h .. 1 

n > (30) 
H 

92+LNhS~ 
h=1 

La dimensione del campione relativa al generico strato h si 
ottiene poi mediante la relazione (23). 

Passiamo ora a descrivere il criterio di Neyman (Grigoletto, 
1976). 

Secondo questo criterio si tende a definire le numerosità 
n" •.. , nh, ... , nH in modo da minimizzare la varianza campionaria 
espressa dalla (19); anche in questo ca~o supporre":,o, per ~n 
momento, che la dimensione complessiva del campione n sia 
assegnata. 

Si deve cioè minimizzare la funzione: 

H 

V~= LN~ 
h=1 

intesa come funzione delle variabili n" .... , nh' .... , nH, sotto il 
vincolo: 

(31) 

Ora è possibile dimostrare (Castellano ~~ Herzel, 1981) ch~ il 
minimo valore di V(V") rispetto alle variabili n" ... , nh'· .. ' nH, VlO-

':'-'3,iLt,(" 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DEllA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

colate dalla condizione (31) e per un assegnato valore di n, si 
ottiene per: 

Nh Sh 
nh = n -H---"---"'--

L Nh Sh 
h=1 

(32) 

~ questa la formula che dà la ripartizione di Neyman della 
numerositè campionaria n tra gli strati; secondo tale criterio, 
quindi, si tiene conto non soltanto del numero delle unità Nh' ma 
anche della diversa variabilità espressa dagli scani ~: ciò equi
vale, in pratica, a prendere più unità negli strati in cui la variabili
tà è elevata che non in quelli in cui la variabilità è contenuta. 

Sei' espressione fornita dalla (32) per nh viene utilizzata nella 
(19), si ha che la varian::a V(V") può riscriversi nella forma equi
valente: 

H H 

V (V") =~ ( L Nh Sh r - L Nh S~ 
n h=1 h-t 

(33) 

Utilizzando tale relazione è poi possibile determinare la di
mensione n in funzione dell'errore massimo ammesso nella sti
ma di Y (Russo e Falorsi, 1989). 

Supponiamo, infatti, di voler determinare la numerosità n di 
un campione, avendo stabilito di procedere alla formazione del 
campione secondo il criterio di Neyman. Indicando con 2 91'er
rare massimo ammesso, allivello di probabilità P = 95%, nella 
stima di Y, si ha: 

(34) 

da cùi si ricava che la dimensione n del campione deve soddi
sfare alla disuguaglianza: 

H 

(~ NhSh r 
(35) 

n2: 
H 

(:)2 + L Nh S~ 
h=1 
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Una volta determinata la dimensione n. si ottiene la dimen
sione del campione per ciascuno degli strati 1 •...• h •...• H. per 
mezzo della (32). 

Riteniamo utile aggiungere che. talvolta. nell'ambito di que
sto secondo criterio. si definiscono le dimensioni n, •...• nh •...• nH 
ancora in modo da minimizzare la varianza della stima (j. 
espressa dalla (19). ma non più considerando il vincolo dato da 
una fissata numerosità totale del campione bens) avendo fisso 
un costo totale C per la rilevazione; tale criterio. (noto con il 
nome di criterio ottima/e). li opponuno quando il costo unitario 
d! rilevazione varia notevolmente tra i vari strati (Droesbeke. 
Flchet e Tassi. 1987). 

Indicando con ~ il costo dovuto alla rilevazione di una unità 
nello strato h. il vincolo li dunque espresso da: 

H 

C = 1: ch nh (36) 
h.t 

~ possibile dimostrare che, sotto il vincolo (36), il minimo 
della varianza V('9'), definita dalla (19). si ottiene (Castellano ed 
Herzel, 1981) per: 

Nh Sh 

(h = 1 •...• H) (37) 

La (37) suggerisce la regola di assegnare valori di ~ più 
grandi a quegli strati con più alta variabilità. a costi unitari più 
bassi e di dimensione più elevata. 

Il confronto della (37) con la (32) mette in rilievo che. a parità 
di n, la composizione del campione ottimo non li quella del cam
pione a varianza minima (o di Neyman). se le Ch non sono tutte 
uguali; se invece i costi Ch sono costanti segue immediatamente 
che la (37) si semplifica divenendo uguale alla (32). 

Inoltre. sfruttando la (37), poiché il costo totale C li fissato. 
potrà porsi: 

H H 

1: n 1: Nh Sh yf;; = C ch nh = 
H (38) 

h.t 

1: Nh Sh h=1 

\Tc: h.t 

CAP. t4 - DETERMINAZIONE DELLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

da cui si ricava la relazione: 

(39) 

mediante la quale li possibile determinare la dimensione n del 
campione complessivo, che introdotta nell~ (37) consente il cal
colo delle dimensioni nh (h = 1 •....• Hl. 

Se si introduce poi la (37) nell'espressione (19). si ricava che 
V('9') può riscriverai nella forma: 

H H H 

V('9')=~ (1: NhSh yf;;) (1: 
h-l h= 1 

NhSh )-1: Nh~ (40) 
yf;; h ... 1 

~ utile osservare che del criterio appena descritto esiste 
anche una seconda formulazione finalizzata alla determinazione 
delle numerosità n, •...• nh •...• nH che rendono minimo il costo 
toti!le C per un pretissato valore 9 dell'errore di campionamento 
Cl (Y). 

In concreto può forse ritenersi più realistica la prima formula
zione in cui si ritiene prefissato il costo totale. Le trattazioni ana
litiche dei due problemi sono. in ogni caso. strettamente colle
gate ed li possibile svilupparle in gran pane in modo unitario. 
nel senso che li agevole trovare con pochi passaggi aggiuntivi la 
soluzione sia per l'una che per l'altra delle formulazioni (Castella
no ed Herzel. 1981). 

~ possibile dimostrare che la dimensione n del campione 
complessivo che risolve il problema della minimizzazione del. 
costo C.. sotto la condizione che l'errore di campionamento 
abbia il valore prefissato 9, li fornita dall'espressione: 

H H 

( 1: Nh ~ yf;; ) (~ Nh Sh ) 
h=l yf;; 

n~ 
H 

(41) 

92+ 1: NhS~ 
h.t 
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Partendo da questa relazi0ci8 si dimostra anche che la fonnu
la che dà la ripartizione ottimale della numerosità n tra gli strati è 
la (37) definita nell'ambito della prima fonnulazione. 

Prima di concludere l'illustrazione della problematica in es .. 
me riteniamo opportuno aggiungere le tre seguenti considera
zioni. 

La prima riguarda il fatto che, per attuare i criteri di ripartizio
ne della numerosità campionaria n o di determinazione di 
quest'ultima, occorre conoscere, oltre naturalmente ai costi <1" 
gli scarti quadratici medi degli strati. ~u!3sti, ~Imeno in fo!",~ 
approssimata, possono essere ConOSCiuti mediante un prelimi
nare campione pilota o attraverso l'utilizzazione delle infonna
zioni desumibin da precedenti indagini. 

La seconda conceme la circostanza che, nella generalità dei 
casi concreti, l'utilizzazione delle (32), (35), (37), (39) e (41) vie
ne attuata fissando l'errore 2 9 uguale ad una percentuale 
2 8 (<l) del parametro da stimare V, ossia ponendo 29= 2.8 ('9') Y; 
in queste situazioni, pertanto, occorre conoscere una stima del 
parametro V. 

La terza, infine, concerne il caso in cui le fonnule (32) e (37) 
possono indicare di assegnare ad uno strato una dimensione nh 
supariore alla dimensione Nh dello strato stesso. In questa circo
stanza' si ricalcOla la numerosltà campionaria degli altri strati 
escludendo lo strato da selezionare esaustivamente. 

La finalità di un processo di stratificazione, come abbiamq 
già avuto occasione di dir, (~apitolo 13), .è qu.el!a di aume~are 
la rappresentatività del ~arfiPlone, vale ~ dire .dl ndurre ~a va~a~~ 
za campionaria delle stime oggetto d Indagine, a parità di di
mensione del campione. 

Abbiamo poi appana visto che detta varianza è definita da 
espressioni con struttura fonnale diversa a seconda del criterio 
usato per la ripartizione della numerosità complessiva n, negli 
strati in cLilla popolazione è suddivisa. . 

Ci proponiamo, ora, di esami~are .l'azio~e eserclt~a dall~ 
stratificazione sulla varianza camplonana, derivante dal due Cri
teri di ripartizione: proporzionale e di Neyman. 

Peraltro, potendo far rientrare tra i diversi c~iteri d~ formazio
ne del campione anche quello relativo al caso di campione senza 
stratificazione verremo a confrontare tra loro non solo i due cri
teri di ripartizi~ne appena cltat!, ma anche ciascuno di essi con il 
campionamento casuale semplic,",... . 

Confrontiamo, in primo luogo. il campionamento stratificato 
proporzionale con quello casuale semplice (Vamane. 1967). 

Le espressioni da porre a confronto sono la (19) e la (25) 
che riteniamo tuttavia utile riscrivere: ' 

N - n sa 
-N-n (42) 

(43) 

nelle quali abbiamo introdotto i simboli <l .. e <l p par distinguere 
con maggiore chiarezza la stima diretta relativa al campiona
mento casuale semplice e la stima diretta ottenuta con il cam
pionamento stratificato proporzionale. 

Consideriamo ora la nota identità: 

H H 
sa = . _,_ ~ (~ - 1) SI + 

N-1 h =1 

1 ~ __ 
-- ~ ~ (Vh - v)a (44) 
N-1 h.1 

Quando N » 1 e Nh » 1 la (44) può porsi nella forma: 

H H 

sa = _,_ ~ ~ s= + 2.. ~ Nh fYh _ v)a 
N h= 1 . N ho.1 

(45) 

Introducendo poi la (45) nella (42) si deduce: 

e tenendo presente la (43) si ricava immediatamente che:. 

(47) 

.' Da tale risultato si deduce pertanto che se la popolazione è 
ripartita in piO strati ed il campione è formato secondo il criterio 
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proporzionale, ai ottiene una varianza generalmeme minore di 
quella che ai otterrebbe con il campionamemo casuale semplice 
e tanto pili piccola quanto maggiore è la variabilità tra le medie 
'9 h dei aingoli strati. Conseguememente, una riduzione di v(i' J 
si ottiene esaltando il secondo addendo figurante a secondo 
mem~~o della (47),. o~sia ripanendo la popolazione in strati il pili 
possibile omogenei riSpetto alla variabile oggetto di studio y. 

Per ~uanto rig~rda il confronto tra i due criteri di ripanizione 
proporzionale e di Neyman è opponuno in primo luogo riscrivere 
la (43) nella forma: 

(48) 

Aggiungendo e sottraendo nella (48) la quantità: 

H 

n (l:~s..f 
h=1 

(49) 

segue immediatamente che la (48) può riscriversi come: 

N H H 

V ('9,J=V ('9,.) + n [~NhS~- ~ (~Nhs.. f](50) 

nella .quale abbi.amo introdotto il simbolo '9 N per indicare la sti
ma diretta relativa al campionamento stratificato secondo Ney
mano Ponendo ancora: 

(51) 

segue che la (50) può porsi nella forma: 

H 

V ('9,,) = V (i',.) + N 1: Nh (5., - 5)2 
n h= 1 

(52) 

dalla quale ai deduce che, se il campione è formato secondo il 
criterio di Neyman, si ottiene una varianza generalmente minore 
di quella che si otterrebbe éOn il campione proporzionale, e tan
to pili piccola quanto maggiore risulta la varianza tra gli acani 
quadratici medi. 

Infine, il confronto tra il campione formato secondo il criterio 
di Neyman ed il campione semplice è immediato. 

Infatti sostituendo la (52) nella (47) si ha: 

[ N - n 
V ('9.J=v(i',.)+ 

n 

H 

1: Nh f{h - y)2 + 
h=1 

(53) 

La' (53) suggerisce che se il campione è formato 8econdo il 
criterio di Neyman si ottiene una varianza minore di quella che si 
otterrebbe con il campione semplice,' e tanto pili piccola quanto 
maggiore risultano sia la varianza. tra le medie dei singoli strati 
sia la varianza tra gli scani quadratici medi. 

In un disegno di campionamento a due ~tadi, con stratifica
zione allivello delle unità primarie, la logica di base per il calcolo 
della dimensione campionaria è analoga a quella che govema 
l'allocazione ottimale in un disegno di campionamento aduno 
stadio stratificato. 

\I problema, cioè, si può porre nei seguenti modi alternativi' 
(Sukhatme e Sukhatme, 1970): 
a) dèterminare la dimensione del campione che, per un presta

bilito valore del costo totale dell'indagine, rende minima la 
varianza di campionamento della stima '9'; 

b) determinare la dimensione del campione che, per. un presta
bilito valore della varianza di campionamento della stima '9, 
rende minimo il costo totale deH'indagine. 
Per quanto riguarda il costo totale, nelle diverse fasi di u.n'in

dagine campionaria, si sostengono spese di vario genere classi
ficabili nel modo segueme: 
- spese generali, indipendenti dalle modalità di estrazione e 

dalla' dimensione del campione; 
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spese dipendenti dal numero di unità primarie incluse nel 
campione; 

- spes~ dipendenti dal numero di unità secondarie incluse nel 
campione. 
Le. spese generali riducono semplicemente la disponibilità 

finan~laria; le a~ spese sono generalmente proporzionali ri
spettivamente al numeri di unità di primo e di secondo stadio 
incluse nel campione. 

Pertanto, indicando con Co l'insieme delle spese generali, con 
C1h, e . c2h ~spe~ivam.ent! i. costi di inclusione nel campione di 
un unità pnmana e di un unità secondaria nello strato h, il costo 
totale C dell'indagine può definirsi nel modo seguente: 

H H"" 

C = Co + 1: Clh nh + 1: C2h 1: mH (54) 
h_1 h.1 i=1 

Os~erviamo che in alcune indagini può esistere un costo di 
trasferl~ento dall'una all'altra unità primaria che non è sempre 
agevole Inglobare nel costo Clh; in tali casi si richiede lo studio di 
funzioni di costo pill generali della (54) (Hansen, Hurwitz e Ma
dow, 1953). 

Per quento concerne la definizione de/l'espressione della va
rianza di campionamento da utilizzare ai fini del nostro studio 
bisogna evident~n:'ente definir! gli obiettivi dell'indagine e preci
sare le caratteristiche generali della strategia campionaria me
diante la quale ottenere gli obiettivi stessi. 

A tal fine, supponiamo che l'obiettivo della indagine sia l'ot
tenimento di una stima del totale del carattere Y. definito da: 

H .... M". 
Y = 1: 1: ~ Y", (55) 

h-1 1=1 j_1 

~uPp?~iamò inolt~!' c~ per !'effettuazione dell'indagine si sia 
decIso di ncorrere ali Impiego di un campione a due stadi. strati
ficato al primo stadio. con selezione sia delle unità primarie che 
di quelle secondarie secondO un meccanismo probabilistico del 
tipo: senza reimmissione con probabilità uguali. 

Immaginiamo ancora che per la determinazione di una stima 
del totale Y si voglia adottare uno stimatore diretto, espresso 
da: 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DELlA OfMENS~ DEL CAMPIONE 

(56) 

in cui: 

(57) 

Per quanto premesso sopra. alla luce delle considerazioni 
svolte nei precedenti capitoli, la varianza della stima « è definita 
dall'espressione: 

H 2 H Nt. 
V(<() = 1: N~ Nh - nh Sh + 1: Nh 1: M:,. Mhl - ,""I S~ (58) 

h=1 Nh nh h=1 Oh i=1 Mhl mhl 

Conviene ora attribuire a tale espressione una forma pill 
appropriata per il seguito. che consente di rendere più agevole 
la nostra analisi. 

A tale scopo supponiamo che - in ciascuno strato h (h = 1, 
....• H) - per la ripartizione della dimensione campionaria com
plessiva delle unità secondarie tra le unità primarie campione si 
voglia utilizzare il criterio proporzionale, secondo il quale da 
ogni unità primaria si seleziona la medesima frazione di unità 
secondarie. Più precisamente, assumiamo che: 

mhl mH m""", 
=f2h (59) 

Mh! 
= .. .. = 

MH 
=. . = 

M""", 

con h = 1, ...• H. 

La (59) può essere posta nella forma: 

1 ( ) 
Nh 

mhl +. . . + mH +. . . + m""", 

= f2h (60) 

1 ( ~1 + ... + MH + ... + M""", ) 
Nh 
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che può riscriversi nella forma semplificata: 

= = f211 (i=1 •...• Nh ;h=1 •...• H) (61) 

in cui Mh è la media di unità secondarie per unità primaria nello 
strato h. che può essere considerata anche come il valore atte
so delle MhI• Essa può essere scritta come: 

(62) 

In modo analogo. il simbolo mh può essere considerato 
come il valore atteso delle mhl. ~ opportuno sottolineare che il 
significato di mh è diverso da quello espresso da: 

(63) 

che è semplicemente una media campionaria delle nh unità 
secondarie mh1 •...• mhl •...• mhnh. 

Sotto l'ipotesi (59). introducendo la (61) nella (58), segue 
immediatamente che V(9) può riscriversi nella forma: 

H 

1: Nh - nh S2 
V(9) = N2 _h + h 

Nh nh h=1 

(64) 

Attraverso semplici passaggi il secondo addendo della (64) 
può riscriversi in una forma piI) conveniente. 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DEllA DIMENSIONE OELCAMI'IOIIE 

Si ha: 

j", 1 

H Nh 

=1: 1: MhI S~ = 
h=1 j=1 

(65) 
H 

=1: 1 

h=1 

H 

=1: 
h ... 1 

in cui si è posto: 

S~ = (66) 

In definitiva la (64) assume l'espressione: 

H H 
M2 ~-m.. S2 ~-~ S2 

1: (67) 1: _h + h v(9) = N2 
M.. 211 

h 
~ nh ~~ h",1 h .. 1 

Dalle precedenti considerazioni discende c~e il cos~o total~ 
C espresso dalla (54). varia al variare delle un.'tà s.ele~onate al 
p;imo stadio; si dovrà pertanto ~ar~ nel seguito rifenm~nto a 
costo totale medio. che può definirsi nel modo seguente. . 
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H H "" C=M(C) =<:0+ 1: C1h nh + 1: M (c2h 1: m~) = 
h=1 h=1 i= 1 

H H 
1 "" 

=Co+ 1: C1h nh + 1: c2h nh M(-· 1: m~) = (68) 
h=1 h=1 nh i= 1 

H H 

=<:0+ 1: Clh nh + 1: c2h nh mh 
h=1 h=1 

Premesso quanto sopra. ci proponiamo ora - seguendo il 
criterio a) - di determinare i valori di nh e mh che rendono mini
ma la varianza v(i'). definita dalla (67). sotto il vincolo di un pre
fissato costo totale medio C·. espresso dalla (68). 

Formalmente deve. in conseguenza. risolversi il seguente 
problema di minimo condizionato: 

min V('9') = min [V(nh. mh ; h = i •....• H)) 

C (nh• mh ; h = 1 •... ;. H) = C· 
(69) 

Per risolvere tale problema di minimo condizionato. si può ricor
rere alla regola dei moltiplicatori di Lagrange (Pizzetti. 1962) 
secondo cui un punto di minimo condizionato per la funzione 
(67) è un punto di minimo libero per la funzione: 

G (nh' mh ; h = 1 •....• H) = V('9') + À. (C - C·) (70) 

in cui v(i') e C sono fomite dalle espressioni (67) e (68). essen-
do À. un parametro costante. _ 

Derivando quindi la (70) rispetto ad nh ed mh e ponendo le 
derivate uguale a zero. si ottiene: 

(72) 

CAP. 14 - DETEAMINAZIONE 0ElLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

Dalla seconda equazione del sistema sopra descritto si ricava: 

M~S~ 
n2 -h - (73) 

Sottraendo poi la (72). moltiplicata per mh. dalla (71). molti
plicata per nh' si ottiene: 

(74) 

Dalla relazione che si ottiene imponendo l'uguaglianza tra la (73) 
e la (74) consegue subito: 

(75) 

Infine. per determinare il valore di nh dalla (73) si ha: 

Mh S2h 
nh = ---.~h~.~r--~---

V'" V C2h mh 

(76) 

Sostituendo la (76) nella funzione dei costi si ottiene poi: 

H 
1 ~ Mh S2h 

~ ---''--'='=- (Clh + C2h mJ 
C·-co h=1 mh ~ Vi= 

che introdotta nella (76) conduce alla relazione: 

(C· - co) ~ S2h/~ yc;" 
nh = --H----~--~--------~--------

1: (Clh + C2h mJ (Mh S2h/~ ~ 
h=1 

(77) 

(78) 

Il valore di nh fornito da que~t'~~ima relazione ed il ~~Io!e di 
mh dato dalla (75) risolvono qUindi Il p~C!blema d~lla mlmmlzza
zione della varianza V('9') sotto.Ja condiZione che Il costo totale 
medio abbia valore prefissato C·. 
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le soluzioni analitiche. definite dalle (75' e (78'. hanno il pre~ 
gio di mettere in evidenza in qual modo la dimensione del cam
pione dipende dai vari fattori che su di essa influiscono. come 
meglio vedremo in seguito. ~ utile osservare che la dimensione 
del campione. però. si può anche determinare in maniera diver
sa mediante semplice calcolo numerico. conveniente (in quanto 
pi\) rapido ed efficace) soprattutto quando si considerano fun
zioni di costo pili generali che comportano complesse soluzioni 
iterative. 

Pili precisamente. si parte dali' espressione (78) che esprime 
nh in funzione di mh. essendo note e costanti le altre quantità 
coinvolte nella formula medesima. Attraverso la (78) si costrui
sce. in funzione di opportuni valori assegnati ad mh• una tabella 
dei corrispondenti valori di nh e della varianza della stima '9' h. 
definita ancora dall'espressione (67) salvo l'eliminazione del 
simbolo di sommatoria. In tal modo. per ciascuno strato h (h = 
1 •...• H). si individuano rapidamente i valori di nh ed mh ai quali 
corrisponde la varianza minima. 

Ritorniamo ora ai risultati espressi dalle relazioni (75) e (78). 
in quanto esse si prestano ad alcuni commenti. 

Supponiamo, in primo luogo, che siano prefissati i rapporti 
C1lJcv. per ogni h (h = " ..... H). 

Secondo la (75) sussiste pertanto la relazione di proporzio
nalità: 

(79) 

dal~a ~,:,ale si ~ede che. per det~rmi~ati valo!:!,. di Si. (cioè. della 
vanabllltà media dentro le Nh unità primarie), mh decresce al cre
scere di S~ (cioè, della variabilità tra le stesse) e cresce in corri
spondenza. secondo la (78), il valore nh. Ne segue, pertanto. la 
rego~~ se~C!ndo la quale al c.res~ere di S~, rispetto ad S2 h' divie
ne plU effiCiente ed economico Il campionamento stratlf.cato. in 
quanto il valore ottimale di nh tende ad Nh; nel caso limite, nh = 
Nh' ogni unità primaria costituisce strato a sé stante. 

Se invece consentiamo anche ai rapporti C1h/cv. di va
riare. da.!!.a (75) si evince che se al decrescere del fattore 
S~./S~ - Mh S~h' il rapporto Clh/cv. cresce convenientemente. mh 
puo rimanere costante o addirittura crescere. In concreto ciò 
significa che se anche la variabilità tra le unità primarie ri~ulta 
elevata ~ispEftt~ a quella dentro le unità stesse, ma il costo Cv. è 
molto piccolo rispetto al costo Clh' può non essere conveniente 
il campionamento stratificato in cui ogni unità primaria costitui
sce strato a sé. 

A conclusione delle precedenti considerazioni si ritiene utile 
aggiungere che i campioni formati secondo il criterio sopra de-

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DELLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

scritto sono noti in letteratura con il nome di campioni auto-
ponderati a livello di singolo strato. . . 

Infatti ricordando che in generale un campione è definito 
autoponderante se la probabilità di inc~us!one ~ ugual~ per tutte 
le unità. segue immediatamente che .11 tl~O dI campl~nament~ 
appena esaminato è autoponderante In ciascuno degli H. ~tratl~ 
poiché ciascuna unità sec~nd~ria ~a I~ stes~a prob~bllltà di 
inclusione a prescindere dali unità primaria a CUI appartiene. 

In termini analitici si ha: 

f 2111 = fv. = 

e quindi: 

nh mhl 
DhI = ---- = cost 

Nh MhI 

(80) 

(81) 

per i = l, ... , Nh e per ogni h (h = 1, : .. , H). . 
Un altro criterio (Desabie, 1959) comunemente segu~to nell~ 

formazione di un campione a due stadi. strat~cato. allI~ello di 
unità primarie. è quello secondo cui dalle nh u!,ltà. primarie ca,:"
pione viene selezionato un numero costante di unità secondarie, 
ossia: 

mhl = .... = mhl = .... = m""" = mh (82) 

In tal caso, la probabilità di inclusione di una unità secondaria 
dell'unità primaria i dello strato h risulta uguale a: 

mhl mh 
f2111 = M;;- = M;" 

(83) 

Da ciò, volendo formare un campione autopo~dera~te !n 
ogni strato, la conven!enza di sel~zion~re le nh unitè pnmarle 
con probabilità proporzionale alla dlm~nslon~, assumendo come 
misura l'ammontare di unità secondarie MhI (I = 1, ... , N.,). Posto 
ZhI = Mhi/Mh, si ha infatti: 

(84) 

dalla quale appare chiaramente che .Ia probabili~ diinclusion~ 
nel campione è uguale per tutte le unità secondane appartenenti 
ad un dato strato h (h = " .... , H). 
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In questa situazione lo stimatore diretto, espresso dalla (56), 
assume la forma: 

H 

"" ""'" 
H 

9'= 1: Kh 1: 1: YhIj= 1: 9'h (85) 
h.1 la 1 j= 1 h=1 

in cui: 

Kh=Khl= 
MhI Mh 

(86) ----- = 
nh Zhl mhl nh mh 

Ai fini degli sviluppi successivi, per rendere pi!) agevole la 
trattazione, faremo !'ipotesi che le unità primarie siano estratte 
con reimmissione. Sotto tale ipotesi la varianza dello stimatore 
9' è fornita dall'espressione: 

(87) 

Trascurando poi il fattore di correzione finito relativo al se
condo stadio di campionamento (nelle situazioni concrete in 
genere è mhl «M".), la (87) può essere posta nella forma: 

H 
[ 52 

Nt. 
V(9') = L 1: MhI 

Mhi 5~,] = 
_h_+ 

h.l nh i.l ~~~ 

H 
[ 52 M2 N,. 

1: 1 .L MN5~] = _h_+ h 
(88) = 

h=l nh nh mh Mh i= 1 

H 
52 M2 

= .L [_h_+ __ h_ 5~h] 
h.l nh n mh 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DElLA DIMENSIONE DEl CAMPIONE 

in cui abbiamo posto: 

Per quanto riguarda la funzione dei costi, tenendo presente 
che in ogni strato è mhl = mh = costante. os~rviamo che il costo 
d'inclusione complessivo (relativo alle ~ m.. unità secondarie) 
non varia al variare delle unità primarie scelte. cost come acca
deva nel criterio proporzionale. Pertanto, dalla (54) discende 
subito che il costo totale è dato da: 

H H 

C = Co + 1: Clh nh + .L c2h nh m.. (90) 
h= 1 h= 1 

Premesso 9,uanto sopra. supponiamo di voler determinare i 
valori di nh e mh che rendono minima la varianza. definita dalla 
(88). sotto il vincolo che il costo totale C. espresso dalla (90). 
sia uguale ad un prestabilito valore C·. 

Ricorrendo al procedimento applicato in precedenza ~ trova, 
mediante semplici passaggi, che i valori ottimali di nh e mb sono 
rispettivamente fomiti dalle espressioni: 

H 

.L (Clb + C2h mJ (Mh 52h1 mh vfc;l 
h=l 

(91) 

(92) 

Passiamo ora a considerare un caso particolare molto impor
tante caratterizzato dalle seguenti condizioni: 
- le' unità, in ciascuno stadio, sono estratte senza reimmissio

ne e probabilità uguali; . '" 
la frazione di campionamemo per le Unità secondane, In ogni 
strato, è costante; ossia, in formula: 

(93) 
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- da ogni strato viene selezionato la stesso numero ft di unitè 
primarie, ossia: 

n 
ft=nh= -

H 
(94) 

in cui n indica il numero complessivo di unità primarie campio
ne; 
- gli strati hanno la medesima ampiezza IQI, cioè: 

H 

IQI=Mh = 1: M 
Mb!= ti (95) 

- il campione è completamente autoponderante, nel senso che 
ciascuna unità secondaria ha la stessa probabilità di inclusio
ne indipendentemente dall'unità primaria e dallo strato a cui 
appaniene; ossia: 

nh """ D = n... = --- = cost (96) 
~ MhI 

La (96), tenendo presente la (61) e le precedenti ipotesi, può 
scriversi nella forma equivalente: 

ft mh ft iiit. ft mh n m.. 
D= Nh Mt. =~=~=~ 

dalla quale segue: 

_ DM 
mh= -- = cost 

n 

(97) 

(98) 

ossia, il valore atteso mh è costante su tutti gli strati; indichiamo 
tale valore con il simbolo m. Pertanto la (97) può riscriversi 
come: 

D= nm 
M (99) 

Alla luce delle posizioni fane la varianza di campionamento 
dello stimatore: . 

CAP. 14 - DETERNII\IAZICM DELLA DlMEN&IONE Da. CAMPIONE 

con: 

può essere posta nella forma: 

H H 

V(9) = 1: V(~.,) = 1: [N: 
h-1 h-1 

M ~-mH~ 
"+ -=-

nm H 

Indichiamo poi con: 

ç = Co + c, n + C2 n m 

(101) 

(102) 

(103) 

la funzione dei costi in cui c, e C2 rappresentano rispettivamente 
i costi di inclusione nel campione di un'unità primaria e di un'uni
tà secondaria. 

Nella situazione cosi delineata il sistema (69) diviene: 

{ 
min V(9) = min [V(n, m)) 

c (n, m) = C· " 
(104) 

Seguendo il e!"0cedimento già utilizzato si ricava che i val~ri '?tti
mali di n ed m sono rispettivamente definiti dalle espresSIoni: 

C--Co 
n = ----==-- (106) 

c, +C2 m 
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H 
1012 ~ S~h 

iii = Cl h.1 
(106) 

C2 H 

~ N: (S: - Mh S~J 
h .. 1 

Un altro caso particolare di considerevole interesse è quello 
fondato sulle condizioni seguénti (Hansen, Hurwitz e Madow. 
1953): 
- le unità primarie sono selezionate con probabilità proporzio

nale alla dimensione e senza reimmissione; le. secondarie, 
con probabilità uguali e senza reimmissione; 

- da ogni strato viene selezionato lo stesso numero ti di unità 
primarie: 

n 
ti = nh = """ii" (107) 

- gli strati hanno la medesima ampiezza 101: 

101 = ~ = : (108) 

- il campione è completamente auto-ponderante, ossia: 
mN . 

n = n... = ~ z... -- = cost (109) 
MN 

Tenendo presente le suddette condizioni. la (109) può riscri
versi nella forma: 

(110) 

dalla quale si ricava: 

nM 
mN= -n- (111) 

da cui segue immediatamente che ~ = costante per i = 1 •...• ~ 
ed h = 1 •.•.• , H; d'ora innanzi indicheremo tale valore costante 
con il simbolo iii. 
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Lo stimatore di Y nel presente contesto si scrive: 

H • -M n m 

-'-:-~ 1: 1: YhIJ 
n m h.1 i.1 j=1 

(112) 

in cui: 

M 

nm (113) 

La varianza di ~ assumendo, per semplicità, che le unità pri
marie siano estratte con reimmissione è data da: 

(114) , 

La (114). tenendo le posizioni fatte e trascurando il fattore di 
correzione finito. può pertanto scriversi nella forma: 

M Nt. 
+-=-1:. 

n m i=1 

(115) 

] S~ S~ 
MNS:. =--+--

n n iii 
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in cui abbiamo posto: 

H Nh 

S~ = H L s~ e s~ = M L MIIi S~ (116) 
h.' i.t 

Quindi, volendo determinare la dimensione del campione che 
per un costo C· prestabilito fornisca la massima precisione per 
la stima V' basta determinare n ed m in modo da rendere minima 
la varianza V(V') con il vincolo espresso dalla funzione di costo 
definita da: 

c = Co + Cl n + C2 n m 

Da quest'ultima si ricava: 

C· - Co 
n = ---_=_

Cl + C2 m 

(117) 

(118) 

mentre per la determinazione di m, dopo aver introdotto la fun
zione di Lagrange 

G (n, m) = V(V') + À. (Co + Cl n + C2 n m - C·) (119) 

e risolto il sistema che si ottiene uguagliando a zero le derivate 
parziali, si ricava: 

m = ~ V Cl 
SI C2 

(120) 

A conclusione di tutte le considerazioni svolte, con riferimen
to alla determinazione della dimensione del campione nel conte
sto dei disegni a due stadi, riteniamo opportuno aggiungere 
quanto segue. 

Tutti i risultati raggiunti sono stati ottenuti mediante una for
mulazione che conduce, per un prefissato costo totale C·, alla 
determinazione delle dimensioni campionarie che rendono mini
ma la varianza di campionamento V(Y). 

D'altra parte, come abbiamo precedentemente osservato, è 
possibile adottare una seconda formulazione in base alla quale 
si determinano le dimensioni campionarie che rendono minimo il 
costo totale C per un valore prefissato della varianza di campio
namento V (V'). 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DELLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

Le trattazioni analitiche dei due problemi sono in ogni caso 
strettamente collegate ed è possibile svilupparle in gran parte in 
modo unitario, nel senso che è agevole trovare, con semplici 
passaggi, la soluzione sia per l'una che per l'altra formulazione. 

Una seconda considerazione può svilupparsi con riferimento 
alla circostanza in cui il numero di unità primarie Nt. (h = 1, ... , H) 
è sufficientemente grande. In tal caso, infatti, le espressioni pre
cedenti si possono trasformare, in maniera interessante e signi
ficativa, introducendo un apportuno coefficiente di omogeneità, 
che costituisce un'estensione del coefficiente di correlazione 
intra-classi (Hansen, Hurwitz e Madow, 1953). 

A tal fine, tenendo presente l'espressione (67), consideria
mo la varianza di V'h definita da: 

S2 
_h + 
~ 

(121) 

Se nh è piccolo rispetto ad N,. la (121) può riscriversi come: 

Nh - 1 S2 ~ Mh - mh 
V(V'J = N~ _h 

+ S2 
Nh nh nh~ ~ 

2h (122) 

Posto: 

V~ = N~ 
Nh - 1 

S~+ M~ 
Mh - 1 

S~h 
Nh ~ 

(123) 

si definisce la quantità: 

Nh - 1 VI 
NZ S2 _ _h_ 

h 
Nh 

h Mh 
(rho)~ = VI 

(~- 1) h 

~ 

(124) 

nota con il nome di coefficiente di omogeneitll. 
UtUizzando la (123) e la (124), mediante semplici passaggi, si 

ricava che il primo addendo della (122) è dato da: 

(125) 
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Introducendo poi la (125' nella (122' segue subito che: 

V' 
S:I! - _"_ [1 - (rho',,] (126' 

211 - M~ 

In definitiva. introducendo la (125' e la (126' nella (122' si 
ottiene che: 

v6>J = _V-::;::- [1 + (Mt, - 1) (rho,J 
n" m" 

(127' 

dalla quale segue poi che V(») può essere posta nella forma 
alternativa: 

H H V. 
V(~, = ~ v6>.,) = ~ ~ (1 + (M" - l' (rho,J (128' 

h-1 h= 1 n m" 

In conclusione. sfruttando la (128' in luogo della (67' e 
seguendo il procedimento che ha condotto alle (75' e (78', si 
ricavano le espressioni: 

H 

~ (C,,, + C2h m.,) (M" Sttf m" Vc;J 
h=1 

(129' 

(130' 

che forniscono i valori ottimali di n" e m". . _ . 
Dalla (130) si deduce che la dimensione media m" vana nello 

stesso senso del rapporto tra i costi unitari c," e c2h' p~oporzio
nalmente alla radice quadrata del rapporto ~tesso, ed In sen:so 
inverso a quello del coefficiente di omogeneità (rho'", proporzio
nalmente al fattore: 

[ 1 - (rho'" ]Yz 
(rho'" 

(131' 
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Vale a dire che m" varia in misura relativamente minore del 
rapporto C'h/C2h e maggiore del coefficiente (rho,,,. 

Prima di concludere svolgiamo qualche ulteriore considera
zione sul coefficiente rho per meglio chiarirne il significato. 

Supponiamo che le N" unità primarie siano tutte della stessa 
ampiezza, ossia: 

Mh1 = .... = M... = ..... = MNIt, = M" 

In tal caso, il coefficiente di omogeneità si semplifica assu
mento la forma (Hansen, Hurwitz e Madow, 1953': 

(132' 

in cui: 

(133, 

(J~ = (134' 

(135' 

La (132' è nota in letteratura con il nome di coefficiente di 
correlazione intra-classi, intendendo per classi le unità primarie; 
alcuni studiosi (Kish, 1965), per evitare confusione, hanno sug
gerito r uso del simbolo rho per il coefficiente di correlazione 
intra-classi e del simbolo roh per il coefficiente di omogeneità. 

Per quanto riguarda il coefficiente di correlazione intra-classi 
è interessante rilevare che la (132' può derivarsi anche con altro 
ragionamento; detta variante può esprimersi definendo il coeffi
ciente in esame come segue: 
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N.. Mh 

(136) 

2 :1: :1: (VIij - VJMJ (VIII - Vh/MJ i.' j<1 

= N.. Mh 

(M., - 1):1: :1: (Vhll - VJMJ2 
io.' j_' 

il cui numeratore si ottiene confrontando tutte le possibili coppie 
di unità secondarie appartenenti alla stessa unità primaria. 

Utilizzando poi le (133), (134) e (135) si trova mediante sem
plici passaggi la (132). 

Quest'ultima, che misura pertanto il grado medio di omoge
neità tra le osservazioni interne alle unità primarie, varia nell'in
tervallo: 

1 

~-1 
(137) 

Il valore massimo si raggiunge per at. = o, ossia quando tut
te le unità secondarie di ciascuna delle N.. unità primarie hanno 
lo stesso valore; raggiunge il valore minimo per ~ = o. 

Per siffatte considerazioni, il coefficiente definito dalla (124) 
costituisce in generale una misura dell' omogeneità internamente 
alle unità primarie. 

Osserviamo infine che, attraverso un procedimento analogo 
a quello sopra descritto, il possibile trasformare in funzione di 
rho anche le espressioni della varianza definite con riferimento 
agli altri criteri di formazione del campione illustrati in preceden
za; l'utilizzazione delle suddette espressioni consente di espri
mere il valore ottimale della dimensione campionaria di secondo 
stadio in funzione del coefficiente di omogeneità. 

Nel formare un campione a due stadi viene generalmente 
adottata la decisione di includere con certezza nel campione le 
unità primarie la cui dimensione supera una data soglia S·; tali 
unità, come abbiamo già sottolineato nel precedente capitolo 
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13 sono definite auto-rappresentative in quanto ciascuna di 
es~e costituisce strato a sé: Ad esempio, nel campione per l'in
dagine Istat sulle forze di lavoro le u,:,ità auto-rappresen~tive 
sono costituite dai comuni con popolaZione uguale o supenore a 
20.000 abitanti. 

L'opportunità di selezionare con certezza ·Ie ~nità prima~ie di 
pill grandi dimensioni si può far dipendere sia dall' efficienza 
attesa per le stime che dall'organizzazione del lavoro sul cam-
po. . 

Nelle pagine che seguono descrivere~o le linee met~ologl
che essenziali per il calcolo della dimenSione del campione nel 
contesto di un campionamento fondato sull'unione dei seguenti 
due disegni: 

- a due stadi, stratificato allivello delle unità primarie, in cui le 
unità in ciascuno stadio vengono selezionate senza reimmis-
sione e probabilità uguali; . . . 

. - ad uno stadio stratificato, costituito dalle Unità pnmane con 
dimensione superiore ad una data soglia S·. Anche in q'-lesto 
caso supponiamo che le unità in ciascuno strat.o vengano 
estratte senza reimmissione con probabilità uguali. 

Ai fini degli sviluppi successivi, indichiamo con h ( h = 
1, •.. , H) il generico strato per il disegno a due stadi e con I (I 
= 1, ... , L) il generico strato per il disegno ad uno stadio. 

Sia poi: 

(138) 

il parametro oggetto di stima. 
Lo stimatore diretto di V il definito dall'espressione: 

Sotto l'ipotesi che la frazione di campionamento secondaria 
sia costante, tenendo presente la (67), segue immediatamente 
che la varianza di '9' il data da: 
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H H 
M: M-rnh 

V(~= 1: ~ Nh - "" ~ 1: -+ S22h+ 
h-l Nt. "" h .. l nhrnh Mh 

(140' 
H sr 1: ~ ~-", + 

~ 1.1 m, 

in cui: 

Mt . 
Sf= 1: ( V, Y (141' 

M,- 1 V, - M;" 
1·1 

Indicando con Cr il costo di inclusione nél campione di un'uni
tè appartente al generico strato l, tenendo presente la (68', il 
costo totale medio può definirsi attraverso l'espressione: 

H H L 

C = Co + 1: C'h nh + 1: c2h nh rnh + 1: c, m, (142' 
h-l h-l 1=1 

Quindi, volendo determinare la dimensione media del cam
pione che per un costo C· prestabilito fornisca la massima pre
cisione per la stima 9, occorre determinare nh, rnh ed m, in modo 
da rendere minima la varianza V (9" definita dalla (140', con il 
vincolo espresso dalla funzione di costo (142'. 

Dopo aver introdotto la funzione di Lagrange 

(143' 

uguagliando a zero le derivate parziali rispetto ad nh' rnh ed m, si 
ottiene: 

(144) 

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DELLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

Risolvendo il sistema (144) si ottengono i valori ottimali defi
niti dalle espressioni: 

a (145) 

(146) 

M,S. m= ---a , ve; (147) 

1 
a= Vi = (148) 

H H L 

1: ~ Vc: yS}l\lIh S~ + 1: Mh S2h ve;. + 1: M, S. ve; 
h=l h=l , • ., 

A conclusione di quest'ultimo caso osserviamo che la argo
mentazioni esposte possono facilmente essere estese agli altri 
criteri di formazione del campione precedentemente esaminati. 

Tutte le precedenti considerazioni si riferiscono al caso in cui 
l'indagine campionaria si pone l'obiettivo di fornire la stima di un 
solo-parametro della popolazione oggetto d'indagine. 

La situazione pi~ ricorrente, tuttavia, è quella di indagini'che 
si pongono molteplici obiettivi, nel senso che sono finalizzate 
all'ottenimento di stime di diversa natura (totali, frequenze asso'" 
Iute, rapporti, ecc., riferiti sia all'intera popolaZione sia a un 
numero elevato di sub-popolazioni) su una vasta gamma di 
variabili oggetto di studio. 

Per tali indagini, note in letteratura con il nome di indagini 
multiscopo, la determinazione della dimensione campionaria 
presenta problemi di gran lunga ~ complessi e delicati rispetto 
al caso in cui si debba stimare un solo parametro. 

II_delle 
Indllgini 
multlscopo 
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La soluzione, come mostrano anche le esperienze condotte 
in altri Paesi, viene cercata nell'ottica di una filosofia del buon 
sen~ e del compromesso fra rigore metodologico e praticità 
emplnca. . 

Un primo elemento di complessità è dovuto al fatto che un 
criterio di determinazione della dimensione campionaria può es
sere efficace per la stima di un dato parametro, ma inefficace 
per la stima di altri paramatri. 

Un secondo elemento di complessità, tanto per citame un 
altro, nasca quando l'indagine deve produrre stime sia per la 
p,?polazione. oggetto di rilevazione", sia per particolari sub-insie
mi ~lIa popolazione medesima. t: il caso, ad esempio, della 
maggior pane delle indagini Istat, che debbono fornire simulta
neamente stime nazionali e regionali dello stesso parametro. Per 
tali indagini, i due obiettivi risultano generalmente in conflitto, 
nel senso che il campione ottimale per l'intero territorio naziona
le (in c~i le regioni, penanto, intervengono come strati) non pre
senta In genere anche la capacità di soddisfare le attese nel 
livello di precisione delle stime regionali. 

Il problema della determinazione della dimensione del cam
pione. ~ della. scelta del criterio di allocazione tra gli strati per 
Ind~glnl multlscopo fu studiato dapprima da Neyrnan (1934). 
Egli osservò che se le variabili oggetto di studio sono positiva
mente correlate, le varianze delle variabili stesse risultano positi
vamente correlate; in questo caso, l'allocazione secondo Ney
man per una variabile risulta' efficiente per le altre variabili. Se 
inv~, le varia~1i non sono correlate, Neyrnan suggerisce l'alla: 
caZIOne proporzionale. 

In ogni caso, quale che sia il criterio scelto per allocare il 
campione tra gli strati, resta sempre apeno il problema della 
scelta della dimensione campionaria fra quelle calcolate. 

Infa~, ad ogni parametro oggetto di stima corrisponde una 
determinata dimensione campionaria che garentisca il livello at
teso di precisione prefissato per la stima del parametro stesso. 
Alla suddetta dimensione campionaria, in base al criterio di allo
cazione adottato, corrisponde quindi una cena dimensione cam
pionaria per ciescuno degli strati in cui la pOpolazione è suddivi
sa. 
, Per ~olvere il problema in esame, Cochran (1911) propone 
l! procedimento seguente: 

a) ~lcolare~ in funzione del livello atteso di precisione, l'alloca
zione ottima per ogni parametro oggetto di stima; 

b) trovare per ogni strato il compromesso piO ragionevole tra le 
nurnerosità calcolate (ad esempio, la media aritmetica). 

Nel caso di indagini che devono fornire un numero elevato di 
stime, alcuni studiosi suggeriscono una procedura simile a quel-

CAP. 14 - DETERMINAZIONE DELLA DIMENSIONE DEL CAMPIONE 

la di Cochran ma comprendente una fase iniziale consistente nel 
selezionare un sottoinsieme di parametri (quelli piO imponanti 
per l'analisi) fra quelli oggetto di stima. 

Vetes (1963) suggerisca un criterio basato sulla minimizza
zione del costo totale 1: '1t n" sotto il vincolo che le varianze del
le stime dei parametri da stimare siano uguali a cene prestabilite 
quantità. Tale criterio, però, presuppone che il numero di strati 
sia piO grande del numero di parametri oggetto di stima. 

Un criterio piO ragionevole è proposto da Dalenius (1967): 
esso si basa sulla minimizzazione del costo totale sotto il vinco
lo che le varianze delle stime dei parametri da stimare non ecctt."" 
dano cene prefissate quantità. 

Riteniamo utile osservare che il problema dell'allocazione ot
timale di un campione stratificato può essere anche affrontato 
mediante l'uso di tecniche di programmazione matematica; nes
suna di esse, però, ha mostrato di essere ottimale in ogni caso 
(Fabbris, 1989). 
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